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内 容 简 介 


本 书 是 进行 科学 计算 的 常备 工具 书 , 内 容 新 颖 ,查阅 方便 ,实用 性 强 . 主 
要 介绍 生产 、 科 研 、 管 理 , 教 学 等 实践 中 在 计算 机 上 使 用 的 各 种 计算 方法 和 技 
巧 . 全书 分 为 14 章 ,依次 为 数值 计算 概论 、 揪 值 法 、 函 数 逼 近 与 曲线 拟 合 . 数 
值 积分 与 数值 微分 方程 求 根 .线性 方程 组 的 直接 解法 和 选 代 解法 .矩阵 特征 
值 问题 , 非 线性 方程 组 数值 解 与 最 优化 方法 、 常 徽 分 方程 初 值 问题 和 边 值 问 
题 的 数值 解法 、 食 微分 方程 的 数值 解法 、 多 重 网 格 法 和 积分 方程 数值 解法 . 每 
种 方法 均 配 有 例题 ,便于 读者 理解 .掌握 和 使 用 . 书 末 还 附 有 中 文 -外 文 索引 、 
外 文 -中 文 索引 以 及 外 国人 名 表 . 

本 书 可 供 广大 科研 人 员 .技术 人 员 ,管理 干部 .计算 工作 者 及 高 等 院 校 师 
生 使 用 ，. 
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随 着 计算 机 科学 技术 的 飞速 发 展 , 人 类 正 进 入 信息 时 代 . 

信息 时 代 是 应 用 数学 大 发 展 的 时 代 , 人 类 长 期 积累 起 来 的 知 
识 体系 ,正面 临 着 第 3 次 数学 化 . 数学 思想 ,数学 方法 与 数学 模型 
随 着 计算 机 的 广泛 应 用 ,日 益 渗 透 到 各 种 行业 中 去 . 

当代 ,除了 古典 的 数学 理论 (初等 数学 , 微 积 分 学 ,微分 方程 ， 
复 变 函数 等 ) 早 已 得 到 广泛 的 应 用 外 ,一 些 比较 抽象 的 现代 数学 理 
论 ( 集 合 论 .数理 逻辑 ,范畴 论 、 抽 象 代数 、. 泛 代数 .代数 几何 、 拓 扑 
学 、 泛 函 分 析 等 ) 以 及 一 些 新 兴 的 数学 理论 (随机 过 程 . 时 间 序 列 、 
运筹 学 最 优化 理论 有限 元 方法 、 模 糊 数学 、 混 沌 与 分 形 等 ) 也 逐 
渐 地 成 为 社会 生产 ,科学 实验 ,工程 技术 及 经 济 管理 中 不 可 缺少 的 
工具 ,应 用 数学 的 适用 范围 正在 迅速 地 扩大 . 

为 了 满足 日 益 增 长 的 社会 需求 ,清华 大 学 应 用 数学 系 ( 现 代 应 
用 数学 手册 }》 编 委 会 ,组织 编写 了 这 套 多 卷 集 的 手册 . 

本 书 读者 是 理 、 工 . 医 . 农 经 管 等 各 个 领域 中 的 广大 工程 技 
术 人 员 科研 人 员 , 大 、 中 专 院 校 的 教师 学生、 研究 生 及 其 他 使 
用 数学 工具 的 实际 工作 者 .其 中 有 些 内 容 对 于 中 学 生 也 是 适 
用 的 . 

编者 力求 使 本 书 成 为 一 套 高 质量 的 工具 书 , 它 有 下 列 特点 : 

(1) 内 容 “ 新 颖 ” 本 书 力求 做 到 内 容 现代 化 , 除 用 现代 观点 
介绍 古典 内 容 外 ,对 已 出 现 的 新 理论 .新 方法 尽量 优先 选 人 . 

(2) 突出 “应 用 ” 本 书 在 选材 上 突出 数学 理论 的 应 用 ,以 通 
俗 易 懂 的 方式 着 重 介绍 在 现代 科学 技术 等 实际 领域 中 应 用 广泛 的 
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数学 理论 和 方法 . 

(3) 紧密 “结合 ”计算 机 应 用 ”为 了 更 有 效 地 应 用 数学 方法 解 
决 各 种 实际 问题 ,广大 科技 人 员 人 迫切 要 求 数学 方法 与 计算 机 应 用 
相 结 合 ,提高 工作 效率 . 为 此 ,本 书 在 结合 计算 机 应 用 方面 ,给 予 特 
别 的 重视 . 

(4) 片面 设计 “合理 ”, 便 于 迅速 查阅 ” 为 方便 读者 使 用 ,本 书 
采用 了 一 套 较为 完善 的 索引 体系 . 除 正 文中 章 . 节 的 编号 沿用 国际 
通行 的 十 进 制 编号 外 ,对 于 重要 的 定义 .定理 ,例题 .公式 、 图 、 表 等 
均 有 编号 . 读者 可 以 从 (1) 目录 ,(2) 中 文 一 外 文 索引 ,(3)》 外 文 一 
中 文 索引 等 三 种 途径 ,迅速 找到 所 需 资 料 . 此 外 ,本 书 对 载 人 的 外 
国 科 学 家 人 名 ,尽量 采用 “名 从 主人 ?的 原则 . 

(5) 数学 符号 力求 “统一 ”与 国际 化 ”鉴于 目前 国内 各 种 文 
献 ;书籍 中 使 用 的 数学 符号 不 够 统一 与 国际 化 ,增加 了 读者 阅读 时 
的 困难 . 本 书 除 按 国 家 标准 GB 3102 一 93 外 ,兼用 国际 数学 界 权 威 
著作 《数学 大 百科 辞典 》(Encyclopedic Dictionary of Mathematics， 
EDMD) 中 的 符号 为 标准 . 对 于 不 在 上 述 文献 中 的 其 他 新 符号 , 则 选 
用 较为 流行 者 . 

本 手册 各 卷 内 容 独 立 完整 ,便于 个 人 读者 与 团体 读者 按 需 选 
购 : 当前 应 用 数学 急剧 发 展 , 编 委 会 在 条 件 成 熟 的 时 候 , 还 将 增 出 
新 卷 . 

本 书 的 编撰 是 与 清华 大 学 应 用 数学 系 领导 ,特别 是 萧 树 铁 教 
授 的 热心 支持 ,编辑 委员 会 各 位 编 委 的 通力 协作 ,校内 外 的 许多 教 
师 、. 科 研 工 作者 的 大 力 支持 分 不 开 的 ,编者 深 致 谢意 . 

在 编辑 出 版 过 程 中 ,还 得 到 清华 大 学 出 版 社 的 热情 支持 . 

本 书 从 编撰 到 出 版 ,历尽 艰辛 . 饮水 思源 ,编者 还 要 感谢 本 书 
的 发 起 人 ,清华 大 学 应 用 数学 系 陆 璇 教授 ,北京 出 版 社 李 利 军 编辑 
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及 已 故 的 北京 出 版 社 社 长 王政 人 先生 . 
最 后 ,编者 还 要 对 夫人 王 华 敏 表示 谢 忱 ,没有 她 的 深刻 理解 ,热情 
支持 与 持久 的 帮助 ,本 书 也 难以 问世 . 
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数学 符号 表 


定义 
定义 且 贱 值 /赋值 

1， 过 0， 
符号 函数 sgnae= | "| “一 。 


ak(a 一 1)…(a 一 2 十 1) 
?1 


即 (Ca 为 实数 ) 


一 姑 ( 刀 一 1)… (7 一 玉 十 1) 
二 项 式 系数 , 即 2 一 


对 i 从 1 到 ?项 求 和 


对 i 从 1 到 项 求 积 


虚数 单位 ,i 一 V 一 工 
复数 z 的 实 部 
复数 x 的 虚 部 
复数 = 的 模 
复数 zx 的 复 角 
复数 > 的 共 配 
开 区 间 
闭 区 间 
半 开 区 间 

无 穷 大 
收敛 于 /映射 


等 价 

推理 
序列 {a, } 的 极限 
本 数 了 在 点 z 的 值 
函数 
函数 的 均 差 


函数 了 对 xz 的 导数 
函数 了 对 z 的 z 阶 导数 

函 数 了 对 z 的 偏 导数 
函数 了 对 <,y 的 混合 偏 导 数 


耳 数 了 先 对 工 求 m 次 偏 导数 ,再 对 > 求 n 


次 偏 导数 
FCz) 的 近似 值 . 


9 沿 方向 m 的 方向 导数 


9 的 梯度 

拉 普 拉 斯 算 子 
离散 拉 普 拉 斯 算 子 
7? 阶 和 矩阵 其 元 素 为 ay 
4 的 增 广 矩阵 

2 阶 单位 矩阵 


矩阵 4 的 共 生 转 置 矩阵 
和 矩阵 4 的 转 置 矩阵 
和 矩阵 4 的 逆 矩 阵 


adj4/4” 方 阵 4 的 伴随 矩阵 
{4x)} 矩阵 序列 4 ,4 ，… ,At 
人 (xx 向 基 序 列 1 
diag(di ,ds ,…,d,) ”对 角 线 元 素 为 di ,d:，…,d。 的 对 角 阵 
det4/141| 方 阵 4 的 行列 式 
有 矩阵 4 的 顺序 主子 式 
a(4) 矩阵 4 的 谱 
tr(4) 矩阵 4 的 迹 
o(4) 和 矩阵 4 的 谱 半 径 

全 称 量词 

存在 量词 


实数 集 

自然 数 集 ( 包 括 零 在 内 ) 
正 自 然 数 集 

整数 集 

有 理 数 集 

z 维 实 空间 

Ra 于 X7 维 实 空间 

导 维 复 空 间 

zXz7a 维 复 空间 


一 人 不 册 芭 
疏 
全 
准 


Q ae 
闫 
如 


span{fgi 92 PN )} 


cond(4) 
和 

QeyD 

Ji 

aL1: 四 

CL1 :nm,1:m] 
4Lx，z: 慧 
4C:j,x] 

O 


IO 。 


由 2 PN 生成 的 线性 空间 
解 域 

解 域 边界 

离散 解 域 
离散 解 域 的 边界 

绢 上 全 部 连续 函数 的 集合 
驯 上 ?= 阶 连 续 可 微 本 数 的 集合 
上 确 界 

下 确 界 

9 函数 

三 的 向 前 差分 

三 的 呈 阶 向 前 差分 

了 的 向 后 差分 

了 的 ?2 阶 向 后 差分 

了 的 中 心 差 分 

不 变 算 子 :TI 户 = 大 

移 位 算 子 : 正 户 = 广 ， 

向 量 或 矩阵 的 范 数 

和 矩阵 4 的 条 件数 
函数 内 积 或 向 量 内 积 
单元 a 和 单元 6 交换 

和 矩阵 的 第 ; 行 与 第 / 行 交 换 


力 个 元 素 的 一 维 数 组 


2 行 zz 列 和 矩形 数组 

和 矩阵 4 的 第 ; 列 到 第 /) 列 的 所 有 元 素 
和 矩阵 4 的 第 ; 行 到 第 7 行 的 所 有 元 素 
jz) 一 O(8(Cz)) 表 示 当 za 时 ， 
7Cz)Vg(Cz) 有 界 


{zlPCz)} 


和 (z) 一 o(Cg(Cz)) 表 示 当 rz~~a 时 ， 
(CCz)VSgCz) 一 0 

同 余 ,i 一 &Cmodz) 即 下 除 以 二 余 = 
空间 M 的 维 数 

〗 阶 多 项 式 的 集合 

使 性 质 P(z) 成 立 的 全 体 zx 组 成 的 集合 
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数学 符号 表 … 
1 数值 计算 概论 … 本 于 人 玫 生 。 
1.1 数值 分 析 的 对 象 与 特点 
1.1.1 研究 对 象 … 
1.1.2 主要 特点 pe 
1.1.3 数值 问题 与 数值 方法 ，……… 和 ee 
1.2 误差 与 有 效 数字 ， ove vessonasseeesse soseeseoosoesseeeesoes 
1.3.2 函数 求 值 的 误差 估计 
1.3.3 误差 分 析 方 法 .pe 
1.4 误差 的 定性 分 析 与 运算 原则 …………… he 
1.4,1 算法 的 数值 稳定 性 ee 
1.4.2 病态 问题 与 条 件数 pe 13 
1.4.3 数值 运算 的 简单 原则 pp 4 
1.5 “并行 算 法 及 其 基本 概念 ，pe 1 
1.5,.1 并 行 算 法 及 其 分 类 ， oooooooseioeooeesoe。 17 
1.5.2 并 行 算法 基本 概念 及 设计 原则 ， 2 
2 插值 法 …… cdze 
2.1 引言 .pe 
2.1.1 插值 的 意义 ee 
2.1.2 播 值 问题 的 提 法 pp 4 
。 了 TI2 。 





中 








2.1.3 择 值 多 项 式 的 存在 惟一 性 ooeoeooveeoosseesooosiv 26 
拉 格 朗 日 插值 … 0 

2.2.2 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 ， o 

2.2.3 余 项 mo 下 

2.3.3 计算 工作 量 ………… 0 
均 差 与 牛顿 插值 ………p 34 
2.4.1 均 益 ee 二 
2.4.2 牛顿 播 值 公 武 pe 36 
2.4.3 计算 工作 量 .pe 37 
人 ve 38 
2.5.1 差分 . 本 .38 
2.5.2 牛顿 差分 插值 公式 .… 41 
2.5.3 高 斯 公式 2 
2.5.4 斯 特 林 公式 二 
2.5.5 贝 塞 尔 公 式 . ooooeooooooeeeoeeooooooooooooeeoooeeee 44 
2.5.6 生生 人 开 全 全 人 全 全。 0 
埃 尔 米 特 插 值 … Rs .48 
2.6.1 一 般 提 法 . 0 48 
2. 6.2 3 oo 9 
2.6.3 各 与 共和 人 和 5 
插值 多 项 式 的 收敛 性 与 稳定 人 性 … aaaseaoee ooooeooooe。 54 
2.7.1 拓 全 乡 项 式 的 收 全 区 654 
2.7.2 插值 函数 的 稳定 性 pe 
分 段 低 次 插值 pe 
2.8.1 分 段 线性 插值 
2.8.2 分 段 三 次 埃 尔 米 特 插值 

样 条 插值 … 二 
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2. 9. 3 三 次 样 条 播 值 问题 的 提 法 ， eeeeeesoeseee 
2.9.4 均匀 分 划 的 三 次 样 条 插值 函数 
2.9.5 任意 分 划 的 三 次 样 条 插值 函数 
2.9.6 三 次 样 条 插值 的 收 伍 性 .……………- 
2.10 反 揪 值 . 网 仙 人 
2.10.1 插值 与 反 插值 . 有 
2. 10.2 ”利用 函数 的 捅 值 多 项 式 反 插 “…… 
2. 10. 3 构造 反 函 数 的 插值 多 项 式 
2.11 有 理 函 数 插值 . oooeeeeseeeoe 
2.11.1 有 理 插值 的 存在 惟一 性 
2.11.2 蒂 埃 勘 倒 差 商 算法 ， 
3.1 冰雪 空 间 的 苍 数 与 最 佳 送 近 问题 ， 
3.1.1 范 数 和 近 与 函数 空间 的 范 数 … 
3.1.2 最 佳 逼 近 问 题 pe 
3.2 最 佳 一 致 逼近 .ee 
3.2.1 连续 函数 的 一 臻 逼近 .……… 本 
3.2.2 最 佳 一 致 丙 近 多 项 式 和 
3.3 最 佳 一 致 珊 近 多 项 式 的 数值 方法 ee ee 
3.3.1 最 佳 一 致 线性 通 近 pe 
3.3.2 列 梅 兹 算法 pe 
3.4 正 交 多 项 式 … oooese ooeeeeseesos 
3.4.1 Sa 。 
3.4.2 甚 让 德 多 项 式 … : 
3.4.3 切 比 雪夫 多 项 式 … 
3.4.4 其 他 作用 的 贡 汪 各 
3.5 最 佳 平方 逼近 、 ee 
3.6 用 正 交 函 数 族 作 最 佳 平方 逼近 
3.6.1 最 佳 平方 下 近 与 广义 傅 里 时 级 数 …… 
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1 数值 计算 概论 
1.1 数值 分 析 的 对 象 与 特点 


1.1.1 研究 对 象 


数值 分 析 即 计算 数学 ,是 数学 的 一 个 分 支 , 它 的 研究 对 象 是 利 
用 计算 机 求解 各 种 数学 问题 的 数值 方法 及 有 关 理 论 . 内 容 包 括 函 
数 的 数值 逼近 (代数 插值 与 最 佳 逼 近 ) ,数值 积分 与 数值 微分 , 非 线 
性 (代数 的 与 超越 的 ?方程 (组 ) 的 数值 解法 ,数值 线 代 数 (线性 代数 
方程 组 的 解法 与 矩阵 特征 值 问题 的 计算 ), 常 微分 方程 的 数值 解法 
及 偏 微分 方程 的 数值 解法 等 . 

数值 分 析 也 称 计算 方法 , 它 所 以 成 为 数学 中 的 独立 分 支 , 一 方 
面 是 数学 本 身 的 发 展 为 之 提供 了 可 能 , 另 一 方面 是 20 世纪 40 年 
代 电 子 计算 机 的 问世 使 之 成 为 必要 . 在 数学 发 展 中 ,理论 和 计算 是 
紧密 联系 的 ,逐渐 积累 了 越 来 越 多 的 数值 方法 . 因此 ,计算 方法 中 
不 少 方法 是 传统 的 (一 些 方法 的 命名 就 表明 了 这 一 点 ), 它 们 在 19 
世纪 或 18 世纪 ,甚至 更 早 一 些 时 候 就 已 建立 . 现代 计算 机 的 出 现 
为 大 规模 的 数值 计算 创造 了 条 件 , 集 中 而 系统 地 研究 适用 于 计算 
机 的 数值 方法 立即 变 得 十 分 迫切 和 必要 . 数值 分 析 并 不 仅仅 是 一 
些 数 值 方法 的 简单 积累 ,而 且 揭示 包含 在 多 种 多 样 的 数值 方法 之 
间 的 相同 的 结构 和 统一 的 原理 . 它 在 大 量 的 数值 计算 实践 和 理论 
分 析 工 作 的 基础 上 迅速 发 展 着 , 原 有 的 方法 有 的 使 用 至 今 ,有 的 逐 
步 被 淘汰 ,而 新 的 方法 和 新 的 理论 不 断 地 产生 . 


1.1.2 主要 特点 


数值 分 析 有 以 下 三 个 主要 特点 : 

第 一 ,面向 计算 机 ,提供 实际 可 行 的 常用 算法 . 具体 地 讲 ,由 于 计 
算 机 能 够 进行 加 \ 减 , 乘 、 除 四 则 运算 , 故 需要 把 每 个 求解 的 数学 问题 
用 四 则 运算 的 有 限 形 式 的 公式 表达 出 来 . 这 种 公式 只 能 是 多 项 式 或 有 
理 分 式 的 形式 ,通常 称 为 算法 , 它 是 计算 机 能 够 直接 处 理 的 . 

第 二 ,能 够 任意 逼近 ,有 可 靠 的 理论 分 析 . 计算 方法 有 两 类 算 
法 ,一 类 是 精确 的 , 另 一 类 是 近似 的 .所 谓 精 确 算法 是 指 在 没有 运 
算 的 伟人 误差 的 假设 下 ,能 在 确定 的 运算 次 数 内 获得 数学 问题 的 
精确 解 .近似 算法 本 身 有 方法 误差 ,从 而 在 任何 有 限 的 运算 次 数 内 
只 能 获得 数学 问题 的 近似 解 . 大 多 算法 是 近似 算法 . 由 于 计算 机 字 
长 有 限 , 每 次 运算 都 有 伟人 误差 ,因此 无 论 精确 算法 还 是 近似 算法 
都 只 能 获得 数学 问题 的 近似 解 . 计算 机 需要 人 们 用 种 种 数学 理论 
和 方法 来 建立 各 个 算法 . 对 近似 算法 要 保证 收敛 性 , 即 近似 解 能 盘 
近 精 确 解 到 任意 的 程度 . 对 每 个 算法 要 保证 数值 稳定 性 ,这 是 指 含 
入 误差 对 解 的 准确 性 影响 不 大 . 

第 三 ,省 时 间 省 资源 ,有 良好 的 计算 复杂 性 . 一 个 算法 的 计算 
复杂 性 是 指 该 算法 包含 的 运算 次 数 和 所 需 的 存储 量 . 近似 算法 的 
运算 次 数 取 决 于 算法 的 收敛 速度 . 求解 一 个 数学 问题 ,是 否 选用 或 
建立 计算 复杂 性 好 的 算法 很 重要 ,有 时 会 影响 到 在 现 有 的 计算 机 
上 能 和 否 真 正 实现 . 

从 上 述 特点 可 以 看 出 ,数值 分 析 的 任务 是 提供 在 计算 机 上 实 
际 可 行 的 、 理 论 可 靠 的 .计算 复杂 性 好 的 各 种 算法 . 


1.1.3 数值 问题 与 数值 方法 


数值 问题 是 指 输入 数据 ( 即 问题 中 自 变量 与 原始 数据 ) 与 输出 
数据 之 间 函 数 关 系 的 一 个 确定 描述 ,输入 输出 数据 可 用 有 限 维 向 
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量 表示 . 根据 这 种 定义 “数学 问题 "不 一 定 是 “数值 问题 ”, 它 往往 
要 用 数值 和 逼近 方法 才能 转化 为 数值 问题 . 函数 的 插值 与 逼近 就 是 
“数值 分 析 ” 中 最 基本 的 问题 之 一 ,目的 是 提供 各 种 简易 的 途径 ,将 
函数 计算 转化 为 数值 问题 ,才能 在 计算 机 上 处 理 . 对 于 一 个 给 定 的 
数值 问题 有 许多 不 同 的 算法 , 称 为 数值 方法 ,它们 都 给 出 问题 的 近 
似 答案 ,但 所 需 计算 量 和 得 到 的 精度 可 能 相差 很 大 ,必须 选择 面向 
计算 机 计算 复杂 性 好 并 有 可 靠 理论 分 析 的 数值 方法 . 多 数 数 学 问 
题 按 建 立 数值 方法 的 基本 线索 大 体 上 可 以 归 为 两 大 类 . 

一 类 数学 问题 包含 非 有 理 函 数 或 未 知 函 数 ,如 积分 与 微分 计 
算 、 微 分 方程 求解 等 . 这 类 问题 建立 数值 方法 的 基本 线索 是 : 首先 
利用 函数 的 数值 逼近 或 离散 化 将 原 问 题 化 为 数值 问题 ,然后 去 计 
算 或 求解 数值 问题 以 得 到 原 问题 的 近似 值 或 近似 解 . 例如 ,对 利用 
各 种 方式 得 到 的 函数 的 逼近 多 项 式 进行 求 积分 或 求 导 数 , 可 以 引 
出 各 种 形式 的 数值 积分 或 数值 微分 公式 ; 用 一 组 离散 点 上 待定 值 
代替 连续 自 变量 的 未 知 函 数 ,通过 各 种 逼近 途径 (包括 插值 .数值 
积分 .数值 微分 以 及 泰勒 (Taylor) 展 开 等 ) ,将 微分 方程 离散 化 , 构 
成 微分 方程 的 各 种 数值 解法 . 

另 一 类 数学 问题 主要 是 代数 问题 ,包括 线性 代数 方程 组 的 求 
解 和 矩阵 特征 值 问题 的 计算 ,线性 最 小 二 乘法 等 不 包含 非 有 理 函 
数 , 因 其 本 身 就 是 数值 问题 ,可 以 直接 去 建立 数值 方法 . 非 线 性 ( 代 
数 的 或 超越 的 ) 方 程 的 求解 也 可 归于 此 类 ,因为 它们 仅仅 在 求 函 数 ， 
值 时 可 能 要 借助 于 数值 逼近 . 这 一 类 问题 的 数值 方法 大 致 可 分 为 
直接 法 .法 代 法 和 变换 约 化 法 三 种 .直接 法 是 一 种 精确 算法 ,一 般 
仅 用 于 解 线性 代数 方程 组 . 迭代 法 的 基本 线索 是 针对 确定 类 型 的 
问题 ,寻求 某 种 固定 形式 的 递 推 公式 ,使 得 由 公式 产生 的 序列 收敛 
于 问题 的 解 . 选 代 法 在 计算 方法 中 占有 重要 的 地 位 , 某 些 数值 问题 
如 非 线性 方程 等 主要 应 用 迭代 法 求解 . 目前 , 抢 阵 特征 值 问题 的 大 
多 数 重 要 的 数值 方法 均 利 用 相似 变换 将 矩阵 (近似 地 ) 约 化 为 特殊 
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形式 的 矩阵 ,从 而 使 特征 值 和 特征 向 量 可 以 较 方便 地 近似 求 得 ,这 
类 方法 是 变换 迁 代 法 ,可 称 为 变换 约 化 法 ， 


1.2 误差 与 有 效 数 字 


L2.1 误差 的 来 源 与 分 类 


应 用 数学 解决 实际 问题 时 首先 需要 建立 数学 模型 . 一 般 地 讲 ， 
数学 模型 是 指 那些 利用 数学 语言 模拟 现实 而 建立 起 来 的 有 关 量 的 
描述 . 数学 模型 通常 总 是 近似 的 ,其 误差 称 为 模型 误差 (model 
error). 

数学 模型 中 常 包含 某 些 参量 ,如 质量 .温度 .电压 等 ,此 类 量 通 
过 观测 确定 ,产生 的 误差 , 称 为 观测 误差 (observational error)， 

例 1.2.1 假设 工 ( 世 是 金属 棒 在 温度 为 上 时 的 长 度 , 其 数学 
模型 为 

Zi 一 1 十 at 十 2 ， 
其 中 ,8 为 参数 . 有 如 下 估计 ， 
a 一 0. 001253 十 10 一 ， 8 一 0. 000068 士 10-， 
则 工 (t) 一 上 (i) 是 模型 误差 ,10“* 是 与 B 的 观测 误差 

数学 模型 常常 不 能 获得 精确 解 ,必须 用 数值 方法 求 近似 解 , 其 
误差 称 为 截断 误差 (truncation error) 或 方法 误差 . 

例 1.2.2 实际 计算 时 ,函数 用 泰勒 多 项 式 已 , 近似 代替 ， 


PCz) 一 70) 十 万 22c+ 万 (Da 二 二 Or， 
则 数值 方法 的 截断 误差 
RRCz) 三 无 习 二 Pi) 三 畜 (6 nr 


(二 if ， 
其 中 ,6 在 0 与 工 之 间 ， 
有 了 求解 数学 问题 的 算法 后 ,由 于 计算 机 的 字 长 有 限 ,原始 数 
0 


据 在 计算 机 上 表示 会 产生 误差 ,每 一 次 运算 又 可 能 产生 新 的 误差 ， 
这 种 误差 称 为 售 入 误差 (tounding error) 或 计算 误差 . 
例 1.2.3 实际 计算 时 ,用 3. 14159 近似 代替 x, 则 伟人 误差 
及 一 r 一 3. 14159 一 0. 0000026… 
数值 分 析 中 , 仅 讨论 截断 误差 和 舍 人 误差 . 


1.2.2 误差 概念 
定义 1.2.4 设 z 为 准确 值 ,a 为 近似 值 , 记 


Aa 近 盖 站 
Aa 一 工 一 4， A:a 一 一 一 ， 
工 这 





称 Aa 为 近似 值 a 的 绝对 误差 (absolute error) 或 误差 ,A-a 为 a 的 
相对 误差 (relative error). 

因为 不 能 求 得 准确 值 x 才 去 求 近似 值 a ,所 以 ,一 般 不 能 算出 
误差 Aa. 根据 测量 工具 的 精度 或 计算 情况 的 分 析 ,常常 能 够 估计 
1Aa| 的 较 好 上 界 . 用 sa 表示 这 种 上 界 , 它 是 非 负数 , 称 为 绝对 误 
差 界 . 子 是 

| Aa |=| z 一 a | 入 ia， 《1 21) 

这 样 , 就 可 知道 准确 值 x 所 在 的 范围 : ec 一 sae 委 z 委 ac 十 ja. 所 以 ,只 
能 说 估计 误差 ,而 不 说 计算 误差 . 在 实用 上 ,常用 下 述 写法 来 刻画 
a 的 精度 : zx 一 a 士 Sa. 

由 于 工 未 知 ,实际 上 总 是 将 


Asa= 台 = 工 一 4 (1.2.2) 


作为 a 的 相对 误差 . 记 








32 ， (1.2.3) 
|al 


知道 绝对 误差 界 ia 后 便 确 定 了 ia ,显然 ,3,a 是 |Az a| 的 上 界 , 称 
为 a 的 相对 误差 界 . 
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1.2.3 有效 数字 


在 数值 计算 时 ,必须 保证 各 个 数据 的 每 一 位 是 可 靠 的 ,这 是 一 
切 有 意义 的 计算 的 前 提 . 为 此 ,需要 建立 有 效 数 字 的 概念 . 

当 z 是 准确 值 有 很 多 位 数 时 ,常常 需要 按 字 长 限制 取 z 的 位 
数 来 确定 近似 值 ae ,这 个 a 按 四 舍 五 人 规则 来 选取 ,能 保证 绝对 误 
差 最 小 . 例如 

并 一 f 一 3. 14159265… 

取 3 位 ,a 一 3.14, 在 所 有 3 位 数 中 3.14 与 x 的 误差 最 小 ; 取 5 
位 ,a=3. 1416, 在 所 有 5 位 数 中 3. 1416 与 x 误差 最 小 . 它们 的 误 
差 均 不 超过 末 位 的 半 个 单位 , 即 


|x 一 3.14| 过 土 X102， |x 一 3.1416 | 过 工 X10-4. 
2 2 


定义 1.2.5 设 数 z 的 近似 值 
a 一 士 104 X0.aiaz…an， 
其 中 ,每 个 ai(i=1,2:…,m) 是 0 到 9 中 的 一 个 数字 ,ai 天 0. 如 果 a 
的 误差 不 超过 未 位 的 半 个 单位 , 即 


| z 一 a |I 委 圭 X10， 


则 称 用 a 近似 zx 时 具有 mm 位 有 效 数字 (significant digits). 

实际 上 ,有 效 数 字 的 概念 无 非 是 说 : 按 四 伟 五 人 规则 得 到 的 
近似 值 ,其 每 一 位 数 都 是 有 效 的 . 

显然 ,有 效 数字 位 数 与 小 数 点 的 位 置 无 关 . 有 效 位 数 越 多 , 绝 
对 误差 和 相对 误差 就 都 越 小 . 

有 了 有 效 数字 概念 后 ,以 下 写法 是 有 区 别 的 ; 

34.01， 34.0100， 

前 者 是 4 位 有 效 数 字 , 后 者 则 表示 6 位 有 效 数字 . 


1.3 误差 估计 与 误差 分 析 


1.3.1 算术 运算 的 误差 界 


定理 1.3.1 设 z 与 ?是 精确 值 ,a 与 总 是 相应 的 近似 值 , 绝 
对 误差 界 分 别 为 ia 与 8, 则 
s(a 士 0) 一 sa 十 80， 
8(a) 一 |al85 二 1618a， 
si( 生 )= ] 世 二 站 寺 弛 aa ( 关 0). 
例 13.2 au=121X3.65 十 9.81, 其 中 每 个 数据 的 绝对 误差 
界 为 0. 005.a 的 绝对 误差 界 
8(c)=: 8(1.21 X3.65) 十 3(9.81) 
x1.21X0.005 十 3.65X0.005 十 0.005 
= 0.0293 去 0. 03. 
定理 1.3.3 设 a 与 9 是 近似 值 ,相对 误差 界 分 别 为 fa 与 
38.5, 则 
83,(a 十 5) 一 maxf3ia,3 6) (a 与 5 同 号 )， 


| a lsia 十 5 3.0 (a 与 六 同 号 )， 
| a 一 沁 | 


8 (ag) ~ 3.a 53:5， 


SCa 一 D) 一 


i( 侍 ) 5a 十 55 (8 天 0). 


例 1.3.4 例 1.3.2 中 w 的 相对 误差 界 
8,(a) 一 maxf8:(1.21 X3.65),3,(9.81)》 
< max{8,(1.21) 十 8 (3.65),8; (9.81)} 


5GL.21) | 3803.65) 全 和 
全 2 3.65 ”9.81 








加 0.005 ，0.005 0.005 
了 让 | 


> max{0.0055,0. 0005} 
一 0. 0055. 


1.3.2 函数 求 值 的 误差 估计 


在 计算 一 元 或 多 元 天 数 的 值 时 ,由 于 自 变量 数据 不 精确 会 产 
生 误差 . 

设 了 是 一 元 函数 ,要 计算 在 点 工 的 函数 值 , 但 仅 知 < 的 近似 
值 为 ae, 以 ja) 近似 FGz),7fCa) 的 绝对 误差 界 8(F(a)) 可 用 泰 勤 
公式 估计 ,假定 了 在 包含 z 与 a 的 一 个 开 区 间 上 存在 足够 阶 的 导 
数 , 则 有 


ACr(a)) = rz) -Fa) = (az 一 o) 十 万 所 (z 一 0 


其 中 上 在 与 a 之 间 , 取 绝对 值 , 得 
| ACF(a)) |=| FGz) 一 Fa) | 


<17o) aa 二 全 |so，， 


假定 | 普 (a)| 与 | 广 (c)1 相 比 不 大 大 , 则 可 以 忽略 高 阶 项 ,得 
8CFCao) | 六 Ca) | aa. (1L.3.1) 
但 是 ,如 果 | 疡 (a)1 是 零 或 值 很 小 , 则 要 考虑 后 面 的 项 . 特别 地 , 若 
广 (a) = (za) 一 …= Feb(a) 王 0， job(a) 尖 0， 
且 | PFC(61( 在 z 与 a 之 间 任 意 变 动 ) 不 很 大 , 则 
5CF(a)) 一 上 记 人 [ao) + (1.3.2) 


例 1.3.5 设 JF(z)=sinr,a 一 45",8 一 90",8a 一 0. 1"， 
38 一 0. 2”. 由 于 


矿 (a) 一 cosa 一 近 ， 矿 (8) =0， 大 (B) = 一 sing = 一 1， 
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所 以 ,在 把 ic 与 88 化 为 弧度 后 有 
1 和 一 风 FL_ > 加 
8(sina) 六 | cosa | 8a 一 2 X0.1Xji 和 之 1.2X10 


5 国医: | :| 虐 SS _ 
8(Csinp) 3 (8p) 于 X (0.2X 各 ) 6.1X107， 


多 元 函数 值 的 误差 界 可 用 多 元 函数 的 泰勒 公式 得 到 : 
al Fai ,az ,wyan)) 2 号 | 


Di 
如 果 一 阶 偏 导 数 绝对 值 都 很 小 或 等 于 零 , 则 要 利用 高 阶 项 ,其 
一 般 描 述 与 一 元 函数 类 似 . 
例 1.3.6 设 FGrz,y)=zya 和 5 分别 是 zx 和》 的 近似 
值 , 则 





8ai. (1.3.3) 


8(Cf(a,b))s| F(a,p) | sa 十 | fa,o) | 32 
一 |b|sa 十 | al180. 


1.3.3 误差 分 析 方法 


误差 分 析 是 指数 值 计 算 中 售 人 误差 的 分 研 , 它 是 一 个 重要 而 
复杂 的 问题 ,前面 讨 论 的 不 精确 数据 运算 结果 的 误差 界 只 能 适用 
于 运算 次 数 少 的 简单 情形 . 对 于 工程 与 科学 计算 ,由 于 运算 次 数 往 
往 以 千 万 计 , 且 原始 数据 有 误差 ,每 步 运算 会 产生 新 的 舍 人 误差 并 
传播 前 面 各 数据 的 误差 ,每 步 误差 有 正 有 负 ,都 按 其 上 界 估计 是 不 
合理 的 ,所 以 按 步 分 析 是 办 不 到 的 . 如 何 解决 这 个 问题 目前 尚 无 有 
效 理论 .已 提出 的 误差 分 析 方法 有 以 下 几 种 : 

向 前 误差 分 析 法 与 向 后 误差 分 析 法 是 分 析 算法 伟人 误差 积 累 
(不 涉及 截断 误差 ) 的 两 种 不 同方 法 . 假设 所 讨论 的 算法 由 若干 公 
式 表 达 , 某 个 新 的 量 zx 由 已 知 量 (前 面 已 算出 的 量 或 原始 数据 )ci ， 
az an 的 某 个 公式 定义 ,写成 


2 &(Cal 7Q2 Ge) 


工 从 al,az,…*a 经 过 基本 的 算术 运算 得 出 . 因为 计算 中 产生 售 
人 误差 ,实际 计算 值 记 作 zn( 用 全 表示 是 由 计算 机 浮 点 计算 得 到 
的 ), 它 与 精确 值 zx 不 同 . 向 前 误差 分 析 (forward error analysis) 是 
对 每 一 步 计算 找 出 售 人 误差 界 , 随 计算 过 程 逐步 向 前 分 析 , 直 至 估 
计 出 最 后 结果 的 含 人 误差 1z 一 z| 的 界 . 向 后 误差 分 析 (backward 
error analysis) 则 是 把 伟人 误差 与 导出 zi 的 已 知 量 cl ,ay ,…，a， 
的 某 种 摄 动 (误差 ) 等 价 起 来 , 即 对 每 个 a; 引进 某 个 摄 动量 e,, 使 
得 精确 地 成 立 
za 一 g&(ai 十 elyaz 十 eahwweyas 十 e)， 

并 推出 这 些 s; 的 界 ( 并 非 要 得 出 e 的 具体 值 ,e; 不 是 惟一 的 ) , 然 
后 利用 摄 动 理论 估 计 最 后 的 伟人 误差 界 . 向 后 误差 分 析 法 是 一 种 
先 验 估计 法 ,特别 在 数值 线 代 数 (矩阵 运算 ) 的 误差 研究 中 有 比较 
系统 的 应 用 ,取得 了 较 大 的 进展 . 相 比 之 下 ,向 前 误差 分 析 法 只 能 
应 用 于 十 分 简单 的 情形 . 

区 和 间 分 析 法 是 出 现 不 久 的 一 种 研究 误差 的 方法 , 它 主要 利用 
区 间 分 析 这 一 数学 新 分 支 中 的 区 间 运 算 理 论 . 设 zx,y 是 准确 值 ， 
%'8 是 相应 的 近似 值 , 且 已 知 绝对 误差 界 fc,88, 则 能 确定 z,y 的 
所 在 区 间 

ca 一 ac 入 z 入 "十 ae， 有 8 一 586 过 zz 过 8 十 3p， 
或 者 写成 
zeE [ae 一 Sa 十 jia，yE [8 一 88,8 十 8 由， 

这 样 , 利 用 zyy 的 所 在 区 间 ,按照 区 间 分 析 中 的 区 间 运 算 , 能 够 得 
出 与 ?之 间 各 神 运 算 的 精确 结果 的 所 在 区 间 , 并 白 这 个 区 间 给 
出 实际 运算 结果 的 误差 估计 ,实际 运算 自然 是 在 w 与 8 之 间 进 行 
的 . 这 就 是 区 间 分 析 法 的 基本 思想 . 

前 面 提供 的 关于 不 精确 数据 运算 结果 的 误差 界 ,及 含 人 误差 
分 析 引 出 的 误差 界 , 通 常 远 远大 于 实际 的 误差 . 实际 上 误差 分 布 有 
随机 性 ,不 会 经 常 地 达到 上 界 . 因此 ,利用 概率 和 统计 方法 ,将 数据 
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和 运算 中 的 误差 视 为 适合 某 种 分 布 的 随机 变量 ,然后 确定 计算 结 
果 的 误差 分 布 , 并 用 它 代替 绝对 误差 界 , 常 常 可 使 误差 估计 更 接近 
实际 ,这 种 误差 分 布 称 为 概率 界 , 这 种 分 析 方 法 就 是 概率 分 析 法 . 

这 些 方法 在 实际 误差 估计 中 都 不 太 可 行 , 因 此 在 数值 计算 中 
通常 更 着 重 误差 的 定性 分 析 , 即 研究 数值 算法 的 数值 稳定 性 和 数 
值 问题 本 身 是 否 病态 ,以 及 数值 运算 中 避免 误差 危害 的 原则 ,而 不 
具体 估计 舍 人 误差 界 . 


1.4 误差 的 定性 分 析 与 运算 原则 


1.4.1 算法 的 数值 稳定 性 


定义 1.4.1 一 个 算法 如 果 输 入 数据 有 误差 ,而 计算 过 程 中 
伟人 误差 不 增长 , 则 称 此 算法 是 数值 稳定 的 ,否则 算法 称 为 不 稳 
定 的 . 


例 1.4.2 计算 积分 y% 一 上 二 dz (an 一 0,1，…,8) 可 利用 


1 
递 推 公式 % 十 5y -= 工 , 其 中 一 | dz 一 im 全. 


o 立 十 5 
解 ”利用 递 推 公式 
和 一 圭一 5 Oo 一 08)， (1.4.1) 


计算 ,车 算 到 小 数 点 后 3 位 ,由 于 初始 值 mw 一 In 与 0 182 一 叉 ， 
用 疯 近似 w%, 误 差 为 ee 王 m 一 训 ,由 式 (1.4.1) 得 


训 三 圭一 57.-， (二 三 2，…,8)， (1.4.2) 


计算 结果 见 表 1. 1, 表 中 yw 是 误差 小 于 斑 X10 的 积分 近似 值 ， 


从 表 中 看 到 允 的 误差 很 大 ,在 x=4 就 已 完全 失真 ,因为 y>0， 
。11 。 


而 浆 天 0, 显然 不 对 . 这 里 计算 公式 是 正确 的 ,只 是 因为 初始 近似 
多 有 误差 @, 而 |e|=1y 一 交 |<< 寺 X10-, 令 居 一 % 一 六 ,由 
式 (1. 4.1) 减 式 (1.4. 2) 得 
en 一 一 5e-l 一 … 一 (一 5)eo， |e | 二 5" |eo |. 
它 表 明 误 差 增 长 很 快 , 故 算 法 (1.4. 1) 是 不 稳定 的 . 
表 1.1 积分 与 近似 值 ?。 与 了 ,比较 










































公 

0 0. 182322 0. 182 

1 0. 088392 0. 090 0.088 
2 0. 058039 0.050 0.058 
3 0.043139 0.083 0. 043 
人 0. 034306 一 0. 165 0. 034 
5 0. 028468 1.025 0.028 
6 0.024325 一 4.958 0. 025 
邓 0. 021231 24. 933 0.021 
8 0.018846 一 124. 540 0. 019 





若 将 公式 (1. 4. 1) 改 写 为 
全 < 有 
oo = 也 (5 oO 一 87,61D)， (1.4.3) 


取 死 一 0. 019, 一 | 加 一 殉 |< 去 X10-:, 由 式 (1.4.3) 计 算出 
态 -! = 辣 (过 -六 )Co=8,7,…,D, 结 果 见 表 起 1, 此 时 E,-， = 一 二， 
Et= (一 D( 寺 ) , 误 差 是 逐步 递 碱 的 . 故 用 算法 (1. 4.3) 计 算 
是 数值 稳定 的 . 在 数值 计算 中 数值 不 稳定 的 算法 是 不 能 使 用 的 . 
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1.4.2 病态 问题 与 条 件数 


数值 稳定 性 是 针对 算法 而 言 , 对 数值 问题 本 身 如 果 输 入 数据 
有 微小 变动 引起 输出 数据 ( 即 问题 的 解 ) 很 大 扰动 (误差 ), 就 是 病 
态 问题 , 它 是 数学 问题 本 身 决 定 的 ,与 数值 问题 算法 无 关 . 
例 1.4.3 求 方程 组 |z ?一 1 的 解 . 
az 十 y 一 0 


解 当 a=1 时 ,系数 矩阵 奇异 , 解 不 存在 . 当头 1 时 解 为 
z= 王 二 ,> 一 记 乞 . 若 输入 数据 有 误差 , 且 “1, 则 解 的 误差 


很 大 .例如 =0. 99 时 的 解 工 =5C. 25, 若 wc 有 误差 0. 001, 即 
6 一 0.991, 则 解 F<<55. 81, 解 误差 过 一 zs5. 56. 所 以 在 此 例 中 若 
asz1 则 问题 是 病态 的 . 它 与 选用 何 种 求解 方法 无 关 ， 

如 何 判断 问题 是 否 病态 呢 ? 通常 可 用 条 件数 衡量 (关于 解 线 
性 方程 组 的 条 件数 将 在 第 6 章 介 绍 ). 这 里 只 以 计算 函数 FCz) 的 
值 为 例 给 出 条 件数 定义 : 

工 , 一 cond(CJCz)) 

全 二 和 六 人 ( 工 ) /和 | 





el (1.4.4) 


它 是 计算 函数 /(z) 的 相对 误差 | 扩 z 十 人 2 于 | 与 = 相对 误 
差 之 比 的 极限 .根据 定义 相对 误差 越 大 条 件数 C, 也 越 大 ,病态 越 
严重 ,通常 C, 交 1 就 认为 问题 病态 . 在 此 例 中 一 1 二 是 " 的 函 





数 ,利用 式 (1. 4. 4) 的 结果 ,由 于 za) 一 一 Tar , 故 Cy 一 


az'(a) 
Z(a) 











= 2，. 当 a=0.99 时 C,w100, 故 问题 是 病态 的 . 
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1.4.3 数值 运算 的 简单 原则 


为 了 减少 数值 运算 中 的 含 人 误差 ,应 注意 避免 误差 危害 ,通常 
可 采用 以 下 简单 原则 . 

(1) 注意 运算 次 序 

在 计算 机 中 ,由 于 字 长 的 限制 , (ae 十 b) 十 c 可 能 不 等 于 a 十 
(十 c), 因 为 两 者 的 伟人 误差 可 能 不 同 . 例如 ,以 限制 取 两 位 十 进 
制 数 为 例 ,(10!X0. 19 十 10-:X0.43) 十 10-1X0.47 的 两 位 近似 
值 为 10 X0. 19, 舍 人 误差 为 10-1X0. 90; 而 101X0. 19 十 (1021 X 
0. 43 十 10- X0.47) 的 两 位 近似 值 为 10! X0. 20, 舍 人 误 差 为 10-: X 
0. 10. 由 此 例 可 以 看 出 一 个 简单 原则 : 在 多 个 数 求 和 时 ,如 果 被 加 
数 的 绝对 值 之 间 差 异 较 大 , 且 包 含 许 多 绝对 值 较 小 的 数 , 则 应 按 绝 
对 值 从 小 到 大 的 次 序 相 加 . 

例 1.4.4 在 4 位 十 进 制 的 限制 下 ,计算 

A=1000 十 3 十 2 十 … 十 Sooo， 

其 中 0. 1 委 6 委 0.4,i 一 1,2, ,1000， 

解 ”如 果 自 左 到 右 相 加 , 则 每 个 8; 被 1000“ 吃 掉 ”,4 的 4 位 
近似 值 为 1000; 如 果 先 把 所 有 人 加 起 来 再 加 1000, 则 

1100= 1000 十 0. 1 X 1000 
和 4 科 1000 十 0.4X1000 
一 1400， 

(2) 尽量 避免 相近 数 相 减 

相近 数 相 减 会 使 有 效 数 字 大 量 丢失 ,如 有 可 能 应 尽量 避免 . 主 
要 是 在 构造 具体 算法 时 要 周密 地 考虑 ,防止 产生 这 样 的 情况 ， 


例 1.4.5 二 次 方程 zz 十 pz 十 c=0 根 的 公式 的 通常 形式 为 
_ 二 0 十 v 氏 一 4ac 肥 _ 一 0 一 V 殉 二 4ac 
2a ” 2 2a 


立 ! 


当 遇 到 多 六 41ac| 的 情形 时 ,有 10| =: V 丈 一 425, 用 上 述 公 式 求 出 
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en 


的 两 个 根 中 ,总 有 一 个 因 相近 数 相 减 而 严重 不 可 靠 . 为 了 求 得 可 靠 

的 结果 ,鉴于 zizz=c/a, 在 计算 机 上 采用 如 下 算法 : 

呈 一 一 sgn(D)V 好 一 4ac C 
2a 有 


QZr1 





1 


全 


这 里 的 z 与 上 面 的 zi, 当 0<0 时 是 相同 的 . 这 个 公式 避免 了 相 
近 数 相 减 的 可 能 性 . 
例 1.4.6 计算 A=1 一 cos2"( 用 四 位 数学 用 表 )， 
解 ” 由 于 cos2" 一 0. 9994( 四 位 有 效 数 字 ) ,直接 计算 有 
A 二 1 一 cos2" 一 1 一 0.9994 = 0.0006， 


只 有 一 位 有 效 数 字 , 若 利用 1 一 cosz 一 2sin' , 则 A 一 1 一 cos2 "一 


2(sin1*): 王 2(0. 0175): 一 6.13X10-:, 具 有 三 位 有 效 数 字 . 此 例 表 
明 通 过 改变 计算 公式 可 避免 或 减少 有 效 数 字 的 损失 ， 
(3) 避免 被 除数 绝对 值 远 远大 于 除数 绝对 值 的 除法 
绝对 值 大 的 数 被 绝对 值 小 的 数 除 ,伟人 误差 界 要 比 相反 的 情 
形 大 ,有 时 会 给 计算 结果 带 来 严重 的 影响 . 
例 1.4.7 求解 二 元 线性 方程 组 
0. 0001z 十 zz 一 1， 
zl 十 Z 一 2. 
解 ” 此 方程 组 的 精确 解 为 


一 10000， ， -9998 
9999 ” “9999" 


下 面 在 3 位 十 进 制 的 限制 下 用 消去 法 求解 ,上 述 方程 组 应 改写 成 
10-: X 0. 100z; 十 10: X 0.100zx;* = 10: X 0. 100， 
二 X0. 100zi 十 10!: X 0. 100zs 一 10! X 0. 200. 
若 利 用 第 一 个 方程 消去 第 二 个 方程 中 含 zx, 的 项 ,将 第 二 个 方 
程 减 去 第 一 个 方程 的 (10-: X0.100)-:!: 倍 , 则 出 现 大 数 被 小 数 除 的 
情形 ,得 到 
*。， 15 。 


一 105 X 0. 100z; 一 一 105 X 0. 100. 
由 此 解 出 
zl 一 0( 失 去 近似 意义 )， zs = 10: X 0. 100. 
若 反 过 来 用 第 二 个 方程 消去 第 一 个 方程 中 含 zi 的 项 , 则 避免 
出 现 大 数 被 小 数 除 的 情形 ,得 到 
10: X 0. 100z; = 10! X 0. 100， 
人 X 0. 100z; 十 10! X 0. 100z; = 一 10! X 0. 200. 
由 此 得 出 相当 好 的 近似 解 
2 一 冶 一 10X0.100。 
(4) 简化 计算 步骤 
每 次 算术 运算 都 可 能 产生 伟人 误差 ,因此 ,如 能 通过 算法 的 改 
进 减少 运算 次 数 , 特 别 是 减少 乘除 法 的 运算 次 数 , 则 含 人 误差 的 积 
累 一 般 可 能 下 降 ,还 能 节省 计算 机 的 执行 时 间 . 
算法 是 通过 在 具体 执行 上 没有 任何 随意 性 的 表达 式 来 描述 的 
计算 过 程 ,因此 不 是 企 何 一 个 表达 式 都 确定 一 个 算法 . 
例 1.4.8 求 多 项 式 
忆 .(z) 一 arz" 十 aiz 十 … 十 aiz 十 an 


的 X 0. 100zi: 十 10! X0. 100zxs = 一 10! X 0. 100， 


的 值 . 

解 ”多 项 式 是 一 个 表达 式 , 但 由 它 导 出 结果 的 过 程 有 很 大 的 
随意 性 , 它 不 是 一 个 算法 而 是 一 个 计算 问题 . 若 直接 计算 oktz* 再 
逐 项 相 加 , 则 确定 一 种 算法 : 


4 一 ao， 
| 一 atz4 《(& 一 1,2,…，7)， 
P,(z) 一 A, 十 4 十 … 十 A，,，. 
这 个 算法 有 明显 的 缺点 ,比如 z 的 宕 的 重复 计算 , 它 共 需 做 


[本 2 十. 光一 2 十 1 
2 


次 乘法 和 ) 次 加 法 . 
若 用 著名 的 秦 九 疮 算法 或 称 Horner 算法 


SS 一 an 
Si 一 TSul 十 ax (有 一 一 1,…2,1,0) (1.4.5) 
了 .(z) 一 So 


求 P.(z) 的 值 只 需 做 ?次 乘法 和 ? 次 加 法 . 


2 


例 1.4.9 三 = 十 X2, 在 4 位 十 进 制 的 限制 下 , 半 的 近似 值 


为 10"X0. 6667, 舍 人 误差 为 10-4X0.44…# 于 X2 比 写 多 一 次 运 
算 , 近 似 值 为 10" X0. 6666, 舍 人 误 善 为 10 一 X0.66… 


1.5 ”并行 算法 及 其 基本 概念 


1.5.1 并 行 算法 及 其 分 类 


传统 的 数值 计算 方法 是 只 有 一 个 进程 的 算法 , 称 为 串 行 算法 . 
它 适 合 串 行 计算 机 ,其 特点 是 每 一 时 刻 按 一 条 指令 加 工 处 理 一 个 
或 一 对 数据 ,这 类 计算 机 称 为 单 指令 流 单数 据 流 系统 ,简称 SISD 
(single instruction stream singje data stream) 型 ,并 行 计 算 机 和 与 
此 不 同 , 它 每 一 时 刻 可 按 多 条 指令 处 理 多 个 数据 ,必须 包含 两 个 以 
上 处 理 机 .面向 并 行 计算 机 具有 两 个 以 上 进程 的 算法 称 为 并 行 算 
法 (parallel algorithms). 

例 1.5.1 求 N 个 数 alyaz,， an 的 和 


w 
解 “一 个 进程 的 囊 行 算法 是 累加 算法 


5 一 aa， 3 一 SI 十 at，& 一 2 


按 指令 流 是 单个 还 是 多 个 ,并 行 算法 可 分 为 两 大 类 : SIMD 
算法 与 MIMD 算法 . 

SIMD 算法 的 基本 特征 是 : 

(1) & 个 进程 由 一 个 指令 流 控制 ,一 个 并 行 步 仅 由 一 条 指令 
控制 , 故 每 个 并 行 步 所 含 的 操作 必须 完全 相同 . 

(2) 允许 并 行 步 中 操作 的 个 数 在 2 至 & 之 间 有 任意 性 , 且 有 
含 & 个 操作 的 并 行 步 . 

(3) 能 在 一 个 具有 个 处 理 机 的 SIMD 系统 中 实现 . 

例 1.5.2 给 出 的 扇 人 加 法 就 是 SIMD 算法 . 

MIMD 算法 的 基本 特征 是 : 

(1) 个 进程 由 & 个 指令 流 控制 , 故 每 个 并 行 步 所 含 各 操作 可 
两 两 相 异 ,而 且 存 在 包含 不 同 操作 的 并 行 步 . 

(2) 同 SIMD 算法 的 特征 (2). 

(3) 能 在 一 个 具有 个 处 理 机 的 MIMD 系统 中 实现 ， 

按照 进程 之 间 是 否 需 要 同步 也 可 将 并 行 算法 分 为 同步 算法 与 
异步 算法 ， 

同步 算法 ”是 指 在 上 个 进程 的 算法 中 有 些 进程 的 若干 算法 必 
须 在 另 一 些 进 程 的 某 些 算法 之 后 执行 ,为 此 有 些 进程 可 能 出 现在 
计算 之 前 或 计算 之 间 的 等 待 阶段 . 同步 算法 可 在 一 个 具有 有 & 个 处 
理 机 的 SIMD 系统 或 MIMD 系统 中 实现 、 

异步 算法 & 个 进程 间 有 信息 联系 但 不 需 同 步 , 它 只 能 在 一 
个 具有 个 处 理 机 的 MIMD 系统 中 实现 . 因此 异步 算法 一 定 是 
MIMD 算法 .使 用 这 种 算法 时 各 次 执行 的 实际 过 程 可 能 互 不 重 
复 . 同步 算法 既 可 以 是 SIMD 算法 也 可 以 是 MIMD 算法 , 而 
SIMD 算法 一 定 是 同步 算法 ,进程 间 的 同步 通过 单 指令 流 的 控制 
来 保证 . 这 样 , 并 行 算法 可 分 为 三 类 ,SIMD 算法 ,同步 MIMD 算 
法 和 异步 算法 . 

例 1.5.3 对 F(z)=0 求 根 的 牛顿 (Newton) 法 


sn 一 5， 即 为 所 求 . 在 累加 过 程 中 所 给 和 数 逐 次 减 1, 显 然 它 不 适合 
于 并 行 计算 .图 1. 1 给 出 N=8 时 的 一 种 并 行 算 法 , 称 为 扇 入 加 
法 . 它 可 组 成 4 个 进程 已 ,P:,P;:,P. 
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1.1 扇 人 加 法 示意 图 


号 P2 Ps: P4 
《7 和 和 
a 筷 一 a 十 az aa 各 一 as 十 a4 as 一 a5 十 a6 ad4 一 GT 十 a8g 
2 (1) 《1) 
< 一 后 二 人 0 


5 一 af2) 十 af27 


在 有 4 个 处 理 机 的 并 行 系统 中 用 3 一 log:8 级 完成 8 个 数 求 
和 ,第 1 级 并 行 做 去 个 加 法 ,第 2 级 并 行 做 2 个 加 法 ,第 3 级 做 1 
个 加 法 . 

并 行 计 算 机 有 不 同类 型 ,用 一 个 控制 器 控制 多 个 处 理 机 ,每 一 
时 刻 都 执行 同一 指令 对 单个 或 一 对 数组 进行 同样 加 工 , 这 类 并 行 
机 称 为 单 指令 流 多 数据 流 系 统 . 简称 SIMD (single instruction 
stream multiple data stream) 型 . 另 一 类 并 行 机 由 多 个 控制 器 分 别 
控制 多 个 处 理 机 . 各 处 理 机 在 自己 的 指令 控制 下 处 理 自己 的 数据 
流 , 称 为 多 指令 流 多 数据 流 系 统 ,简称 MIMD (multiple 
instruction stream multiple data stream) 型 . 
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矿 (5) 一 tt 


图 1.3 异步 算法 示意 图 


六 (6) 一 引 


其 一 般 关 系 如 下 : 
ztHl 一 妇 一 Crz)VPz) (ER 一 0 1 <). 
《2 
当 &A~~co 时 j 一 cc, 这 与 传统 牛顿 法 (1. 5. 1) 不 同 . 它 是 一 种 混乱 和 迭 
代 , 其 收 伍 性 要 另外 证 明 . 由 于 计算 广 (z) 比 jCz) 更 费时 间 , 所 
以 ,只 要 产 (zi) 计 算出 新 值 就 用 于 和 迭代 ,由 于 异步 算法 不 用 等 待 ， 
故 更 节省 时 间 ， 


1.5.2 并 行 算法 基本 概念 及 设计 原则 


评价 和 分 析 并 行 算法 ,主要 应 关注 它 的 计算 复杂 性 , 即 算法 的 
运行 时 间 ( 时 间 复 杂 性 ) 与 所 提供 的 处 理 机 个 数 (空间 复杂 性 ). 并 
行 处 理 的 基本 思想 是 增加 处 理 机 个 数 来 换取 运算 时 间 的 节省 . 为 
评价 并 行 算法 需 引 进 一 些 基本 概念 . 

定义 1.5.4 一 个 算法 的 并 行 度 是 指 算法 中 能 用 一 个 运算 步 
(并 行 ) 完 成 的 运算 个 数 , 假 设 算法 总 运算 个 数 为 ~, 用 个 运算 步 


完成 , 则 一 称 为 平均 并 行 度 . 


如 例 1. 5. 1 中 N 个 数 求 和 , 若 用 串 行 算 法 需要 N 一 1 个 加 法 
步 ,每 步 一 个 加 法 ,并 行 度 为 1, 总 运算 个 数 为 N 一 1, 平 均 并 行 度 


为 驴 二 = 1 如 果 用 鹿 人 加 法 ,对 N 一 2" 个 数 求 和 ,有 n 一 log:N 
2 


个 加 法 步 ,并行 性 由 高 到 低 分 布 ,逐步 减 半 . 运算 个 数 一 今 十 
安 十 … 十 1 一 2" 一 1, 运 算 步 数 * 一 n 一 log:N, 平 均 并 行 度 为 
3 一 1 工 ( MV ) 
log: N log: 和 六 
N 个 数 求 和 的 N 一 1 个 加 法 不 能 用 一 个 并 行 步 完成 , 即 不 能 以 
N 一 为 并 行 度 ,但 用 户 人 加 法 可 把 并 行 度 降 为 记忆 
并 行 度 和 平均 并 行 度 是 算法 内 在 并 行 性 的 一 种 度量 ,不 依 天 
于 并 行 系统 中 处 理 机 的 个 数 , 当 然 并 行 机 的 个 数 会 影响 完成 计算 
所 需 时 间 . 
处 理 机 的 个 数 充分 多 时 的 最 少 运行 时 间 称 为 算法 的 时 间 界 ， 
而 算法 的 运行 时 间 达 到 时 间 界 时 需要 提供 的 处 理 机 个 数 , 称 作 处 
理 机 个 数 界 . 上 述 N 个 数 求 和 的 时 间 界 为 了 一 log: N, 而 处 理 机 个 


数 界 为 . 


考察 请 台 处 理 机 组 成 的 并 行 系统 ,假定 每 个 处 理 机 的 算术 运 
算 的 操作 时 间 相 同 , 可 引进 加 速 比 和 效率 的 定义 作为 并 行 化 的 
度量 . 

定义 1.5.5 设 也 为 串 行 算法 在 单 处 理 机 上 运行 时 间 ,T， 
为 并 行 算 法 在 个 处 理 机 系统 上 的 运行 时 间 , 则 一 个 算法 的 加 速 
比 定义 为 


导 交 


号 
声 
了 


该 算法 的 效率 为 
一 乞 
户 思 
加 速 比 和 效率 是 评价 并 行 算法 的 重要 指标 ,研究 并 行 算法 的 
目标 是 达到 尽 可 能 大 的 加 速 比 ,理想 上 ww 一 刀 , 这 时 并 行 效率 达到 
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JCze) (一 0,1，…)， (1.5.1) 


ThH 一 < ”PCz 
分 别 设 计 两 个 进程 的 同步 及 异步 算法 ， 
解 同步 算法 : 可 将 每 次 选 代 分 成 三 个 计算 元 ,分 别 计算 


FozD) 一 六 ,Pr 一 及 ,一 冯 一 zi 及 检验 精度 . 将 计算 分 为 


两 个 进程 P, 及 P, ,假定 计算 广 (zt) 的 时 间 比 计算 F(zt) 时 间 长 ， 
则 两 个 进程 或 其 中 一 个 必 出 现 等 待 继续 计算 所 需 数据 的 情况 ， 
图 1. 2 给 出 两 种 同步 MIMD 算法 示意 图 ， 


P: 


忆 
路 .加 衣 六 到 
检验 精度 


PP 也 z 
人 


ZI 一 万 /7 一 12 
二 
(a) 


图 1.2 MIMD 算法 示意 图 











(b) 





异步 算法 ,可 引进 3 个 公用 变量 ,e, 分 别 表 示 FCz)， 
PCz) 及 工 在 计算 中 的 当前 值 , 仍 假定 计算 广 (z) 比 计算 F(z) 更 
费时 间 . 图 1. 3 给 出 两 个 进程 的 异步 算法 ,进程 P, 更 新 避 与 避 ， 
且 检 验 根 的 近似 值 是 否 满足 精度 要 求 , 进 程 P, 更 新 已 , 假 定 变 量 
初 值 二 一 0, 帮 一 c 天 0, 力 一 zo ,前 三 个 近似 值 为 
Zi 一 zo 一 j(zo)Vc， 
zz 一 ZI 一 (zi)V/ 庆 (zo)， 
ma 一 了 一 zs)/PCzi). 
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正 " 王 1, 但 一 般 不 可 能 达到 理想 的 加 速 比 一刀, 这 是 因为 ， 

(1) 算法 缺乏 必要 的 并 行 度 ; 

(2) 在 并 行 系统 上 没有 达到 完全 的 负荷 均衡 ; 

(3) 通信 存储 争 用 及 同步 时 间 延 迟 等 . 

设计 并 行 算法 使 其 加 速 比 尽 可 能 大 ,一 个 重要 原则 是 “分 而 治 
之 ”, 其 基本 思想 是 把 问题 依次 划分 为 可 以 独立 完成 的 较 小 问题 ， 
将 规模 逐次 减 半 的 二 分 技术 就 是 并 行 算法 设计 的 一 种 基本 技术 ， 
例 1.5. 1 给 出 的 求 和 的 扇 人 加 法 就 是 一 种 二 分 技术 . 用 二 分 技术 
可 将 很 多 在 串 行 机 上 传统 的 串 行 算法 改造 成 适合 并 行 计 算 的 算 
法 ,如 和 矩阵 计算 及 解 方程 组 的 直接 方法 . 在 选 代 法 中 有 些 本 身 具 有 
直接 的 并 行 性 ,如 解 方程 组 的 雅 可 比 (Jacobi) 迭 代 法 . 还 有 些 和 迭代 
法 经 过 重新 排序 也 可 改造 成 适合 并 行 的 算法 ,异步 算法 的 混乱 选 
代 法 是 并 行 算法 最 富有 特色 的 组 成 部 分 之 一 ,混乱 迭代 不 是 传统 
意义 的 迭代 法 ,在 理论 上 必须 做 收敛 性 与 收敛 速度 的 分 析 . 

根据 并 行 算法 特点 设计 具有 新 思想 的 新 算法 是 近 20 年 并 行 
算法 发 展 更 值得 重视 的 方向 , 它 的 出 发 点 仍然 是 “分 而 治之 ”的 原 
理 , 符 合 此 原理 的 区 域 . 算 子 、 系统 的 分 裂 方法 和 技术 是 设计 和 实 
现 并 行 处 理 的 重要 手段 . 如 解 线性 与 非 线性 方程 组 的 多 分 裂 方 法 ， 
解 偏 微分 方程 的 区 域 分 解法 ( 即 DDM 方法 ) ,都 属于 此 类 . 由 于 这 
些 方 法 减 小 了 求解 方程 组 的 规模 ,使 计算 时 间 大 为 减少 ,因此 实际 
效率 大 为 提高 . 
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2 持 值 法 


2.1 引言 


2.1.1 插值 的 意义 


函数 插值 的 提出 源 于 关于 函数 的 两 方面 问题 . 一 方面 ,在 实际 
问题 中 出 现 的 函数 , 常 有 赖 于 实验 和 观察 ,虽然 可 能 在 某 个 区 间 上 
有 定义 , 却 没有 明确 的 表达 式 , 而 只 能 得 到 区 间 内 一 些 离散 点 上 的 
值 ,因此 希望 对 这 样 的 函数 能 用 简单 表达 式 近似 地 给 出 整体 上 的 
描述 ,并 能 与 已 知 的 离散 点 上 的 值 相符 . 另 一 方面 ,函数 有 明确 的 
表达 式 , 但 只 要 不 是 (分 段 ) 有 理 函 数 , 便 不 易 计 算 和 使 用 ,这 样 ,也 
需要 用 简单 的 函数 提供 一 个 好 的 逼近 . 

在 搬 值 的 研究 工作 中 ,对 用 于 逼近 的 简单 函数 的 类 型 有 不 同 
的 选取 . 多 项 式 或 分 段 多 项 式 最 便于 计算 和 使 用 ,因而 最 引 人 注 
目 . 特别 是 计算 机 出 现 后 ,人 们 的 注意 力 更 集中 在 利用 多 项 式 的 插 
值 方面 ,这 是 因为 计算 公式 相对 地 易于 描述 和 进行 程序 设计 ,其 误 
差分 析 也 比较 简单 . 插值 还 是 建立 适用 于 计算 机 的 许多 其 他 算法 

.的 一 个 基本 工具 . 


2.1.2 播 值 问题 的 提 法 


设 了 是 区 间 {fa, 扫 上 的 一 个 实 函 数 , 且 已 知 离散 数据 
《Ziyy)s yi 一 zi) (G 一 0,1…m)， 
其 中 zoyzi，…yzw 是 La,b] 上 的 2 十 1 个 相 异 的 实数 , 即 < 委 z 一 
ZI 一 …<Zs0. 
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捅 值 问题 最 基本 的 提 法 是 : 寻求 一 个 次 数 尽 可 能 低 的 多 项 式 

力 , 满 足 条 件 

力 (zi) 一 (一 0, 1 72). 《2. 1. 1) 
从 几何 上 看 ,就 是 寻求 一 个 最 低 次 的 多 项 式 ,其 几何 曲线 通过 给 定 
的 -m 十 1 个 点 (ziyy)(G 一 0, 1 7). 

如 果 所 说 的 多 项 式 户 存在 ,并 用 它 近 似 函 数 jz 与 上 有 7 十 1 
个 相同 的 值 ), 则 称 了 为 了 的 播 值 多 项 式 (interpolation 
polynomial) ,zu, zl, …，*zw 称 为 插值 节点 或 简称 节点 (node)， 
[a , 妆 称 为 插值 区 间 ,条 件 (2. 1. 1) 称 为 插值 条 件 ,y 称 为 被 插 函 数 
(interpolated function). 

插值 问题 有 进一步 的 提 法 . 一 种 提 法 是 寻求 满足 插值 条 
件 (2. 1.1) 的 分 段 多 项 式 ; 另 一 种 提 法 是 插值 条 件 中 增加 在 某 些 
节点 上 的 导数 值 的 条 件 , 寻 求 相 应 的 多 项 式 . 

更 一 般 的 插值 问题 是 寻求 一 个 函数 , 形 如 

9p(Cz) 一 aogpo(z) 十 aipa(z) 十 … 十 aagn(CZ)，《〈2.1.2) 
其 中 ao ,al，… an 为 待定 参量 ,wm DPI ”Dr 是 [ca,o 上 ?十 1 个 线 
性 无 关 的 连续 函数 ,使 P(z) 满 足 条 件 ， 
p(zi) 一 洲 GE 一 0,1，n)， (2.1.3) 
则 称 wp(z) 为 插值 函数 . 当 w,(z) 是 代数 多 项 式 时 , 求 92(Zz) 仍 然 是 
多 项 式 插 值 . 当 wp(z) 是 有 理 函 数 时 称 为 有 理 插值 , 当 9(z) 为 三 角 
函数 时 称 为 三 角 插 值 . 

持 值 法 是 一 个 古老 的 课题 . 早 在 公元 6 世纪 ,我 国 刘 壕 已 将 等 
距 二 次 插值 应 用 于 天 文 计算 . 17 世纪 ,牛顿 和 格雷 哥 里 (Gregory) 
建立 了 等 距 节 点 上 的 一 般 捅 值 公式 . 18 世纪 , 拉 格 朗 上 日 
(Lagrange) 给 出 了 更 一 般 的 非 等 距 节点 上 的 捅 值 公 式 ， 由 于 应 用 
上 和 理论 上 的 需要 , 近 几 十 年 来 ,插值 法 仍 不 断 有 新 的 发 展 . 特别 
是 利用 样 条 函数 的 插值 ,已 在 精密 机 械 加 工 , 计 算 机 图 形 学 等 领域 
有 广泛 应 用 ， 
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2.1.3 插值 多 项 式 的 存在 惟一 性 


定理 2.1.1 存在 惟一 的 .次 数 不 超 过 的 多 项 式 刀 ,满足 插 
值 条 件 (zi) 一 一 0，1，…7. 
此 定理 有 不 同 的 证 法 . 可 通过 构造 多 项 式 证 明 存在 性 ,利用 多 
项 式 的 次 数 与 根 的 个 数 的 关系 证 明 惟 一 性 ,也 可 假设 
户 (z) 一 az 十 aizl 十 … 十 az 二 ao， (2.1.4》 
且 满 足 插 值 条 件 , 即 
az 十 an-izi 十 … 十 azi 十 ao 一 太 (Ci 一 0,1， 1)， 
《2. 1.5) 
这 是 关于 oo ,ai,…，,aw 的 线性 代数 方程 组 , 因 系 数 行列 式 不 为 零 ， 
故 有 惟一 解 .从 而 刀 存 在 且 惟 一 . 
捕 值 问题 的 关键 ,是 怎样 具体 去 求 插值 多 项 式 . 求 插值 多 项 式 
的 方法 称 为 插值 法 (method of interpolation). 
利用 解 方程 组 (2. 1. 5) 去 建立 形 如 式 (2. 1.4) 的 插值 多 项 式 ， 
计算 量 大 ,有 时 还 会 对 精度 有 较 大 的 影响 ,因而 是 不 可 取 的 . 播 值 
法 是 一 些 比较 方便 的 方法 ,它们 对 插值 多 项 式 的 形式 作 了 各 种 特 
殊 的 选取 ,以 便 较 容易 地 去 具体 确定 . 


2.2 拉 格 朗 日 插值 


2.2.1 基 函 数 


考虑 最 简单 的 插值 问题 : 设 离散 数据 为 {(zi,8a ))_。, 这 里 ; 
是 一 个 非 负 整数 ,0 委 ;i 委 m,8a 是 克 罗 内 克 (Kronecker) 符 号 
辐 交 有 三 玫 本 
0 
求 插值 多 项 式 , 记 这 个 多 项 式 为 /,. 
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Da 《2. 2.1) 


由 于 多 项 式 /: 必须 满足 
lz 一 Su (一 0,1,…72)， (2. 2. 2) 
即 zo,…z-iyzx+i…yzne 是/ 的 根 , 因 此 可 取 如 下 形式 : 
2i(z) 一 QZ 一 To)…( 工 一 TFI1)( 工 一 ZHI)( 工 一 Ta)， 
而 且 从 条 件 4(Czi)=1 可 确定 出 系数 a, 最 后 得 出 


1 一 -人 一 瑟 )…( 人 一 1 人 一 zibo (一 Za) 
(zi 一 Zo) (Zi 一 ZI)CZi 一 Zir) (Zi 一 e) 


= 本 三 一 乏 . (2.2.3) 
J=0 Zi 一 Ji 


n 十 1 个 交 次 多 项 式 届 ,，, 称 为 多 项 式 插值 的 以 zo， 
ziy…yzn 为 节点 的 半 次 基 郴 数 (basis function). 
一 1 时 的 基 函 数 及 图 形 ( 见 图 2. 1) ， 


1(z) 一 并 一 Z， 0(z) 一 工 一 2 . (2. 2.4) 
| 和 


立 1 0 
m 一 2 时 的 基 函 数 及 图 形 ( 见 图 2. 2): 


(并 一 Zi)( 工 一 2z) 


一 《zo 一 Zi)(zo 一 Tz)” 

(zz 一 zo)(z 一 zz) 
如 (z) 一 三 二 2 (2. 2.5) 
1 (zxz) 一 《2 (一 


(za 一 2zo)(zs 一 工 ) 
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2.2.2 拉 格 朗 日 揪 值 多 项 式 


一 般 离散 数据 {(zi,y )}:-。 的 插值 多 项 式 L, 是 基 画 数 0， 
0 ,的 线性 组 合 : 
了 ,( 工 ) 一 六 yli(z) 
如 (并 一 zo)…( 并 一 ZI)(z 一 二 Hi) (并 一 了 ) 
性 疡 > 〔 工 


一 Zo)… (Zi 一 并 PICZi 一 工 He(CZI 一 ne) 


了 


(2. 2.6) 


显然 ,二 , 满足 插值 条 件 , 即 
了 L,(zi) 一 放 (一 0,1, 2)， 
工 , 称 为 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 . 记 
岁 -(z) 一 ITc- 
一 (Z 一 zo)(z 一 Zi)…( 并 一 Zu)， 《2. 2.7) 


于 是 式 (2. 2.6) 可 改写 成 


一 Ji 
工 (z) 一 册 h (CD) 记 sg 9T 


(天 一 民 一 0,1，…7)， (2.2.8) 
例 2.2.1 设 有 离散 数据 
〈1,0)，(2, 一 5),(3, 一 6),(4,3)， 
则 插值 多 项 式 为 


让 (一 2)(z 一 3)(z 一 4) 
CIES)Ci 一 1 人 十 


于 (Z 一 1)(z 一 3)(z 一 4) 
(一 5)X 人 TDC 一 5 一 人 十 


(Z 一 1)(z 一 2)(z 一 4) 
人 2X《3 三 T05 一 罗 63 一 全 十 
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(xz 一 1 一 2) 人 2 一 3) 
(4 一 1)(4 一 2)(4 一 3) 


一 2 一 4z2 十 3. 


3 基 


2.2.3 余 项 


设 在 区 间 [a,b] 上 用 插值 多 项 式 L, 通 近 函数 矿 , 节 点 zo， 
xiuE[a' ob, 旦 xz) 一 y%G 一 0,1, 2)， 则 其 截断 误差 RR， 
是 [La,o 上 的 数 : 

尺 ,(z) 一 jz) 一 工 ( 工 ). 

R 及 , 也 称 为 工 , 的 余 项 (remainder term). 这 时 ,有 下 面 的 余 项 
估计 定理 . 

定理 2.2.2 若 了 在 [a,pg] 上 存在 "十 1 阶 导 数 , 则 对 任何 
zE[a,b 有 

及 ,(z) 王 Fz) 一 工 , (Zr) 


_ Ferb (6) 
人 二 1T 双 wz)， 《2.2.9) 


其 中 E [ab] 且 依赖 于 工 ,W,+: 由 式 (2. 2.7) 定 义 . 

一 般 无 法 具体 确定 ,因此 式 (2. 2.9) 只 是 一 个 估计 式 . 如 果 
Feot0 在 [a, 拉 上 有 界 ( 或 连续 ), 即 存在 常数 M,+,>0( 连 续 时 可 取 
AM 一 ma 大 ”” (z)|) ,使 

| Fnz) | 生 M，VzeE[a,o]， 
则 有 余 项 估计 


LRCz) < TIWoa(z) |， (2.2.10) 


对 于 "= 1 的 情况 , 志 , 称 为 线性 插值 多 项 式 . 设 节点 z 一 zi， 
函数 三 在 区 间 [zo ,zi] 上 有 连续 二 阶 导数 ,xm 一 (zxo)，y 一 (zi ). 
在 [zs ,zi] 上 用 EL 各 近 也有 





。29 。 








Li(z) = 加工 一 2 十 yi 工 一 2 ， (2.2.11) 
1 立 0 


0 一 冤 1 
其 余 项 为 
Ri(z) 一 王 f"(9W:(z) 
一 到 7"(6)(z 一 za)(z 一 z)， GE [zoyzi]. 
由 于 1Ws(z)| 在 xz 一 翌 于 愤 达 最 大 值 ,可 得 余 项 的 一 个 界 
Rn | 二 |m( 王 二 二)| 


可 季 人 一， (2.2. 12) 
其 中 Ma: 一 ,max | .PCz)1.。 

若是 为 了 建立 插值 多 项 式 , 则 只 要 知道 函数 三 在 节点 (离散 
点 ) 上 的 值 就 足够 了 ; 但 如 果 要 给 出 余 项 估计 , 则 要 求 了 在 一 个 区 


间 上 不 仅 有 明确 的 表达 式 ,而 且 还 存在 高 阶 导数 ， 


2.3 艾 特 肯 法 


2.3.1 问题 的 提出 


拉 格 朗 日 插值 多 项 式 的 优点 是 简单 .易于 建立 . 缺点 是 增加 新 
节点 时 原 有 多 项 式 的 计算 结果 不 能 利用 ,必须 重新 建立 ; 而 且 其 
形式 不 易 简 化 ,计算 工作 量 较 大 . 

为 了 克服 上 述 两 个 缺点 ,产生 了 一 些 新 的 途径 . 艾 特 肯 
(CAitken) 法 利用 一 列 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 , 避 免 了 增加 新 节点 时 
从 头 开始 计算 . 牛顿 插值 则 从 改进 插值 多 项 式 的 形式 人 手 , 以 便于 
增加 节点 和 节省 计算 工作 量 . 
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2.3.2 艾 特 肯 法 的 描述 
用 如 ,as… 必 表示 节点 为 zw zw，…zw 的 拉 格 朗 日 插值 多 项 


式 ,请 是 零 次 多 项 式 即 为 常数 ， 
思 (z) = (zw )， (2.3.1) 
这 里 jio yt ”7 是 非 负 整数 , 太 是 被 逼近 的 函数 . 
容易 证 明 ( 只 要 验证 满足 插值 条 件 ) : 
三 区 和 力 o.1…( 工 ) 2 一 人 


Zn 一 | 力 o ,Fin() Zn 一 工 
一 加 ok(CZ) 2 十 


轧 o ,im( 工 ) 2 
公式 (2. 3,.2) 表 明 ,& 十 1 次 插值 多 项 式 可 由 两 个 & 次 插值 多 
项 式 通过 线性 插值 得 到 . 因此 ,利用 这 个 公式 ,可 以 一 行 接 一 行 地 


构造 表 2. 1. 例如 : 


(2. 3.2) 























第 2 行 中 
(z) 一 
和 (二 一 工 二 | | 
ZI 一 To 办 (Z) 一 工 
全 罗 ) E 
思 Po.z (CI) 一 2 
Zaz 一 To |z 力 (ZI) Ta 一 工 
第 3 行 中 
《六 ) 一 
因 oz(Z) 一 1 5 ， 
人 








等 等 . 表 中 第 "十 1 行 的 最 后 一 个 多 项 式 即 为 二 次 插值 多 项 式 . 整 
个 计算 过 程 称 为 艾 特 肯 法 . 
* 31 *， 





按 式 (2.3. 2) 构 造 多 项 式 






因 (z) 一 所 rzo) 
力 (z) 一 ri) 
z 思 (Z) 一 (zz) 
思 (zz) 一 zs) 





加 (Zr) 
js(T) zoz(Z) 
jos(z) jpois(CT)  zoz,s(CZ) 







办 (六 ) 一 (ze) | 加 os(z) 加 ns(Z) 力 iazn(Z) 





利用 艾 特 肯 法 ,每 增加 一 个 节点 ,只 要 在 表 2. 1 中 多 计算 一 行 
即 可 ， 


2.3.3 计算 工作 量 
下 面 比较 在 求 ”次 插值 多 项 式 的 值 时 , 拉 格 朗 日 插值 与 艾 特 
肯 法 的 运算 次 数 . 
通过 计算 , 先 将 表达 式 (2. 2.6) 化 为 
世 ,( 垃 ) 一 3 “站 ec-z， 《2. 3. 3) 
计算 


Qi 一 /ITc 一 z) (一 0 1 72) 
j=0 


需 于 一 1 次 乘法 ,” 十 1 次 除法 , 茎 十 2 次 减法 . 然后 利用 (2. 3. 3) 式 
求 值 , 每 次 求 值 需 到 十 2 次 乘法 , 妈 十 二 次 减法 ,次 加 法 . 如 果 仅 
求 一 个 值 , 拉 格 朗 日 插值 的 计算 工作 量 总 共 为 2 十 z 一 1 次 乘法 ， 
?十 1 次 除法 ,22 十 2 次 减法 及 次 加 法 
艾 特 肯 法 求 次 插值 多 项 式 的 值 可 以 直接 从 表 2. 1 出 发 , 表 
中 共有 n(z 十 1)/2 项 ,每 项 按 公 式 (2. 3. 2) 求 值 需 2 次 乘法 ,1 次 
32 。 


除法 及 4 次 减法 ,因此 求 ? 次 多 项 式 的 一 个 值 共 需 冯 十 2 次 乘法 ， 
nz 十 1)72 次 除法 ,2 贮 十 2m 次 减法 . 
例 2.3.1 已 知 F(z)=sinhz 的 离散 数据 


工 i 0.00 0. 20 0. 30 0. 50 





(zi) 0. 00000 0. 20134 0. 30452 0. 52110 


利用 三 次 插值 求 F(0. 23) 的 近似 值 . 
解 ”采用 拉 格 朗 日 插值 


(0.23)<0， 20134 色 和. 23X (一 0.07)X( 一 0. 277 十 


0.20X( 一 0. 10)X (一 0. 30) 
0.23X0.03X( 一 0. 27) | 
0.30 又 0.10 又 (一 0. 20) 


0.23X0.03X( 一 0.07) 
0.52110X“0.50 又 0.30 又 0. 20 


0. 30452 藉 


<0. 232035. 
采用 艾 特 肯 法 列表 如 下 ; 








0. 00000 


0. 20 0. 231541 





0. 20134 








0. 30 0. 30452 0. 233465 0. 232118 











0. 52110 





0. 239706 0. 232358 0.232034 


如 果 增 加 一 个 节点 ,例如 xz 一 0. 60, 其 函数 值 F(0. 60) 一 
0. 63665, 并 改 用 四 次 插值 计算 Fj(0. 23) 的 近似 值 . 则 拉 格 朗 日 播 
值 必须 从 头 计 算 ,而 艾 特 肯 法 只 增加 如 下 一 行 : 


0. 60|0.63665 0.244049 0.232479 0.232034 0.232034|37 
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2.4 均 差 与 牛顿 插值 


2.4.1 均 差 


设 函 数 了 在 m 十 1 个 节点 mm，…yr 上 的 值 Fzo) ,Crz)，…， 
J(z。) 为 已 知 . 牛顿 插值 是 把 插值 多 项 式 表 示 成 如 下 形式 : 
JN,(z) 一 ac 十 al(z 一 zo) 十 az(Z 一 Zo)(z 一 Zi) 十 … 十 
Cn( 工 一 20)( 工 一 并 )( 工 一 了 -1)。 (2.4. 1) 
这 种 形式 显然 便于 求 值 , 而 且 增 加 一 个 新 节点 zo+li 时 ,只 须 增 加 
一 个 新 项 
QH ( 工 一 o)( 并 一 Z1)…( 工 一 Zn)， 
根据 插值 条 件 
No(Czi) 一 ri) (一 0, 1 m)， 
可 以 逐个 确定 出 系数 
an 一 (xzo)， 
-KGzD) 一 Fazo)， 


1 一 并 o 


如 


za) 一 ro) Cr) 一 (Crzo) 
| 2 一 0 YI 一 0 
2 一 一 -一 一 一 


之 2 一 1 
为 了 得 到 系数 au 的 一 般 表 达 式 ,有 如 下 均 差 的 定义 . 
定义 2.4.1 记 F[zo]= (zxo。), 称 为 零 阶 均 差 . 零 阶 均 差 的 
差 商 


站 际 语 机 于 一 二 三 芭 s 
称 为 函数 了 关于 ze,zw 的 一 阶 均 差 . 一 阶 均 差 的 差 商 
34 。 





[zxo ?并 1 吉 w] = 开 zozo] 一 夺 zoz]， 


一 
称 为 厂 的 二 阶 均 差 . 一 般 地 ,一 1 阶 均 差 的 差 商 
和 [Lzo 9 19 1 Zam] 


志 ALzo zs Zn] 和 [xz 姜 1 1] (2.4.2) 


Za 一 2 
称 为 了 的 K 阶 均 差 (k&-th divided difference). 
均 差 有 如 下 基本 性 质 ， 
(1) 均 差 与 函数 值 的 关系 为 
[zx 1 yz] 
2 FCz) 


全 (zz 一 加 0) 人 (zh 一 了 -DCZi 一 ZHI 一 e) 


(2.4.3) 


可 用 归纳 法 给 以 证 明 . 
(2) 均 差 关于 所 含 节 点 是 对 称 的 , 即 有 
FLzo zi， 和 Zn 一 FLziyzoyzz 和 yzo] 一 … 
二 并 辣 va 友 于 
这 是 (1) 的 直接 推论 . 
(3) 由 (2) 及 式 (2.4.2) 可 得 
JEzozreoivyzo] 


二 7 9 工 i 一 1 远 呈 一 ff{zo ZI] (2.4.4) 
No 


《4) 设 三 在 [a,z] 上 存在 天 阶 导数 , 且 2Zoy ZI Te 掏 
[a ,0 , 则 


至 》 
ff[Lzoyziso 5] 本 全 得， (2.4.5) 


其 中 E [ao. 
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牛顿 均 差 插值 多 项 式 为 
Nai(z) 王 1.0067z 十 0.08367z(z 一 0.20) 十 


0. 17332z(z 一 0.20)(z 一 0.30)， 


由 此 可 算出 
(0.23) 全 Na (0. 23) >: 0. 23203. 


因 fF(z) 王 sinhz, Fo(z) 一 sinhz, 余 项 为 


R,(z) 一 大 zz 一 0.20)(z 一 0.30)(z 一 0.50)sinhe， 


0 王 上 < 一 0.5， 
可 得 误差 估计 


| Rs:(0.23) | 一 下 X0.23X0.03X0.07X0.27X0.53 
、 0. 000003， 
如 果 增 加 一 个 节点 zt 一 0. 60, 则 上 述 均 差 表 增加 如 下 一 行 
0. 60| 0.63665 1.0611 0.13596 0.17429 “0.00974 


插值 多 项 式 为 
和 (z) 一 Nas(Zz) 十 0.00974zr(z 一 0. 20)(z 一 0.30)(z 一 0.50). 


2.5 差分 与 等 距 节点 插值 


2.5.1 差分 


前 面 的 插值 公式 一 般 只 应 用 于 非 等 距 节 点 ( 即 节点 不 是 等 距 
离 分 布 ) 的 情形 . 在 实际 应 用 中 , 常 采用 等 距 节点 
Zi 一 TZo 十 记 (一 0, 土 1, 士 2,…)， 
其 中 帮 是 常数 , 称 为 步 长 (step width)， 这 时 利用 差分 可 以 导出 计 
算 上 更 为 有 效 的 插值 多 项 式 . 
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2.4.2 牛顿 插值 公式 


利用 式 (2.4.4), 可 以 得 到 
F(z) = f(zo) 十 FLzyzo](z 一 zo)， 
[zzo] = FLzo,zi] 十 FL[zyroyz]Cz 一 zi)， 
[zzoyzi] 一 f[zoyziyzs] 十 fLzyzeyziyzz](z 一 zz)， 


[zzm 和 zi] 一 ALzoyz 和 wz] 十 并 zzz]( 工 一 Zr). 
依次 将 后 一 式 代 入 前 一 式 , 最 后 有 
丰 (z) 一 NoCz) 十 RCz)， 《2.4.6) 
其 中 
JN.(Cz) 一 Fzo) 十 7Lzoyzi](Cz 一 zo) 十 
FLzoyriyzs](z 一 2o)(z 一 zi) 十 … 十 
FLzoyzi 和 yz](z 一 Zo)(z 一 2)…( 并 一 io-1)， 
(2.4.7) 
及 ,(z) 一 FFCz) 一 NGCz) 
一 [zzo…yzo]W (CCz)， (2. 4. 8) 
克 ,+: 由 式 (2. 2.7) 定 义 . 
由 式 (2. 4.7) 确 定 的 多 项 式 N, 显然 满足 搬 值 条 件 , 次 数 不 超 
过 ”, 且 具有 式 (2.4.1) 的 形式 .因此 , 式 (2.4.1) 中 的 系数 为 
ai 一 f[zoyzi…wyr] (一 0,1, 7). 
多 项 式 N, 称 为 牛顿 均 差 插值 多 项 式 . 根据 插值 多 项 式 的 惟 . 
一 性 ,N, 与 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 工 , 只 是 形式 上 不 同 . 
当 了 存在 mn 十 1 阶 导数 时 ,公式 (2.4.8) 给 出 均 差 形式 的 余 项 
及 , 与 公式 (2. 2. 9) 等 价 , 并 由 此 可 推出 均 差 与 导数 的 关系 
式 (2.4.5). 但 公式 (2. 4.8) 更 有 一 般 性 , 它 在 了 是 由 离散 数据 确 
定 或 导数 不 存在 的 情形 下 仍 有 意义 ， 
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用 太 表 示 表 数 也 在 节点 z; 的 值 , 即 
太一 jz) (一 0, 士 1, 士 2,…)， 


定义 2.5.1 令 

A 太 = Jo 一方， 

Vi= 太一 fi， 

3 记 一 三 一 太 3 
这 里 太一 8( 十 却 ) ,大 二 一 (一 千 ).AFyFiss7 分 别称 
为 上 在 z, 的 一 阶 向 前 差分 (first forward difference) ,一 阶 向 后 差 
分 (first bacgkward difference), 一 阶 中 心 差 分 (first central 
difference).A,VY ,8 称 为 (向 前 ,向 后 ,中 心 ) 差 分 算 子 (difference 


operator). 
由 此 ,可 递 推 地 定义 严 阶 差分 为 
Ai = AT 一 A 太 ， 
居中 
8 一 3 一 
并 规定 零 阶 差分 为 
信访 一 一 一 大 
例 2.5.2 二 阶 差分 和 三 阶 差分 
夕 方 一 ACAfi) 一 Ai 一 A 玉 = 一 2jr 十 万， 
外 万 一 Ai 一 铬 太 = 一 3fas 十 3ja 一 万， 
VY 广 =VYCvfD =vF 一 Vi = 太一 271- 十 太 ， 
V 方 =V: 三 一 V2fr= 太 一 3 十 3 一 Jr 
太一 30) 一 8 一 5 一 2 态 十 三 
六 3 二 37 一 
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2.4.3 计算 工作 量 


计算 均 差 可 按 表 2. 2 逐 行 地 进行 , 表 中 加 横 线 的 各 阶 均 差 就 
是 牛顿 插值 多 项 式 的 系数 ， 


囊 2.2 


TFT 9 9 


jx)| [xzovzl] 
Jrzs) 斤 zoyzz] JLzoyziyzz] 


xzs)| fLzovzs]| 7Czovzivzi] | zziyzsyzs] 

















| 7Czs)| FLzoyzs] li fLzoyziozs] 1 FLzoozivzavzo] 


为 了 建立 次 牛顿 插值 多 项 式 , 求 各 阶 均 差 需 进行 亏 ( 亚 十 2) 


次 除法 和 下 十 次 减法 . 得 出 公式 (2.4.7) 后 ,可 利用 Horner 算法 
(1.4.5) 求 值 , 每 次 求 值 需 )， 次 乘法 .次 减法 和 7? 次 加 法 . 与 拉 格 
朗 日 插值 相 比 ,牛顿 插值 大 大 节省 了 工作 量 . 

例 2.4.2 考虑 例 2.3. 1 中 的 问题 . 

解 ”利用 牛顿 插值 , 均 差 表 如 下 : 








0. 00000 





0. 20 0. 20134 1.0067 
0. 30 0. 30452 1.0151 0.08367 
0. 50 


0.52110 1.0422 0.11833 0. 17332 


。37 。 





定理 2.5.3 各 阶 差分 可 用 函数 值 表示 如 下 : 
An" 太 本 》 (一 LD)() Fear 


Verr, = 人 
业 一 0 

De) 
业 mm0 


其 中 (&) 一 2 一 也 人 一 A 卫 是 二 项 式 展开 系数 . 
定理 2.5.4 ”函数 值 可 用 各 阶 差分 表示 如 下 ， 
Ja 人 己 估 )s7r 


也 CDe( 站 Ye 


om 一 2 ()8T At， 
定理 2.5.5 差分 与 均 差 的 关系 如 下 ， 
A" 太 一 mlhrFLzizaleyzrtm]， 
Vi 一 mIhFLzreyzrer… ii] 
一 (2 十 1)1Rerr [zyzrahyeyzeh]， 
in 太一 (2mz) 1hznF[z areyzas 
以 上 三 个 定理 均 可 用 数学 归纳 法 证 明 . 由 式 (2. 4. 5) 及 定 
理 2. 5.5 可 得 差分 和 导数 的 关系 ,例如 向 前 差分 与 导数 的 关系 为 
A"f 一 im(，SE [zzr]. 02. 提 全 
利用 函数 值 A 六 Ci 一 0, 士 1, 士 2,…) 计 算 各 阶 差 分 特别 简单 , 仅 


包含 减法 运算 ,可 以 构造 差分 表 2. 3. 
es 4d0O 。 









A(V ,3 ) A(V3 ,8) 









Af-CVfo,Sf-oz) 
AFCv 记 Fi) 
APCvP,sfaz) 


AiCVz 广 时 三 ) 









全 廊 (CV 户 各 记 2) 






心 F(V2z 记 ,万 ) 


2.5.2 牛顿 差分 插值 公式 


利用 定理 2. 5. 5 ,在 牛顿 均 差 插值 公式 (2. 4. 7) 中 将 均 差 替换 
为 差分 ,可 以 得 出 不 同形 式 的 插值 公式 . 
在 以 riyziHy…wyzitn 为 节点 的 牛顿 均 差 插值 公式 中 ,用 向 前 
卷 分 代替 均 差 ,并 令 zx= 工 十 坝 ,0 达 I 私 ”可 得 
Nu(ri 十 下 ) 一 大 十 (AP+ 人 2) 全 六 十 十 (Ja 
(2. 5. 2) 
此 即 牛 顿 向 前 差分 公式 , 式 中 
(上 = LE Da tt 一 大 十 1) 
天 天 ! 
上 是 变量 . 这 时 
WiCz) 一 人 一 4 一 1)…( 一 7 六 + 
根据 式 (2. 2. 9), 余 项 可 以 写成 
Ru(zi 十 硕 ) 三 (Te (9， 


二 [zi,zr]. (2.5.3) 
类 似 地 ,在 以 志 ,zriy…… Zi- 从 大 到 小 排列 ) 为 节点 的 牛顿 均 
es。 4 1 。 


差 插值 公式 中 ,用 向 后 差分 代替 均 差 ,并 令 zx 一 去 十 矿 , 一 " 窒 径 0， 
可 得 
Nu(z: 十 丽 ) 一 亡 十 (1)v 大 十 ( 放 1)w2 天 十 … 十 
(人 (2. 5. 4) 
称 为 牛顿 向 后 差分 公式 . 余 项 可 写成 
Ru(zi 十 碌 ) 一 (十 下) ee， SeE [zrozi]， 
(2.5.5) 


2.5.3 高 斯 公式 


在 z 十 1 个 节点 按 i zyzriyzirs ,Zi~zy… 顺 序 排列 的 牛顿 
均 差 插值 公式 中 ,根据 定理 2. 5. 5, 用 中 心 差 商 代 替 均 差 , 并 令 
Z 一 zi 十 雪 , 可 得 另 一 种 插值 公式 . 当 ?=2m 时 ,节点 为 riyzi+rl， 
Zi-1y…yZiHmyZia 一 mt<m)， 


G,(D) 一 N,(Czi 十 轨 ) 
一 (1)a7o 二 (3 二 (于 ad 二 
(zt++( 人 一 4+ 
(二 亲 一 1)azFi (2.5.6) 
余 项 可 写成 
R,(r: 十 态 ) 一 〔 央 二 了 Je ent (6)， 


eE [zrayzrn]。 (2.5.7) 
当 xz 一 2m 十 1 时 ,增加 一 个 节点 zirwfy 一 ms ti 委 m 十 1, 只 需 在 
式 (2. 5.6) 中 加 一 项 ， 
se 42 。 


GD) 一 大 十 ( 丰 )87 十 ( 允 ) 旦 万 十 (二 了) 晤 大寺 十 
(和 1 十 … 十 (于 于 )a 玉 十 


(+ 吕 1)a 六 二 (和 四)aro7ud， 


2 十 1 
(2.5.8) 
余 项 变 为 
RS 中 状 洒 己 ( 闪 ae7ontO《E7 
6E [zrezrmh]. (2.5.9) 


式 (2. 5.6) 与 式 (2. 5.8) 称 为 高 斯 向 前 差分 公式 . 
类 似 地 ,如 果 ?十 1 个 节点 改 为 按 ziyzr-iyzriyzi-zyzrHzy 
顺序 排列 ,z 一 zi 十 坝 , 则 当 z 一 2m 时 ,一 mm 之 上 委 m ,有 


GD) 一 访 十 ( 引 )87 十 (二 1) 昱 六 十 (二 BA 十 
(2 六 大 十 …… 十 (二 于 -Ja 7 十 
(后 3 六 - (2. 5. 10) 
余 项 为 
R,(zi 十 矶 ) 一 ( 世 二 隐 )iasb err (6)， 


6 [和 (2.5.11) 
当 ?一 2m 十 1 时 ,一 mm 一 1] 私 权 m ,有 


GD 一 大 十 (人 37 十 ( 人 二 二 基态 十 ( 人 3)37 十 


(2) 关 十 … 0 寺 


2 轨 一 1 
(二 亚 ) 让 人 和 6 及) 人 0 本， (2.5.12) 


es。 43 。 





余 项 为 
配合 下 前 人 人 贡 -JMeooet 的 5 


eE [ziyzrm]. 《2.5.132) 
式 (2. 5. 10) 与 式 (2. 5. 12) 称 为 高 斯 向 后 公式 . 


2.5.4 斯 特 林 公 式 


取 高 斯 疝 前 公式 (2. 5. 6) 与 高 斯 向 后 公式 (2. 5. 10) 的 平均 , 即 
可 得 到 以 rz-。…，,zi,…yzi+n 为 节点 的 插值 公式 


S,(GD 一 刻 十 去 ( 站 CA 十 34) 十 
去 [( 且 + (各 7)] 二 
寺 人 (本 ) (97 十 咏 7 十 … 十 


到 [( 生 吕 ) 上 (和 2)] 7 (2. 5.14) 


这 里 一 ms 一 二 于 福 mn 一 2m 余 项 为 





R,(Czi 十 雪 ) 一 人 1 jzmrD (6)， 


eE [zruvzre]， (2.5.15) 
式 (2. 5.14) 称 为 斯 特 林 (Stirling) 公 式 . 这 个 公式 用 的 节点 个 数 是 
奇数 . 
2.5.5 贝 塞 尔 公式 


在 高 斯 向 后 公式 (2. 5. 12) 中 用 zi 十 1 代替 i, 辐 时 用 一 1 代替 
ti, 然后 与 高 斯 向 前 公式 (2.5.8) 取 平均 ,可 得 到 以 诺 i 一 mm Ti 
ee 44 。 


ZitmsyZitn+i 为 节点 的 另 一 个 插值 公式 


B.CD 一 计 ( 扩 十 fo) 十 去 [ (站 + (后 7)] af 二 
(2 ) 人 大 十 沌 AD 十 
[(3 人 
[ 


(3) 
同和 [| 8 了， (2.5.16) 


2 
工 
2 
寺 ] zs +…+ 
2 计 豆 

工 

2 L\2z 十 1 


这 里 一 m 委 一 于 入 mm 十 1,m 一 2m 十 1. 余 项 为 





R(Czi 十 机 ) 一 ( 半 罗 )hart err (6)， 


EE [zznmti]. (2.5.17) 


式 (2.5.16) 称 为 贝 塞 尔 (Bessel) 公式 . 这 个 公式 只 能 用 于 偶数 个 
节点 . 


2.5.6 等 距 节点 播 值 公式 的 使 用 


在 等 距 节 点 的 情形 下 ,利用 差分 建立 的 各 种 插值 公式 可 以 节省 
大 量 的 计算 工作 量 . 计算 1 至 交 阶 差分 总 共 只 需 进行 x(n 十 1)/2 次 
减法 . 概括 地 说 ,它们 都 是 用 来 产生 和 分 析 禹 近 于 被 插 函 数 的 多 项 
式 序列 . 牛顿 向 前 差分 与 向 后 差分 公式 分 别 适用 于 新 节点 总 是 等 
距 地 沿 增 大 的 方向 引 人 和 总 是 等 距 地 沿 变 小 的 方向 引入 ,或 者 分 
别 适 用 于 函数 的 离散 数据 表 的 表 首 附近 的 计算 和 表示 附近 的 计 
算 .高 斯 ,斯 特 林 和 贝 塞 尔 等 中 心 差分 的 公式 适用 于 在 一 节点 两 
边 ,新 的 节点 等 距 交 替 地 引入 ,或 者 适用 于 在 离散 数据 表 的 中 间 附 
近 的 计算 . 
以 F(z) = sinz 为 例 ,说 明 等 距 节点 各 种 插值 公式 的 应 用 . 
se 45 。 


表 2.4 是 经 计算 得 到 的 一 个 差分 表 : 
囊 2.4 










0. 00012 





,0 
4 
.2 0. 00008 
0. 00002 
.3 0.00010 
0. 00001 
.4 0.00011 
一 0.00003 
.5 0. 00008 
0. 00004 
.6 
1 
.8 


检验 差分 表 的 正确 性 可 根据 每 列 差分 之 和 应 等 于 前 一 列 的 最 
后 一 数 与 最 前 一 数 之 差 . 上 述 表 中 五 阶 差分 已 近 于 零 , 因 此 只 能 用 


至 四 阶 差分 ， 
为 了 求 f(1. 02) 的 近似 值 , 使 用 牛顿 向 前 差分 公式 


N,(1 十 0.1z) 一 0.84147 十 0.04974+ 一 0.00891 5 二 也 本 


0. 00040 引 : 一 1)Ct 一 2) 下 SA 


0. 00008 张 2 全 2062 一 3) 
RE 一， 


取 :一 0.2, 得 
(1.02) 、 Ne(1.02) s 0.85211， 
为 了 求 F(1.75) 的 近似 值 , 使 用 牛顿 向 后 差分 公式 


。46 。 


Ni(1.8 十 0.10) 一 0.97385 一 0.01781+ 一 0. 00990 全 汪 


0.00009 tt 十 症 2) 


0.00012 宇 一 De 2)4t 十 3) ， 


取 :一 一 0-.5, 得 
(1.75) 汪 N(C1.75) 一 0.98398. 


为 了 求 F(1. 22) 的 近似 值 , 利 用 中 心 差分 插值 公式 . 高 斯 公式 
总 可 用 斯 特 林 公 式 或 贝 塞 尔 公式 等 价 地 代替 . 斯 特 林 公式 为 
S,(1) 一 0. 93204 十 去 (0. 03152 十 0. 04083)1 一 


此 上 太 刀 一 1) 
0. 00931 亲 三 (0， 00032 十 0.00040) 一 3 十 


在 ( 世 一 1 
0. 00008 人 


2. 当 xz 一 1. 22 时 上 一 0.2， 得 





其 中 :一 三 
(1.22) s S,(0.2) 0.93910. 
贝 塞 尔 公式 为 
B,(D) =- 序 (0. 93204 十 0.96356) 十 0. 03152{: 一 玛 ) 一 
到 一 0.00963 一 0.00931) 区 了 一 
xi 一 D(: 一 去) 
0.00032 一 2 一 (0.0o008 十 
31 2 
t( 芷 一 1)(Ct 一 2) 
0.00010) 区- 一 作 一 ， 
同样 有 


友 (1.22) 一 B,(0.2) 全 0.93910. 
。47 。 


2.6 埃 尔 米 特 插值 


2.6.1 一 般 提 法 


在 应 用 中 ,不 少 实际 的 插值 问题 不 但 要 求 在 节点 上 函数 值 相 
等 ,而 且 还 要 求 对 应 的 导数 值 或 高 阶 导数 值 均 相等 ,满足 这 种 要 求 
的 插值 多 项 式 就 是 埃 尔 米 特 (Hermite) 插值 多 项 式 , 它 的 一 般 提 
法 是 : 设 函 数 了 在 节点 zxoyzi,…，,zw 的 函数 值 与 导数 值 为 

CozD) 一 万 ， 丰 (rzD 王 大 ezri) 一 Am， 

IE 一 0,1，……7m， 

其 中 cea ，…aw 是 正 整数 . 寻求 一 个 次 数 尽 可 能 低 的 多 项 式 H， 
使 得 满足 条 件 

Ho(z) 一 Fo (一 0,1 和 ai 一 1 一 0,1， ,72). 

(2. 6. 1) 

可 以 证 明 , 存 在 惟一 的 满足 插值 条 件 (2. 6. 1) 的 次 数 不 超 过 ua = 


袜 w 一 1 的 多 项 式 H 即 所 谓 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 ,其 形式 可 
写成 


H(Cz) 一 六 并 Jeia(z)， 〈2. 6. 2) 
其 中 心 是 e 次 多 项 式 ,满足 条 件 


本 全 J=i 且 /= 上 
js 《Zi ) 一 
0， 其 他 , 
作为 一 种 具体 的 情形 , 设 
xz) 一 万, OO 7)， (2. 6. 3) 
48 。 


要 求 构造 一 个 次 数 不 超过 2n 十 1 的 多 项 式 , 记 作 Hi ,使 得 
Hzi) 一 态 ，H'nCz) 王 放 (G 一 0,1,…)m). 
《2.6.4) 
从 几何 上 看 , 即 要求 H+ 与 了 在 mn 十 1 个 节点 处 相 切 , 这 时 zo， 
Ziy…zn 称 为 二 重 节 点 ， 


2.6.2 插值 多 项 式 的 建立 与 余 项 


先 考虑 特殊 情况 : 求 2 十 1 次 的 多 项 式 w 和 pi(0 过 i 委 m) , 满 
足 条 件 

az 一 的 ar) 一 0 (一 0, 1 nm)， (2.6.5) 

BCzi 一 0，pi(Cz) 一 的 人 一 0,1， mm)， 《2.6.6) 
这 里 8 是 克 罗 内 罗 记 号 ,其 定义 见 式 (2. 2. 1). 这 是 两 个 最 简单 的 
埃 尔 米 特 插值 问题 . 

由 条 件 (2. 6. 5) 与 (2. 6. 6) ,及 多 项 式 的 根 和 重 根 的 性 质 ,可 直 
接 确定 为 

B(Cz) 一 (Zr 一 )1(z)， 《2.6.7) 
并 且 可 确定 w; 为 
ur(z) 一 [2z(z 一 立 ) 十 12(z)， 

其 中 & 是 待定 常数 . 以 上 两 式 中 的 上 是 由 式 (2. 2. 3 定义 的 拉 格 
朗 日 插值 的 基 本 数 . 根据 条 件 o; (zi)=0 可 定 出 a, 并 由 此 得 出 


1 


一 Ti 





ui(z) 一 [5 jee， (2.6.8) 
了 mm0 


ai 与 BiG 一 0,1,…,2) 是 关于 插值 条 件 (2. 6.4) 的 插值 问题 的 基 画 


数 , 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 Hx+: 明 显 是 这 些 基 范 数 的 线性 组 合 : 
se。 49 ， 


Ha (z) 一 >yui (z) 十 2 Bi(z)， (2.6.9) 


设 函 数 三 在 区 间 [a,0 上 存在 2z 十 2 阶 导 数 ,z y 1 0 
[fa ,6 ,有 用 多 项 式 Ha 近似 ,Ri+i 是 插值 余 项 . 可 以 证 明 
及 :CCz) 一 FCz) 一 Ho Cz) 


2m+2) 
= 而 于 全 wz (z)， (2. 6. 10) 


其 中 5E [a, 执 且 依赖 于 zy, 友人 仍 由 式 (2. 2.7) 定 义 . 
当 7 一 1 ,节点 为 并 03 工 1 时 , 基 函 数 为 


ao (z) 一 (二 区 下 一 全 三 = 衬 )( 三 = 于 ) ， 


wo 一 袜 i 
m(z) = (1+2 三 全 )( 三 = 衬 ) ， 
2 


后 (z) 一 (z 一 z)( 三 =- 也) 


0 一 立 1 


hi(z) = (z2zi)( 三 = 孟 ) ， 


YI1 一 2Io 
插值 多 项 式 H; 为 
Hz) 一 [大 (1+2 王 二 畔 厂矿 sk 人 


[zx 5 (1+2 至 二 生 ) 十 矿 (一 mn)]( 王 = 也 ) ， 
(2.6.11) 
余 项 民 : 为 


才 ) 
Rs(z) 一 厂 介 cx 一 za)z(z 一 z)25 (2.6.12) 


其 中 必 在 zo 与 之 间 . 
。50 。 


2.6.3 重 节点 均 差 与 均 差 形式 的 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 


为 简化 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 的 计算 , 需 引 人 和 人 重 节点 均 差 
的 概念 . 

由 于 均 差 f[zo,zi,…，,z] 是 ma 十 1 个 变量 ro, zzoE 
[eg 的 连续 函数 , 故 可 借助 极 跟 过 程 来 定义 自 变量 重合 的 均 
差 , 即 


并 aa] 一 lim 妇 z 二 大 mo) = Pa)， 

五 一 z0 1 一 

克 zoz] 一 碟 roz] - 开 zoyzi] 一 广 (zo) 
FLzoyzoyzl] E 二 二 We ， 


一 般 地 , 若 fE C"[a, 拉 ,由 式 (2.4.5)，, 令 zi 一 zo(i 一 1,…，7) ,得 
FLzo 309 ,Zo] 旦 于 大 天 2， 《2. 6. 13) 


因此 ,牛顿 插值 多 项 式 也 可 用 于 埃 尔 米 特 插值 . 若 考虑 三 在 
相 异 节点 xyz ,…，zz+l 上 的 插值 多 项 式 , 利 用 牛顿 插值 多 项 式 
(2.4.7), 有 
Ni(zr) 王 Fz) 十 FL[zo,z](z 一 zo) 十 FLzoziyzs] 义 
( 一 zo)( 垃 一 2 ) 十 …… 十 F[zoyzlwyzzsyzanrHi] X 


( 工 一 zo)( 工 一 z1)…( 工 一 ZanHl)， (2.6. 14) 
相应 的 余 项 表达 式 为 
Ra Cr) 王 碟 zz 和 yzanh](z 一 加 )(z 一 )( 工 一 carl). 
《2. 6. 15) 
在 式 (2. 6. 14) 中 应 用 重 节 点 均 差 ,特别 设 
22i 一 zz 一 Ti (一 0 1172)， 
由 式 (2.6. 14) 得 


。51 。 


Ni(z) 一 (xzo) 十 F[zo,zo](Cz 一 zo) 十 FLzoyzoyzij]X 
( 工 一 zo)2 十 十 FL[zoyzo，…yzeyze] X 
《 工 一 Zo)2…( 工 一 Tao-i)2(Z 一 na) (2. 6. 16) 
该 式 是 一 个 次 数 小 于 等 于 2n 十 1 的 多 项 式 . 它 的 误差 可 由 mi 一 Ti， 
zziri 一 Zi 时 对 式 (2.6.15) 取 极限 得 到 ， 
RH (Cz) 三江 zzoyzowwyzoyzo]X 
( 一 o)2( 工 一 工 )2( 工 一 工 ,)2. 
《2.6. 17) 
若 JE C2[a, 的 , 则 可 得 到 与 式 (2. 6. 10) 相 同 的 表达 式 ， 
RH Cz) 一 jz)-- NazeH(Cz) 


6) Wai(z) 2.6.18) 
(到 十 2)1 wPI 《之 ) 9 和 从 避 


其 中 E (a,0) 且 依赖 zx,W.Cz) 仍 由 (2.2.7) 定 义 . 
由 此 可 知 式 (2. 6. 16) 得 到 的 
Ne (z) 一 HeCz) 
就 是 均 差 形式 的 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 . 
例 2.6.1 求 多 项 式 p, 满 足 条 件 
户 (zi) 一 zi) (一 0,1,2)5 
畴 (zi) 一 产 (zi)， 
并 求 余 项 表达 式 . 
解 为 了 保证 满足 b(zi) 一 FziD)G=0,1,2), 设 
六 (zz) 一 矶 xzo) 十 JLzoyzi]Czr 一 zo) 十 
J[zrovzriyzs](z 一 ro 一 ) 十 
A(z 一 zo)( 工 一 ZI)( 工 一 )。 


这 个 等 式 右 端 前 三 项 是 以 rovzi ,zs 为 节点 的 牛顿 均 差 插 值 公式 ， 
se 52 。 


从 表 中 看 出 , 随 着 ?的 增加 RCz,-: ) 的 绝对 值 几 乎 成 倍增 加 ， 
这 说 明 当 xcoe 时 工 ,(z) 在 [一 5,5] 上 不 收敛 . 龙 格 证 明了 存在 一 


时 { 工 ,(z)} 发 散 ， 
下 面 取 ”= 10, 根 据 计 算 画 出 ?一 Li (z) 及 ?= 芽 在 
[一 5,5] 上 的 图 形 , 见 图 避 3. 





图 2.3 


从 图 2. 3 看 到 ,在 zx 一 士 5 附近 Lio(z) 与 F(z) 一 1/(1 十 zz) 偏 
离 很 远 , 例 如 Lo(4. 8) 一 1， 80438,F 丰 (4.8) 一 0. 04160. 这 说 明 用 高 
次 插值 多 项 式 世 。(z) 近 似 7Cz) 效 果 并 不 好 ,因而 通常 不 用 高 次 播 
值 , 而 用 分 段 低 次 插值 . 从 本 例 看 到 ,如 果 把 3 一 1/(1 十 z2) 在 节点 
Z 一 0, 士 1, 士 2, 士 3, 士 4, 士 5 处 用 折线 连 起 来 显然 比 Lis(z) 逼 近 
J(z) 好 得 多 . 这 正 是 2. 8 节 要 介绍 的 分 段 低 次 揪 值 的 出 发 点 ， 

为 得 到 { 工 。(z)} 在 [e, 执 上 一 致 收敛 于 F(z) 的 结论 , 先 给 出 以 
下 定理 ， 

定理 2.7.3 设 f(z) 在 区 间 [a,b] 上 无 限 次 可 导 , 则 JJCz) 为 
整 函数 的 充分 必要 条 件 是 

limYaf 0， 其 中 M, 一 max|Fm(zr)|， 
as 二 


moo 了 玉 


es。 56 。 


定理 2.7.4 设 F(z) 是 La,o] 上 的 整 函 数 , 则 对 [a,g] 上 任 给 
的 节点 阵 (2.7. 1) 所 构造 的 拉 格 朗 上 日 插值 多 项 式 序列 {L,(z)) 一 
致 收 伍 于 F(z), 即 在 La, 引 上 

limL.(z) 一 FFCz) 

一 致 成 立 . 

另 一 方面 ,对 F(z)EC[a, 刀 ,根据 最 佳 一 致 逼近 理论 ( 见 3.6.2 
节 ) 可 知 ,总 存在 一 个 节点 阵 使 得 由 此 构造 的 插值 多 项 式 序列 
{L,(Cz)} 收 敛 于 jz)， 


2.7.2 播 值 函 数 的 稳定 性 


以 上 分 析 表 明 作 函 数 的 捅 值 多 项 式 时 并 非 节点 取得 越 多 就 能 
逼近 得 越 好 ,此 外 ,节点 越 多 相应 的 高 次 插值 多 项 式 会 发 生 激烈 振 
功 , 特 别 是 在 构造 插值 多 项 式 时 用 到 的 节点 函数 值 f(z,)(i 一 0， 
1,…，,z) ,往往 带 有 误差 ,因此 随 着 插值 多 项 式 的 不 良性 态 , 这 种 
误差 可 能 越 来 越 扩大 ,那么 函数 值 的 误差 经 过 播 值 过 程 将 给 计算 
带 来 什么 影响 呢 ? 这 就 是 插值 函数 的 稳定 性 问题 . 设 jzi) 
(i 一 0,1,…2) 有 误差 5, 即 实际 构造 插值 函数 时 的 函数 表示 为 
Ciy7D)(i 一 0,1,…，) ,而 精确 值 f(zi) 一 六 十 0 要 研究 插值 函 
数 1,(F; z) 的 误差 是 否 增 大 ,这 里 

了 (; Z) 一 ydCz)F(z)， (2.7.3) 
其 中 Liz) 是 关于 节点 TO TI19 nm 的 插值 基 函 数 ,满足 Li (Zi ) 一 
全 


1 i 一 / , 当 本 数 表示 为 (zi, 广 )(G= 一 0,1,…,z) 时 ,插值 函数 为 


TCFiz) = >70Cz) 了 
0 


于 是 实际 计算 得 到 插值 函数 对 于 fF(z) 的 总 误差 为 
se。 57 。 


余 项 为 
RCz) = F(z) 一 bz) 一 天 Fo (9(z 一 zs(Cz 一 zi)， 


其 中 e 在 工 0y 工 ! ， 工 之 间 . 
此 例 也 可 应 用 泰勒 (Taylor) 公 式 , 设 
思 (z) 一 (zxzo) 十 (rzo)(z 一 zo) 十 


1 
全 2(z 一 元 下 让 6 二 风光 


显然 ,多 项 式 (z) 满 足 条 件 po (zo) 一 Fe (zu)(k 一 0,1,2) ,再 由 


4A= 一 -上 [rzyz) 一 PCzo)] 一 (zxzo) . 


《zl 一 Zo)2 2(Cz 一 zo) 


2.7 播 值 多 项 式 的 收敛 性 与 稳定 性 


2.7.1 揪 值 多 项 式 的 收 伍 性 与 病态 性 质 


插值 多 项 式 的 收敛 性 问题 是 指 在 区 间 [a, 纪 上 的 插值 多 项 式 
z 思 (Zr), 当 寻 增 加 时 户 。(z) 是 否 收敛 于 被 插 函 数 FCz)， . 

定义 2.7.1 ， 设 被 插 函 数 /(z) 对 插值 区 间 [a, 势 上 的 任何 -- 
个 节点 阵 


0 
天 但 


《1)》 《1) 


立 0 9 1 
《2)》 
区 
5 (2.7.1) 
Zi ， Zi ， 29 


A 是 待定 常数 . 利用 条 件 刀 (zi)= 广 (zi) 定 出 常数 
A= 疡 (zi) 一 FLzo Zi] 一 《zl 一 zxo) FLzo ,zlyz2z] 


(zi 一 To)(zl 一 zz) 

因 余 项 RCz)= F(z) 一 训 (z) 满 足 条 件 ; 

RCz) 一 0 (一 0,1,2)， 

R' (zi) = 0. 
可 设 

R(z) 一 天 (z)(z 一 zo)(z 一 Z)( 并 一 Zaz)， 

其 中 天 是 待定 函数 . 应 用 微分 学 中 著名 的 罗 尔 (Rolle) 定 理 可 定 
出 天 ,最 后 有 


R(z) 一 二 Fo(e)(z 一 za)(z 一 )5(z 一 za)， 


其 中 5 在 zoyzivzzz 之 间 . 
例 2.6.2 求 多 项 式 户 ,满足 条 件 
pzi) 一 Cri) GO 一 0,1)， 
加 (zo) 一 oz) (一 1,2)， 
并 求 余 项 表达 式 . 
解 ”此 题 可 利用 重 节点 均 差 形式 表达 式 , 令 
z(z) 一 大 zo) 十 jLzoyzo](z 一 zo) 十 
[xzovzoyzi](z 一 zo)2 十 ACz 一 zo)2(z 一 2)。 
显然 它 满足 条 件 p(zj)=(z)(i 一 0,1) 及 加 (zo) 一 广 (zo),A 为 
待定 参数 ,可 由 条 件 姑 (z)== 产 (zo) 确 定 , 即 
太 (zo) 一 2F[zoyzo zi] 一 (zi 十 2zi)A = 广 (zo)， 
得 


A 二 27[Lzoyzdvzi] 一 交 (Czo) 
Zo< 上 2 


。53 。 


E,(Fiz) 一 FCz) 一 研 (Fiz) 
一 [F(z) 一 1 (Fiz)] 十 [TCF;z) 一 二 Ciz)]， 
取 绝 对 值得 
max | EEC)| 福 max |7(z) 一 到 (zz)| 十 
Iax | IC 太 3; 工 ) 一 TCF z)|. 
上 式 右 端 第 一 项 为 截断 误差 界 , 第 二 项 为 插值 函数 的 舍 人 误差 界 ， 
记 作 e., 即 


en 一 max| 世 (Fiz) 一 五 (六 ;并 | 
ac 


生 e[ 2 | 2(z) 上 max|7Cz) 一 六 | 
一 M。 max| (zi) 一 产 :|， (2.7.4) 
sx 


其 路 = maz{ 六 14(z) 1). 车) 有 界 , 则 含 人 误差 也 有 界 , 且 


插值 函数 是 稳定 的 .下面 先 给 出 定义 ， 

定义 2.7.5 对 任 给 e>0, 若 存在 9>0, 使 当 max | 7z) 一 产 | 入 
时 ,就 有 

加 一 四 8 区 | 7 人 ( 户 工 ) 一 [Cr z)j 壹 e， 

则 称 插值 函数 7,(F;z) 是 稳定 的 ,否则 是 不 稳定 的 . 

根据 定义 可 得 下 面 定理 ， 

定理 2.7.6 若 对 一 切 m, 式 (2.7.4) 中 的 MX 有 界 , 则 ”次 捅 
值 函 数 T,(;z) 是 稳定 的 . 

证 明 对 一 切 zh。 有 界 即 1.< 一 ,由 定义 2.7. 5, 对 任 给 的 


e>0, 只 要 取 5 证 , 则 由 式 (2. 7. 4) 得 


En 私 hnG 魏 Ey 
于 是 二 阶 播 值 函 数 是 稳定 的 、 
ss。 58 。 


其 中 zi 关 z”(Gz) 一 0,1,…) ,相应 的 插值 多 项 式 序列 { 户 (z)} 满 
足 limz 加 (z) 一 Xz), 则 称 插值 多 项 式 名 (z) 收 敛 于 被 插 函 数 Fr)， 


对 于 F(z) 在 [a, 所 上 按 点 阵 (2. 7. 1) 得 到 的 拉 格 朗 日 插值 多 项 
式 序列 {L。(z)}. 即 使 Az) 在 [ae, 纪 上 是 无 限 次 可 导 的 函数 也 不 能 保 
证 {L,(z)} 收 敛 于 FCz) ,一 个 有 名 的 实例 是 龙 格 (Runge) 提 供 的 . 


例 2.7.2 jz)=T 二 在 区 间 [ 一 5,5] 上 各 阶 导数 均 存在 ， 


对 给 定 的 ,将 [一 5,5]n 等 分 ,等 距 节 点 z 一 一 5 十 2 (一 0， 
1,…， ,构造 一 个 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 为 


La)= 》 一 ! et (和 (2.7.2) 


包 1 十 好 (zz 一 Zi)zrr (ZiD) 


令 z 立 


4,…，,20 的 (z,-+ ) 的 计算 结果 及 在 zx,-+ 的 误差 R(z,)， 


(rz 十), 则 z 二 一 5 一 号 , 表 2.5 列 出 了 na 一 2， 


1 
ee 


表 2.5 










0. 137931 0.759615 一 0.621684 















































0. 066390 一 0. 356826 0. 423216 
0. 054463 0. 607879 一 0.553416 
0. 049651 一 0. 831017 0. 880668 
10 0. 047059 1.578721 一 1.531662 
12 0. 045440 一 2.755000 2. 800440 
14 0.044334 5. 332743. 一 5. 288409 
16 0. 043530 一 10.173867 10. 217397 
18 0. 042920 20. 123671 一 20.080751 
0.042440 一 39.952449 39. 994889 
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定理 表明 , 捅 值 函数 (7;z) 是 否 稳定 取决 于 插值 基 本 数 
4 人 Cz) Ci 一 0,1,…z2) 的 性 质 , 与 被 插值 函数 FCz) 无 关 , 对 拉 格 朗 日 
插值 多 项 式 


Fr = 六 到 下 玫 7Cz)， 





( 工 一 Ti) 礁 (zi 
此 时 )。 一 max 》， 14Cz)| 王 am | 芭 
” as<r<o 人 fg o<r<b 人 (| ( 工 一 Zi) | 
可 以 证 明 不 管 节点 阵 (2. 7. 1) 如 何 取 ,都 有 和 > 让 nn ,所 以 
习 
,无界 .因此 , 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 总 不 稳定 ,而 且 其 伟人 误差 增 
长 速度 至 少 与 O(inz) 同 阶 . 特别 当 择 值 节 点 等 距 分 布 时 ,还 可 证 


从 上 面 插值 函数 收敛 性 与 稳定 性 分 析 都 能 看 到 高 次 插值 多 项 
式 L。(z) 作 为 f(z) 的 逼近 是 不 合适 的 ,应 尽量 避免 ,为 此 实际 应 
用 多 采用 分 段 低 次 插值 . 


2.8 分 段 低 次 插值 


2.8.1 分 段 线性 插值 


分 段 线性 插值 是 用 折线 逼近 函数 ,是 最 简单 的 分 段 低 次 插值 
用 三 表示 区 间 [ae, 站 上 的 郴 数 ,引进 记号 
Ce[a, 雪 一 {(Fl Fo 在 [a,6] 上 连续 }， 
即 C[a,b] 是 [ae,5] 上 具有 连续 上 阶 导 数 的 朴 数 全 体 所 组 成 的 集 
合 . 特别 地 , 记 
Cr[a,b = Cera,o， 
这 是 [a,g] 上 连续 函数 全 体 所 组 成 的 集合 . 以 后 可 以 用 记号 
FE ct[a,g 表 示 了 是 [a, 纪 具有 连续 大 阶 导数 的 函数 . 
es。 59 ， 


定义 2.8.1 设 太 是 [a, 引 上 的 函数 ,在 节点 ae 一 z 雪 一 天 … 到 
Zn 一 态 上 的 函数 值 为 Jo 万， 记 A 一 ,ax ， ji 一 了 Ti 一 
(一 0,1, ,2 一 1). 如 果 函 数 有 满足 下 列 条 件 ,， 则 称 到 是 y 的 分 
段 线性 播 值 函数 . 

(1) 五 EC[a,o; 

《2) 灰 (Czi) 一 万 ( 一 0, 1 2); 

(3) 在 每 个 子 区 间 [zi,zr+i(0 短 i 委 2 一 1) 上 ,用 是 次 数 不 超 
过 1 的 多 项 式 . 

依据 定义 ,六 在 子 区 间 [ziyzsi] 上 有 


Cr) 一 太 二 下 十 jb 二 (和 工 区 z)， 





工 财 1 
(2.8.1) 
由 此 可 得 到 在 整个 区 间 [a, 纪 上 的 表达 式 
了 Cz) 一 入 AoiCn， (2.8.2) 
其 中 心 是 分 段 线性 插值 的 基 函 数 . ; 的 定义 是 
0， 六 和 革 [zi 5ZH]， 
1z) 十 ，zE [zriz]G 一 0 时 略 去 )， 
一， ZE [zztr]G 一 0 时 略 去 )， 
Ti 并 计 1 
(2.8.3) 


下 面 的 定理 表明 ,分 段 线性 插值 能 任意 各 近 连 续 函 数 . 
定理 2.8.2 设 fEC[a, 扑 , 则 当 有 -=0 时 五 一 致 收敛 于 太 ， 
即 对 任意 一 常数 。>0, 均 存在 相应 的 83>0, 只 要 Ah 一 3, 便 有 | Fr) 一 
Ju Cz)1<e,VzE[a,po]. 
如 果 了 在 [ae, 扑 上 存在 二 阶 导 数 ,利用 线性 插值 余 项 的 界 
《2. 2. 12), 可 得 分 段 线性 插值 的 余 项 RCz)= F(z) 一 到 (xz) 的 一 个 界 
* 60 。 


NM 信 : 
| RCz) | 委 且 ， AM 一 max | (rz) |. (2.8.4) 
xc 


这 时 定理 2. 8. 2 的 结论 是 明显 的 ， 
2.8.2 分 段 三 次 埃 尔 米 特 插值 


分 段 线性 插值 函数 在 节点 处 导数 不 存在 . 如 果 需 要 插值 函数 
在 节点 处 也 可 导 , 并 且 在 节点 处 除了 提供 函数 值 外 还 提供 了 导数 
值 , 则 可 进行 分 段 埃 尔 米 特 插值 . 

定义 2.8.3 设 函 数 三 在 节点 a 一 z 一 zi 一 … 一 zs 一 上 上 的 
函数 为 Fu , 户 ，… 广 ,导数 值 为 6 ， 记 oo . 如 果 上 函数 环 满足 
下 列 条 件 , 则 称 五 是 的 分 段 埃 尔 米 特 揪 值 函数 ， 

(1 REC[a,O， 

(2) 天 (zi) 一 万, 有 (ziD) 一 记 ( 一 0 1 和 12)， 

(3) 在 每 个 子 区 间 [zi,z+i](0 生 i 委 一 1) 上 ,和 是 次 数 不 超 
过 3 的 多 项 式 ， 

由 两 点 三 次 捅 值 公式 (2.6. 11) , 忆 在 子 区 间 [z,,zirt] 上 有 


内 (z) = 广 (1 十 2 之 (三 2 ) + 








了 二 五 八 志 一 ri 
人 

Hz 一 熙 (2 ) 十 

Htz 一 au 这 -二 ) ， (2.8.5) 


由 此 可 得 五 在 整个 区 间 [a, 纪 上 的 表达 式 
J(z) 一 六 [Fei 十 BiCz)]， (2. 8.6) 


其 中 wp; 是 分 段 三 次 埃 尔 米 持 插值 的 基 本 数 . wi ,8 的 定义 是 
二 


0， 并 华 [z，， Zi ]， 











= 2 
5 
2 辣 
(+ 二 2) (三 2) ，E 攻克)， 
(2. 8.7) 
0， 工作 [5 
B(z) |。.GEcs) ee (2.8.8) 
有 一 广 1 2 S 9 “9 





工 一 Ziti ) ZE [ziyzri] 
Ti 一 TiH (一 九 时 格 去 ). 
可 以 证 明 , 若 FE C[a, 拓 一 ,max (Zit 一 zi), 则 当 关 一 0 


时 ,分 段 三 次 埃 尔 米 特 插值 函数 工 一 致 收 剑 于 矿 . 


2.9 样 条 插值 


2.9.1 样 条 函数 


样 条 插值 也 是 用 分 段 低 次 多 项 式 去 逼近 函数 . 在 分 段 低 次 插 
值 中 ,分 段 线性 插值 函数 在 节点 处 不 可 导 , 分 段 三 次 埃 尔 米 特 插值 
函数 有 连续 一 阶 导 数 , 光 滑 性 也 较 差 ,而 且 需 要 提供 各 个 节点 处 的 
导数 值 . 样 条 插值 能 较 好 地 适应 对 光滑 性 的 不 同 需求 ,并 且 只 需 在 
插值 区 间 端 点 提供 某 些 导数 信息 . 

样 条 插值 是 用 样 条 函数 去 逼近 函数 . 

定义 2.9.1 设 在 区 间 [ac, 纪 上 给 定 一 个 分 划 

Q 一 zo<zZ<… 和 一 To 一 0 
如 果 函 数 S 满足 条 件 ， 则 称 S 是 以 工 0919 9 mn 为 节点 的 大 次 样 
条 函数 (spline of degree 有 ). 
。62 : 


Cz 一 z){ 


(1) SEC:[a,b]; 

(2) 在 每 个 子 区 间 [zi, zi](0 委 ij 委 "一 1) 上 ,S 是 次 数 不 超 
过 类 的 多 项 式 . 

近 几 十 年 来 ,函数 逼近 在 理论 研究 和 实际 应 用 中 均 获 得 重大 
的 进展 ,其 中 非常 流行 和 十 分 活跃 的 分 支 是 样 条 画 数 . 在 飞机 、 船 
舶 ,汽车 等 外 形 设计 的 工程 问题 中 ,在 数值 微分 .数值 积分 .微分 方 
程 和 积分 方程 的 数值 解法 ,以 及 观测 和 实验 数据 的 处 理 等 方面 , 样 
条 函数 都 有 着 重要 的 应 用 ， 


2.9.2 吾 样 条 
卫 样 条 是 一 类 基本 的 样 条 函数 . 
定义 2.9.2 记 
2 ， 当 x 王 0， 
| 《ma 一 1,2,…)， 
0， 当 v < 一 0， 


称 之 为 严 次 半截 单项 式 . 并 规定 
1， 当 x 二 0， 
人 2 去 ， 当 x 一 0， 


0， 当 vx 一 0. 
利用 定义 2.9. 2 可 以 直接 给 出 中 样 条 的 定义 ， 

定义 2.9.3 设 0 是 (一 coyece) 上 的 函数 ， 
_ai 十 1 十 1 
Quk(z) 一 而 包 一 1 人 )= 十 评 - 一 庆 ， 

称 之 为 天 次 如 样 条 或 基本 样 条 函数 . 

可 以 看 出 ,0 是 一 个 分 段 次 多 项 式 , 上 阶 导数 间断 点 为 

= 一 针 : (和 思 宁 1 十 1)， 


。63 。 


因此 ,2 是 以 ze,zi zi 为 节点 的 & 次 样 条 本 数 . Qk 在 整个 
实数 轴 ( 一 co,cco) 上 有 定义 ,但 是 容易 证 明 , 它 在 区 间 [zo,zt+i]， 


即 ( 一 全 了 ,4 坟 二 ) 之 外 恒 为 零 , 下 面 是 几 个 低 次 轧 样 条 的 表达 式 


及 相应 的 图 形 , 
0 一 3 次 也 样 条 表达 式 ， 
0， |z| 之 工 ， 


2 


Po(Cz) 一 41， lz|< 也 ， 


到 [zl 二 到; 
D ) 人 1zl>1， 
有 1 一 |z|， zl 一 1 
0， lzl> 蕊 ， 
二 和 工 
2 (Z) 并 十 玫 儿 |z|<< 束 ， 
言 衬 一 二 zl 十 号， 计生 lzl< 卫 ， 
0， zf>2， 


工 
3:(z) 一 1 2 


一 言 lzP 十 过 一 21z| 十 村， 1 一 |z| 一 2. 


1z 一 导 十 全， 1zl 委 1， 


《2.9.1) 


从 图 2.4 可 以 看 出 , 随 次 数 的 增加 ,了 3 样 条 的 曲线 越 来 越 光 
滑 , 节 点 (图 中 的 圆 点 ) 越 来 越 多 . 实际 上 ,定义 2. 9. 3. 中 O4 的 表达 


式 是 由 下 述 递 推 公式 得 出 的 ; 


x+ 本 
DCz) = | 0-Czp)dz G= 1,2,)， (2.9.2) 
-去 
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一 0 


人 es Corn 六 0 


-1/2 1/2 -tt .0 1 


、 人 CD AS 4 


-3/2 -12 12 32 -2 -~ 0 1 2 


图 2.4 


其 中 0 已 在 式 (2.9. 1) 中 给 出 . 由 于 积分 运算 可 以 使 间断 函数 变 
得 连续 ,使 粗糙 的 函数 曲线 变 得 光滑 ,因此 ,次 数 越 高 的 吾 样 条 其 
曲线 越 光滑 . 

在 样 条 函数 的 研究 中 ,无 论 是 理论 分 析 还 是 实际 数值 计算 , 刀 
样 条 Q4 都 有 它 的 独特 作用 . 


2.9.3 三 次 样 条 插值 问题 的 提 法 


三 次 样 条 是 应 用 最 广泛 的 样 条 , 它 有 明确 的 力学 意义 . 早期 绘 
图 员 在 制图 时 ,用 一 种 富有 弹性 的 细 长 木 条 , 称 为 样 条 ,把 它 用 压 
铁 固 定 在 若干 样 点 上 后 面 出 的 曲线 称 为 样 条 曲线 . 这 种 样 条 曲线 
在 数学 上 表现 为 符合 定义 2. 9. 1 的 三 次 样 条 函数 . 
定义 2.9.4 设 在 区 间 [a, 妇 上 给 定 一 个 分 划 
aa 一 To<z 过 … 天 zz 一 0 
S 是 以 zu,zi,…，zw 为 节点 的 三 次 样 条 函数 , 如 果 S 满足 插值 
条 件 
SGz) 一 一 0,1,…,m)， (2.9.3) 
则 称 S 为 三 次 样 条 插值 函数 
由 定义 ,关于 S 的 可 供 利 用 的 条 件 有 4 一 2 个 ,其 中 插值 条 
件 包 含 了 mn 十 1 个; 另 由 SEC:[a,5], 节 点 处 的 连续 性 条 件 有 
3mr 一 3 个 : 
。65 。 





2.9.4 均匀 分 划 的 三 次 样 条 插值 函数 
设 分 划 是 均匀 的 , 即 











zi 一 ea 十 思 (一 0,1 2)， = “一 2， 
这 时 ,有 一 组 三 次 如 样 条 
站 一 Ti 立 一 To _ ， 
0:( 2 )= 2 人 一 计 ， (2.9.8) 


i 一 一 1,0, 1 十 1， 
它们 中 的 每 一 个 在 [ea, 引 上 都 不 恒 等 于 零 , 其 他 关 所 对 应 的 也 样 条 
在 [a , 妇 则 便 为 零 ( 见 图 2. 5). 


外 (二 拉 
ea( 污 碾 ) 
心 ( 污 衬 ) 












4 六 Mr- Mol 六 


图 2.5 


三 次 也 样 条 (2.9.8) 中 共有 nm 十 3 个 也 样 条 ,考虑 以 它们 的 线 
性 组 合作 为 插值 函数 S， 


四 十 1 
到 一 电 E 
SCz) 一 忆 co: 5 一 让 )， (2.9.9) 


其 中 5 (一 1 和) 和 受 x* 十 1) 是 待定 常数 . 这 样 定 义 的 S 明显 是 以 zu， 
Ziy…yzn 为 节点 的 三 次 样 条 函数 , 式 (2. 9. 4) 中 的 3 一 3 个 条 件 
能 自动 地 满足 , 因此 剩 下 的 插值 条 件 (2. 9. 3) 及 附加 边界 条 件 共 包 
含 na 十 3 个 条 件 恰 好 可 确定 c- ,co ，…，cn+i， 

对 问题 I 根据 条 件 (2.9.3) 及 (2.9.5), 有 
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S'(zi 一 0) = S (zi 十 0)， (2. 9.4) 
S"(zri 一 0) 一 S(zi 十 0)， 
i 一 1,2,…,? 一 1. 但 是 ,S 由 并 段 次 数 不 超 过 3 的 多 项 式 组 成 ， 
共有 4 个 待定 参数 . 因此 ,为 了 确定 S, 还 缺少 两 个 条 件 . 通常 是 
在 区 间 [a, 妇 的 端点 ae 一 zy,b 一 z 上 各 附加 一 个 条 件 . 在 端点 上 
的 条 件 称 为 边界 条 件 . 插值 条 件 (2. 9. 3) 中 已 包含 两 个 边界 条 
件 .常见 的 附加 边界 条 件 有 三 种 ,并 由 此 提出 以 下 三 个 类 型 的 择 
值 问题 . 
问题 求 三 次 样 条 插值 函数 S, 满 足 附 加 边界 条 件 
S'(zo) 三 ‰，S(z) 一 加 (2. 9.5) 
问题 于 求 三 次 样 条 插值 函数 S, 满 足 附 加 边界 条 件 
SCzo) 一 %，S(z) 一 思 "， (2.9.6) 


| 一 0) = SGCri 十 0)， 


其 特殊 情况 
S"(zo) 一 S"(zo) 一 0， 
称 为 自然 边界 条 件 . 
问题 下 当 被 插 函 数 是 以 z, 一 zo 为 周期 的 周期 函数 时 ,要 寻 
求 三 次 样 条 S ,满足 内 部 节点 处 的 条 件 
SCzi) 一 (一 1,2, 2 一 1) 
及 边界 条 件 
SCro) = 王 SCz.) 一 前， 
Sw (ze 十 0) 一 Sw(z 一 0) (一 1,2). 〈2.9.7) 
这 是 周期 型 问题 , 所 寻求 的 样 条 函数 S 称 为 周期 样 条 函数 
(periodic spline function ). 
定理 2.9.S 插值 问题 TI 、 焉 的 解 均 存 在 惟一 . 因此 ,问题 
是 如 何 具体 去 构造 三 次 样 条 插值 函数 S. 
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6yo 十 2py4 co 


， 6 Cl 
6 
丰 喜 ， 证 枉 C2 
6y,-: 2 Cn-1 
6y， 一 2jy” Cn 


还 有 关系 式 
5-1 一 Ci 一 2hy% 9 
crl 一 cl 十 2hy 


〈2. 9.13) 


对 以 三 对 角 和 拖 阵 为 系数 矩阵 的 线性 代数 方程 组 有 方便 的 解法 ( 见 
第 6 章 ). 从 方程 (2.9.12) 解 出 co,cl,…，,cv, 再 从 式 (2.9. 13) 算 出 
c-iycn+ly 然 后 代 和 人 式 (2. 9.9) , 便 得 所 求 样 条 插值 函数 S. 

对 问题 料 由 条 件 (2.9.3) 及 (2.9.6), 可 归结 出 如 下 代数 方 


程 组 : 
ac 一 


其 中 


1 4 1 
] 4 
是 "一 1 阶 严 格 对 角 占 优 的 对 称 三 对 角 矩 阵 而 


六 ? yw 
6 一 yo 十 6 


6y。 Caz 
6y C 
7= ，e=|; 
63ym-z Cr2 


(2. 9. 14) 


069 。 





还 有 关系 式 
ci 一 2co 一 十 12W% ， 


《2. 9. 15) 


crH 一 2c。 一 co-l 十 钴 六 。 


从 方程 (2. 9. 14) 解 出 cl ,cz ,…，,c,_i, 再 从 式 (2. 9. 15) 中 算出 c-,， 


CoyCcnyCn+l， 


对 问题 看 ”由 条 件 (2.9.3) 及 (2.9.7) 可 以 推出 


CaH 一 Cy Co 一 Cr Cl 一 Co-i (2. 9. 16) 
及 线性 代数 方程 组 
ac 一 了， 《2. 9. 17) 
其 中 
4 1 
1 4 1 
1 上 1 
1 4 1 
1 14 
是 半 阶 矩阵 ,而 
6 cl 
6 C2 
= 人 4 
63。-! Cn 一 1 
6 Cn 


0 





三 十 】 
S'(zo) = 天 21004( 一 太一 的 字 
j 二 1 


m 十 1 
SCzi) = >7c03(i 一 1 一， (2.9.10) 


省 


1 哮 十 1 
SGz) 一 天 2003(2 一 力 一 
和 一 ! 


i 一 0,1，…m. 利用 式 (2.9.1) 中 0: 的 表达 式 , 可 得 


D,(0) = 过， 0:( 士 D = 于， po:(z) =0 (| zl 三 2). 


04(0) = 0， 04( 士 D) = 二 二，04(z) = 0 〈|z1> 2)， 
于 是 式 (2. 9. 10) 的 具体 形式 为 


一 <c-! 十 cl ss 
人 
于 cr 十 巡 a 十 井 cn 一 W， Li 一 0 1，… 7. 《2.9. 11) 
二 c: 十 co 。， ， 
一 yn ， 
最 后 归结 为 解 线性 代数 方程 组 ; 
ac 一 了 《2. 9. 127) 
其 中 
4 2 
] LE 二 
多 工 
4 王 
4 工 
2 4 


是 "十 1 阶 具有 严格 对 角 优势 的 三 对 角 矩 阵 ,而 
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从 式 (2. 9. 17) 解 出 c ,cs,…，,c, 由 式 (2.9. 16) 可 直接 确定 


Cn+1yC0yC 一 1。 
2.9.5.- 任意 分 划 的 三 次 样 条 插值 函数 


假设 分 划 是 任意 的 ,构造 三 次 样 条 插值 函数 S 的 一 种 方法 如 
下 . 令 
S (zi) 一 M (G 一 0, 1 2)， 〈2. 9. 18) 
由 于 S 是 分 段 次 数 不 超 过 3 的 多 项 式 ,而 且 二 阶 导数 S' 连 续 ,可 
知 S' 是 折线 函数 ,因此 在 任意 取 定 的 子 区 间 [zivzrri] 上 有 


SCz) 一 ML 2 一 工 十 Mi 二 (2.9.19) 





其 中 太一 ztl 一 i 将 式 (2.9. 19) 积 分 两 次 ,并 利用 插值 条 件 
SCzi) 一 3iy SCzHl) 二 Jr 
确定 两 个 积分 常数 ,得 到 
CN 一 学 7 ( 工 一 了 iD) 
SCzr) 一 M， 6 十 Mih 一 十 


( 兰 一 “各 ]Gzu 一 亲 十 
(将 一 交 放 )(z 一 z) (ZE [zizrl])， 
《2. 9. 20) 


对 S 求 导 , 又 得 


证 2 和 一 小 
S'(z) = 一 M， 2 2 亏空 十 2 一旦 一 
2 (ze [zivzu])， (2. 9.21) 


利用 式 (2. 9. 4) 中 的 条 件 
SCzi 一 0) =S (zi 十 0) 《一 1 2 一 1)， 
。71 。 


并 根据 在 子 区 间 [zi- ,Zi 门 及 [z 了 i++1 ] 上 S 的 两 种 表达 式 ,可 得 


方程 
Hp 十 2M 十 AM 一 dd (1 一 1,2, 光一 1)， 





(2. 9. 22) 
其 中 ， 
疡 -1 
包 7 轴 1 一遍” 
Ai 一 工 一 Aiy (2. 9. 23) 
一 ”6 (3 中 一 站 一 站 一 儿 
E | 下 刀 ) 
式 (2.9.22) 是 关于 "十 1 个 未 知 数 Mo ,Mi ,…,M, 的 = 一 1 个 
方程 , 尚 需 附 加 边界 条 件 ,补充 两 个 方程 . 


对 问题 IT ”由 条 件 (2. 9. 5) 并 利用 式 (2. 9. 21) 可 导出 如 下 两 
个 方程 ; 


2M 十 M 一目 ( 旦 雹 天 一 闻 )， 


(2. 9. 24) 
M.- 十 2M, 一 站-( 交 一 关 元 2). 
对 问题 芋 由 条 件 (2.9.6) 直 接 有 
RM 一 六， 
人 一 尖 。 
对 问题 下 由 条 件 (2.9.7) 有 
yn 一 yo， 


(2. 9. 25) 


而 且 可 导出 两 个 方程 : 
几 一 (2.9. 26) 
Mi 十 pnM。 十 2M, = dd， 四 


其 中 
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,一 1 一 Ap (2.9.27) 
本 6 (太一 加 为 二 yn- 
中 mo 十 刀 一 : ( jh 万， ). 


由 式 (2. 9. 22) 与 式 (2. 9. 24) ,或 式 (2. 9. 22) 与 式 (2. 9. 25) ,或 
式 (2. 9. 22) 与 式 (2.9. 26) ,分 别 构成 具有 三 对 角 非 奇异 系数 矩阵 
的 方程 组 ,可 以 解 出 Mu, Mi,…,，M,, 并 由 式 (2. 9. 20) 与 
式 (2.9. 21) 确 定 样 条 插值 函数 及 其 导 函 数 . 这 样 ,插值 问题 II、 
亚 均 得 到 解决 . 


2.9.6 三 次 样 条 插值 的 收 剑 性 


利用 三 次 样 条 插值 ,不 会 出 现 拉 格 朗 日 插值 时 的 那 种 * 龙 格 现 
象 ". 为 了 提高 插值 的 精确 度 , 样 条 插值 可 用 增加 节点 的 办 法 来 实 
现 ,而 拉 格 朗 日 插值 增加 节点 会 导致 多 项 式 次 数 的 增高 , 常 引 起 计 
算 的 不 稳定 , 下 面 仍 取 第 2. 7 节 中 龙 格 提供 的 函数 为 数值 计算 的 
实例 . 


2 _: 
例 2.9.6 设 F(z) 一 [二 ,zE[ 一 5,5], 节 点 为 


zi 一 一 5 十 i 《ii 一 0,1,…,10). 
求 三 次 样 条 插值 函数 S, 满 足 插值 条 件 
SCzi) = F(z) (一 0,1,…，,10)， 
及 附加 边界 条 件 
S'( 一 5) = 放 ( 一 5)， S (5) = 户 (5)， 

即 对 函数 求 样 条 插值 问题 I 的 解 . 

解 表 2.6 给 出 了 S 的 数值 结果 ,为 了 比较 , 表 中 还 列 出 了 了 了 
及 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 Lie 的 相应 结果 . Lo 的 几何 曲线 已 在 
图 2. 3 中 给 出 . 可 以 看 出 ,S 能 很 好 地 近似 地 
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加 呈 有 人 
和 


-eepppppeeD: 
和 
oo 
oo 
oo 


对 于 JE C[a, 纪 , 记 
1 = 一 max | /z) |， 
称 | 了 | -为 函数 三 的 co 范 数 . 
定理 2. 9. 7 给 出 了 关于 三 次 样 条 插值 收敛 性 的 一 个 结论 . 
定理 2.9%.7 设 fEC'[o,b],S 为 问题 工 或 问题 贡 的 插值 函 
数 , 令 


= 到 网 用 用 一 二 一 
Ar -2 
0 扎 运 呈 1 
(人 一 0, 1 一 1)， 
8 称 为 分 划 比 . 则 有 估计 式 
和 Jr 一 S 由 1 过 < | 钛 全 | (RER=0,1,2.3)， 
《2.9.28) 


。74 。 


其 中 


Co 


一 5 业 二 一 8 十 太 
384， 2 


这 个 定理 中 系数 CoyCl1yC2 均 与 分 划 比 无 关 , 仅 cs 与 分 划 比 有 
有 关 . 因此 , 当 A，~~0 时 , 式 (2.9.28) 表 明 , 样 条 插值 函数 S 及 其 一 
阶 导数 S ,二 阶 导数 S ,分 别 一 致 收敛 于 矿 , 广 , 广 . 若 分 划 比 在 加 
密 过 程 中 能 保证 


Cl1 一 


0 一 迄 8 过 M， 
这 里 m 与 M 是 常数 , 则 还 有 S" 一 致 收银 于 广 . 


2.10 反 揪 值 


2.10.1 播 值 与 反 播 值 


设 函数 了 的 离散 数据 为 
(ziyy)，yi 一 zi)，1i1 一 0 1，……71， 

插值 的 目的 是 在 zo,zi,…,z, 之 间 给 定 了 自 变 量 z 的 值 后 ,要 去 
求 函 数 了 的 近似 值 , 其 途径 是 构造 插值 多 项 式 . 不 同 的 构造 方法 ， 
就 是 不 同 的 插值 法 . 与 此 相反 , 反 插 值 的 目的 是 在 y ,yy ，…，， 之 
间 给 定 了 函数 太 的 值 后 ,要 去 求 自 变量 z 的 近似 值 , 其 途径 仍 是 
利用 插值 法 . 

反 插 值 有 两 种 处 理 方式 : 一 种 是 直接 利用 函数 j 的 插值 多 项 
式 ; 另 一 种 是 在 假设 广 :存在 的 前 提 下 ,构造 的 反 函 数 三 :的 插 
值 多 项 式 . 

因为 反 播 值 归结 为 求 满足 fF(Cz) 一 < 的 z 的 近似 值 ,这 里 “是 在 
yw 之 间 的 某 个 值 . 如 果 了 的 反 函 数 广 ': 存 在 , 则 z 一 广 (c)， 

反 搬 值 就 是 求 广 : 在 < 上 的 近似 值 . 当 c=0 时 , 反 择 值 就 是 求 
函数 三 的 近似 零点 ,或 者 说 是 求 方程 f(z)=0 的 近似 根 . 所 以 反 
揪 值 有 明显 的 意义 ， 

。75 。 


2.10.2 利用 函数 的 搬 值 多 项 式 反 揪 


考虑 在 ze 与 z: 之 间 进 行 反 揪 值 . 假设 c 是 y%。 王 F(zo) 与 
3 一 FFCzi) 之 间 的 一 个 值 , 则 当 三 连续 时 ,在 ze 与 zi 之 间 必 存在 
Z 使 得 fF(z) 一 c, 寻 求 工 的 近似 值 ,一 般 只 利用 太 的 低 次 插值 
多 项 式 . . 
从 离散 数据 算出 了 的 均 差 表 , 如 果 均 差 表 中 的 二 阶 均 差 实际 
上 可 看 作 零 , 则 了 在 ze 与 zi 之 间 可 用 一 次 插值 多 项 式 包 近 
似 代替 ， 
思 (z) 一 F(zo) 十 FLzoyz]( 一 ro) (2. 10. 1) 
令 户 (z)=c, 从 式 (2. 10. 1) 中 解 出 =, 即 得 所 要 求 的 近似 值 . 
如 果 均 差 表 中 到 三 阶 均 差 才 实际 上 可 淖 为 零 , 则 三 在 r。 与 
zl 之 间 可 用 二 次 插值 多 项 式 户 近似 代替 ， 
zz:(z) 一 太 zo) 十 FLzoyzi](z 一 xzo) 十 
FLzoyziyzrz](Cz 一 zo)(z 一 xi)， .(2.10.2) 
这 时 , 令 加 (z) 一 c, 要 从 式 (2. 10. 2) 去 解 出 x, 一 般 用 逐次 通 近 法 ， 
先 取 z'“” ,使 得 满足 
(Crzo) 十 F[zo,zi](zo) 一 zo) 一 c， 


即 
下 
xz 一 zo 十 人 (za 
J 民 : Zi 
再 求 zx ,使 得 满足 
7 六 (zxo) 十 FLzo 和 ] (之 人 一 2Zo) 十 
JJLzoziyzs](zo) 一 zo)(Czoo 一 zi) 一 ec 
即 
福 (D = 十 一 Arzo) 
0y 立 ! 
[zw 一 zxo)Czteo 一 研 )， 
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然后 可 利用 和 迭代 公式 


立 0 ， 工 1 ?并 
(b 一 并 (9) 构 0 1， 3 cerb 


Zeb 一 (1) 
09 工 ! 


一 To)( 工 一 Zi) 


(2. 10.3) 
反复 进行 迭代 ,直至 xz% 与 zx 因 2 在 所 要 求 的 精确 度 下 相等 为 止 . 

如 果 在 均 差 表 中 三 阶 均 差 实际 上 还 不 是 零 , 则 可 用 更 高 次 的 
插值 多 项 式 . 

对 于 等 距 节点 情形 ,可 改 用 差分 形式 的 插值 公式 . 设 

zi 一 m 十 太一 0,1,…，m)， 
且 
_ z 一 z 十 太 (0 一 上 一 1)， 

则 迭代 公式 (2. 10. 3) 可 改写 成 


tb 一 to) 一 人 oo 一 1) (& 王 1,2,…)， 
9 


(2. 10. 4) 
其 中 


to) 一 < 一 Jo 


Ayo 


例 2.10.1 已 知 f(z)=sinz 的 函数 表 如 下 : 










站 一 SinZzi 
0.9888898 
0. 9857192 
0.9821543 


0. 9781966 
0.9738476 
0. 9691091 












求 arcsin0. 9800000 的 值 . 
解 ” 取 zxo=1.76,y 王 0.9821543. 经 计算 得 
Ay 一 一 0. 0039577， A:y 一 一 0.0003913， 
,io _ 0.9800000 一 0.9821543 _ 0.5443313. 





一 0. 0039577 
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采用 二 次 插值 多 项 式 , 将 *" ,Ayo,A:y 的 值 代 人 式 (2. 10. 4), 得 
到 迭代 公式 
t9 一 0.5443313 一 0. 04943527K4D(tecD 一 1) 
(一 1,2,…)， 

由 此 公式 算出 

1 一 0.5565926， tt2) 一 0.5565318， tG) 一 0. 5565321. 
从 x9) 得 到 

sinarc0. 9800000= zG) 一 zo 十 23) 丰 

一 1.76 十 0.5565321 X 0.02 = 1.771131. 


这 个 值 准确 到 第 六 位 小 数 ， 
2.10.3 构造 反 函 数 的 插值 多 项 式 


设 函 数 了 在 点 zuoyzi,…,zs 上 的 值 为 ye， 六，…,. 若 丰 的 
反 函 数 广 :存在 , 则 三 :在 点 Jo Ji yn 上 的 值 为 YoyTly 
Zn 这 样 , 反 函数 广 :以 mw, ,yw 为 节点 的 插值 多 项 式 为 
访 (y) 一 广 () 十 广 [yom](y 一 ) 十 
广 [y ?1 ,yz] (3y 一 yo)(y 一 男 让 十 必 填 
扩 [ooy293o(3 一 oo)( 一 )…(y 一 辐 -iD)， 
《2. 10. 5) 
由 于 这 是 利用 /的 离散 数据 来 建立 三 的 插值 公式 ,yy yy 
一 般 不 会 是 等 距 分 布 , 因 此 上 面 写 出 的 是 均 差 形式 的 公式 . 
对 yy 确定 的 区 间 内 的 任何 值 c, 可 由 式 (2. 10.5) 算 
出 广 (c) 的 近似 值 , 或 者 算出 方程 FrCz) 一 <c 的 近似 解 ， 
例 2.10.2 设 /z) 一 飞 一 3 荆 一 z 十 9, 已 知 三 的 下 列 函数 值 ， 


一 一 ~ 
宕 一 13 一 工 和 人 9 1 7 
一 一 
了 (Z) 3. 033 1.776 0. 375 本 一 2.883 
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求 方 程 f(z)=0 在 区 间 [ 一 1.7, 一 1.3] 上 的 根 的 近似 值 . 
解 三 的 反 函 数 三 :的 均 差 如 下 : 


0.0795545 
0.0752445 
0.0712758 
0.0676133 











1.776 
0. 375 
一 





0.0030763 
0.0028044 
0.0025630 







0.0001753 
0.0001575 






0. 0000104 





由 均 差 表 得 出 广 :的 插值 多 项 式 为 
访 (?) 一 一 1.3 十 0.0795545(y 一 3.033) 十 
0. 0030763(y 一 3.033)(y 一 1.776) 十 
0. 0001753(y 一 3.033)(y 一 1.776)(y 一 0.375) 十 
0.0000104(y 一 3.033)(y 一 1.776)(y 一 9.375) X 


(y 十 1.176) 
经 计算 可 得 方程 fF(z)=0 在 [一 1.7, 一 1.3] 上 的 根 x 的 近似 值 
工 一 广 !(0) = (0) 一 一 1.525097， 
根 z 的 实际 七 位 准确 值 是 一 1.525102. 


2.11 有 理 函 数 插 值 


2.11.1 有 理 插值 的 存在 惟一 性 


假设 给 定 关 十 zx 十 1 个 互 异 的 点 zz yzn+fs 和 相应 的 函数 值 
(rzo)， Crz)，…FCznt)， 


构造 一 个 有 理 分 式 函 数 


Na 
2 卫 .(Cz) 
anZ" 十 amiz” 十 必 十 az 十 ao 2 了 1 
二 二 二 十 ， 2115 
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使 之 满足 插值 条 件 

Re(zi) 一 (zi) (一 0,1, mm 十 m)。 (2.11.2) 
这 种 问题 就 是 所 谓 有 理 函 数 插值 问题 . 当 "一 0 时 ,Ru 是 一 个 疡 
次 多 项 式 , 插 值 问题 (2. 11. 2) 的 解 存在 惟一 .但 当 ”>0 时 ,Ru 是 
一 个 真正 的 有 理 分 式 函 数 ,插值 问题 (2. 11. 2) 的 解 不 是 存在 惟一 
的 . 例如 ,假定 zm=0,F(Czi) 一 0,FCzt) 天 0 这 种 特例 ,此 时 

Qo 

bz 十 十 并 十 罗 0 
由 Ru (zi) 一 0 可 推 知 ao 一 0, 但 ao 一 0 时 Ro(Czt) 天 0 显然 不 成 
立 , 故 这 个 插值 问题 无 解 . 这 就 说 明 满 足 插值 条 件 (2. 11. 2) 的 有 理 
分 式 函 数 的 解 是 否 存在 是 有 条 件 的 . 但 可 以 证 明 揪 值 问题 (2. 11. 2) 
的 解 如 果 存 在 则 必 惟 一 . 这 里 惟一 的 概念 是 指 两 个 有 理 分 式 


PCz) _ 了 :(z) 
Ri (Cz) 一 Gaj， 民 : (z) 一 忆 O 


玉 o(Z) 一 








满足 条 件 
Pi(Cz)Q:(Cz) 三 P:(z)QCz)， 
此 时 , 称 玉 :( 及 ) 与 及 :人 ( 全 ) 等 价 ,并 用 记号 及 ( 本 ) 一 尺 :( 生 ) 表 示 . 
如 果 存 在 常数 "天 0, 使 
P:(z) =apPi(Cz)，Q:(Cz) = 一 aQi(Cz)， 
则 称 R(。) 与 R(，) 恒 等 , 记 作 R(，) 反 Re(。) ,两 个 有 理 分 式 
Ri(C' ) 与 Ri(，) 等 价 ,必须 而 且 只 需 R(.， 和 R:(。) 的 最 简 分 
式 玉 (，) 与 玉 (。) 便 等 .因此 ,在 使 用 时 只 要 两 个 有 理 分 式 等 
价 , 则 认为 它们 是 同一 有 理 分 式 而 不 加 区 别 . 有 理 函 数 插值 的 惟一 
性 即 建立 在 这 种 意义 上 . 
因此 ,对 有 理 函 数 插值 来 说 ,关键 问题 是 存在 性 和 具体 解法 . 当 
有 理 分 式 (2. 11. 1) 满 足 插值 条 件 (2. 11. 2) 时 ,只 要 分 母 D,(z ) 天 0 
(一 0,1,，… 十 2) ,就 有 
Nm(zi) 一 zi)Do(zi) 一 0 (一 0 1 ,7 十 2)， 
(2. 11. 3) 
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它 是 关于 系数 ao,…，,aovt,…，a 的 线性 方程 组 . 这 里 未 知 数 约 
去 一 个 常数 后 实质 上 只 有 mm 十 mn 十 1 个 ,与 方程 个 数 相同 , 方 
程 (2. 11. 3) 比 非 线性 方程 (2. 11. 2) 容 易 求解 ,但 它们 是 否 等 价 是 
有 条 件 的 . 

定理 2.11.1 车 线性 方程 组 (2. 11. 3) 有 非 平凡 解 ,为 使 满足 
播 值 条 件 (2. 11. 2) 的 最 简 有 理 分 式 Re。.(z)= 刀 (zz)/q(z) 存 在 ， 
必须 且 只 需 (2. 11. 3) 的 任 一 非 平凡 解 N2 (z) 或 D; (z) 在 约 去 一 
切 公 共 因 子 后 所 得 的 互 质 多 项 式 A(z),B(z) 仍 然 是 (2. 11. 3) 的 
解 , 即 

A(zi) 一 zi)BCzi) 一 0 (一 0 1 711 十 2)， 

这 个 定理 给 出 了 方程 (2. 11.2) 与 (2. 11. 3) 等 价 的 充分 必要 条 
件 ,但 是 所 给 条 件 不 便于 检验 . 定理 2. 11. 2 给 出 的 是 一 个 便于 应 
用 的 条 件 . 

定理 2.11.2 设 (z,y) 中 各 zi(G 一 0,1,…，,mm 十 2) 是 互 异 
的 , 交 =Fzi)G 一 0,1,…，, 到 十 站 .为 使 满足 插值 条 件 (2. 11. 2)? 的 
最 简 有 理 分 式 





人 (7) 
及 (Z) 一 DCzy 
存在 ,必须 且 只 需 下 述 各 矩阵 
二“ 8 用 Zr Jo oo0 1 Zoo 
六 1 Zr 下 TO 3 
1 zh TH oo rr Hoh 
Te 工 妆 。 2 mhn 工 mrHaynrh  “” Haymhn 
一 0, 1 7 十 2 《2. 11. 4) 
都 是 非 奇异 的 . 
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例 2. 了 .3 给 定 (zo 加) 一 (0,1)，( ,) 一 (1,0) 和 (zz 9%) 一 
《2,0), 用 形 如 
Ri (z) = 十 az 


bo 十 包工 
的 有 理 函 数 对 上 述 三 个 型 值 点 插值 . 由 于 
本 
4。 一 
1 0 


是 一 个 奇异 阵 ,由 定理 2. 11. 2 知 上 述 插值 问题 的 解 不 存在 . 
2.11.2 蒂 埃 勒 倒 差 商 算法 


蒂 埃 勒 (Thiele) 根 据 多 项 式 插值 的 牛顿 差 商 插值 公式 ( 见 
2.4.2 节 ) 的 思想 ,为 解决 有 理 函 数 捅 值 问题 (2. 11. 2) 设 计 了 一 种 
连 分 式 插值 的 蒂 埃 勒 方法 ,其 表达 式 为 


工 一 2o 


及 (Cz) 一 ac 十 《2. 11. 5) 
了 一 1 
Cl 0 
| 人 
Qnm+n 
上 式 可 简写 为 
有 R(z) 一 ws 十 工 一 印 汪 二 “30 Co 








0 十 az 十 十 Ga 
按 插值 条 件 (2. 11. 2) ,此 时 表示 为 
R(zi) = Cri) (一 0, 1 7 十 1) 〈2. 11.6) 
由 此 条 件 可 求 出 式 (2. 11.5) 中 的 系数 ae (& 一 0,1,…，m 十 2) 
的 表达 式 , 类 似 差 商 ( 即 均 差 ) 定 义 可 给 出 倒 差 商 定义 ， 
定义 2.11.4 给 定点 集 {zii 一 0,1,…} ,如 果 函 数 序列 满足 
关系 : 
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并 一 (2. 11.7) 


Vo(Zz) 一 耻 (z)， 
| 《R 一 1,2,，…)， 


uCZ) 本 VWr-1 《z) 一 Tc-1 (Zil ) 


称 ww(z) 为 函数 FF(z) 在 点 集 {zii= 一 0,1,…}》 上 的 大 阶 倒 差 商 


(inverse divided difference)， 


了 于 全 一 0 了 一 6 
当 4 一 1 时 ,wz) 一 二 CGO 一 FDC， 
当 一 2 时 ,zw(z) 王 一 一 一 之 


wz) 一 mi(Zi) 


式 (2.11.7) 可 改写 为 


vo(Z) 一 mw(zo) 咎 二 = 记 CD 


并 一 ITk 


AH CZ) 
利用 公式 (2. 11. 8) 可 将 fx) 展 开 为 连 分 式 


丰 (z) 一 zo(z) 一 mo(Czo) 十 


kt(Z) 一 mu(Cza) 十 村 (一 1,2,…). (2.11.8) 


卫 一 人 To 


Wi(zi) 十 工 





Tz 当 


0 站 一 工 ) 


一 mw(mo) 十 贡 避 和 二 二 十- “十 


工 一 工 m+Hm1 并 一 工 m+nm 
Verri(Z) 十 wzZ) 


上 式 右 端 略 去 最 后 一 项 ze ,并 记 





工 一 并 一 工 nrHor1 
RCz) 一 mw(zo) 十 工 二 人 “二 CR 
6C2RLELS 9 


这 与 式 (2. 11.5) 的 连 分 式 形式 相同 ,假设 对 zo,zi，……，zn+* 倒 差 
商 we(zt) ,有 一 0,1,， ,mm 十 7 有 定义 ,由 式 (2. 11.9)， 
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当 z=zo 时 ,RCzo) 一 m(zo) 一 FF(zo)， 
当 z=zl 时 ,RCzi) 一 m(zo) 十 写 Cr 了 一 w(z0D) 一 /Cr)， 


二 0 


当 z=zs 时 ， 尺 Czz) 一 zm(zo) 十 
mw(zi) 十 于 





Vz 1 


一 mw(zo) 十 (二 CS 一 wm(z) 一 了 (zs )， 


一 般 情 形 可 用 归纳 法 证 明 尺 (zi) 王 zi) 对 守 一 0,1, 7 十 了 
成 立 . 故 式 (2. 11. 9) 得 到 的 尺 Cz) 即 为 满足 插值 条 件 (2. 11. 6) 的 有 
理 函 数 插值 . 求 RCz) 时 只 需 计 算 倒 差 商 w(zi) ,通常 可 构造 倒 差 
商 表 ( 见 表 2.7). 





家 2.7 









Don(Zi) 


后 zi) 一 mm(z) 
一 上 (Czo)》 






Zi 所 一 mm 人 zi) (Crl) 
工 z 户 一 m(zz) mi(zz) 克 (zz) 
IT3 户 一 m(zs) m(z) wm(r) mm(xzs) 





Jets 一 mp(To+n) Ra 





表 中 的 倒 差 商 可 由 以 下 公式 计算 : 


一 人 -1 
Wi-1 (Zi) 一 世 一 ) (> 机 


(& 一 1 2 1 一代 十 1 和 十 用)- 
例 2.11.5 给 出 函数 表 


VE(Zi) 


Ti 0 1 2 3 人 
万 1 172 1/5 1710 1717 
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求 有 理 插值 R(z). 
解 ” 先 构造 倒 差 商 表 





meCzi) ze(Zi) VCZiD) 









太一 mm(Czi) m(zi)》 








三 2 
1/5 一 2/5 二 2 

1710 一 10/3 一 3/2 2 
一 17/4 一 4/3 





表 中 对 角 元 素 的 数值 即 为 公式 (2. 11. 9) 用 到 的 倒 差 商 , 由 
式 (2. 11.9) 可 得 有 理 插 值 函 数 为 


E 一 和 -一 一 个 这 一 总 
R(z) 一 1 十 一 天 十 一 2 十 7 十 


并 





本 迷人 
二 和 二 二 
工 一 2 
2 十 | 
一 1 十 过 
2 十 民 一 了- 
了 本 
过 
1 十 
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3 本 数 逼近 与 曲线 拟 合 


3.1 范 数 空间 的 范 数 与 最 佳 逼 近 问题 


3.1.1 函数 通 近 与 函数 空间 的 范 数 


在 区 间 [a, 纪 上 给 定 一 个 连续 函数 F(。), 用 简单 函数 交 ，) 
去 近似 FC。) ,就 是 函数 逼近 要 研究 的 问题 . 通常 放 (。) 可 取 为 多 
项 式 \ 有 理 分 式 或 三 角 多 项 式 , 但 由 于 计算 机 上 只 能 做 四 则 运算 ， 
所 以 ,如 果 要 利用 逼近 函数 计算 F(z) 的 值 , 则 取 多 项 式 与 有 理 分 
式 逼 近 , 其 实际 意义 更 大 . 度量 通 近 误差 的 标准 可 以 各 不 相同 ,但 
比较 重要 的 只 有 两 种 ,其 对 应 的 函数 逼近 称 为 一 致 珊 近 与 平方 
盘 近 . 

在 区 间 [a, 妇 上 的 所 有 连续 函数 集合 记 为 CLa, 菇 称 为 连续 范 
数 空间 , 它 也 是 一 个 线性 空间 , 按 线性 空间 范 数 定义 ,可 给 出 下 面 
定义 . 

定义 3.1.1 设 feC[a, 所 ,车 存在 惟一 实数 ‖ 。|| ,满足 
条 件 : 

GD) Fl 0, 当 且 仅 当 =0 时 外 AI =0; 

(2) lafl=lal 71 ,其 中 ER 

(3) 17F+g1s II+lgll，VYPgEcra,o. 
则 称 | ， || 为 连续 函数 空间 C[a , 妇 的 范 数 Cnorm). 

常用 的 范 数 有 以 下 三 种 ， 

1 7 = 一 max|7(z)|, 称 为 co- 范 数 或 最 大 范 数 . 


| 7 = 上 | | FCz) | dz, 称 为 1- 范 数 . 
ww 86 ， 


171 = (| mcepaz) ”, 称 为 2- 范 数 ， 
容易 验证 上 述 三 种 常用 范 数 均 满足 范 数 定义 中 的 三 个 条 件 . 
3.1.2 最 佳 逼 近 问 题 


考虑 连续 函数 空间 CLe, 引 上 的 元 素 f(z), 即 fE C[a,bo], 若 
C[a, 扫 的 子 集 到 , 表示 为 
钙 , 一 span{po yp pr)}， (3.1.1) 
其 中 miEC[a,b](i 一 0,1,…,m), 且 元 素 po,p ,go 线性 无 关 ， 
即 找 不 到 不 全 为 零 的 常数 ai(i 一 0,1,…,m)， 使 得 
aopo(Cz) 十 aipl(Cz) 十 … 十 aps(Z) 一 0， YER 
成 立 . 由 式 (3.1.1) 知 ,对 Y9pES, 可 表示 为 
2p(z) 一 aogpo(z) 十 apl(z) 十 … 十 angn(Z)，(3.1.2) 
今后 称 p(z) 为 广义 多 项 式 . 若 取 
po(z) 一 1，p(z) 一 ，…， rzZ) 一 并 ， 
显然 wmE C[a,g(Gi 一 0,1, ,0) 且 (9 一 关 ). 线性 无 关 , 此 时 子 集 
记 为 五 ,一 span{1,z,…，,z")} 表 示 次 数 小 于 等 于 的 多 项 式 
户 (z) 一 ao 十 ai 工 十 …… 十 an” (3.1.3) 
所 构成 的 集合 , 它 是 C[a,g 的 一 个 子 空 间 . 
定义 3.1.2 设 fe C[a, 所 为 给 定 函 数 , 呈 .CC[a ,bo , 称 
A( 廊 ) 一 inf | 一 ?2 (3.1.4) 
为 子 集 @。 对 函数 太 的 最 佳 逼近 . 而 使 式 (3. 1. 4) 成 立 的 元 素 p”E 
瑟 , 即 
ACfp 一 7 一 六 一 AC72) 一 1 7 一 ?1 ， 
称 p" (z) 为 f(z) 的 最 佳 逼 近 广 义 多 项 式 . 
当 范 数 ‖， | 取 为 外 ， | -时 , 称 为 最 佳 一 致 逼近 , 当 ‖ “| 


取 为 上 | 。|| :时 , 称 为 最 佳 平 方 通 近 . 
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3.2 最 佳 一 致 遥 近 


3.2.1 连续 函数 的 一 致 通 近 


考虑 在 区 间 [a,6] 上 用 多 项 式 记 E , 一 致 逼近 连续 本 数 

和 EC[a,o], 如 果 成 立 
lim | 7 一 如 1 = 一 lim max | F(z) 一 加 (rz) | 一 0， 

则 称 加 (Cz) 在 [a,o] 上 一 致 收敛 于 F(Cz). 思 , 称 为 一 致 天 近 多 项 式 . 

关于 空间 C[La,5] 中 的 一 臻 逼近 问题 ,维尔 斯 特 拉 斯 
(Weierstrass) 在 1885 年 首先 证 明了 下 述 著名 定理 . 

定理 3.2.1 设 ecCfa, 妇 ,对 任意 给 定 的 s>0, 总 存在 一 个 
代数 多 项 式 如,(z)， 使 得 

1 7 一 娟 有- 一 max | (z) 一 加 (z) |<<e 

定理 3. 2. 1 说 明 对 任意 一 个 CLa,b] 上 的 连续 函数 都 可 找到 
一 串 代 数 多 项 式 去 逼近 ,使 其 达到 任何 事先 指定 的 精度 . 这 个 定理 
有 很 多 不 同 证 法 ,但 公认 的 最 完美 的 证 法 是 构造 伯 思 斯 坦 
(Bepanrreiim) 多 项 式 

B,(F,z) 一 袜 (人 7( 作 )=a 一 2 (0 和 xz 过 1)， 


2 队 

本 
其 中 虽 _ (7 De & 十 1) 
B,( 太 zz), 即 可 证 明 limp(z) 一 X(z) 对 YzEf[o,1] 一 致 成 立 . 这 
就 表明 任何 连续 函数 总 存在 一 致 逼近 多 项 式 , 但 用 F(z) 的 伯 恩 斯 
坦 多 项 式 逼近 F(z) ,收敛 很 慢 . 如 果 rz) 在 [a, 疏 上 的 * 十 1 阶 导 
数 连 续 , 取 zxoE(a,b5), 则 由 泰勒 展开 可 知 
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, 取 [a， 0 一 量 , 司 得 力 。 ( 工 ) 一 


(z) 一 rzo) 十 PC(zo)(z 一 zo) 十 … 十 
疝 7 (zo)(z 一 zo)" 十 RiCz)。 


记 它 的 前 ”项 部 分 和 为 如 ,(z), 则 有 
力 ,(z) 一 F(zo) 十 户 (zo)(Cz 一 zo) 十 … 十 


古 7 (zo)( 工 一 zZo)"， (3.2.2) 
有 RH (zxz) 一 一 机 人 们 一 可 
(在 工 与 zx 之 间 ). (3. 2.3) 
由 于 对 YzE[a,p], 有 
lim | 及 (CZ) | 兰 0， 
即 lim | 7 一 记 | -一 0, 故 加 (z) 是 FGz) 的 一 致 逼近 多 项 式 . 
例 3.2.2 对 J(z)= 一 er, 用 泰勒 展开 求 [一 1,1] 上 的 四 次 一 致 
有 逼 近 多 项 式 . 
解 取 zo 一 0， 得 
轧 ( 工 ) 一 1 十 工 十 去 于 十 井 忆 十 在 9 


玉 Ri (Zr) 一 时 一 加 (Zr) 一 高 = (在 z 与 0 之 间 )， 


|| er 一 如 《六 ) | 要 -< 遍 盖 0. 0226. 


在 区 间 [ 一 1,1 上 用 乌 (z) 逼 近 er- 的 误差 分 布 见 图 3. 1, 它 在 国 一 0 
附近 误差 较 小 ,但 在 区 间 两 端 误差 很 大 ,表明 误差 分 布 极 不 均 多 

一 臻 近 多 项 式 并 非 惟一 的 ,而 且 , 当 精度 要 求 较 高 时 ,多 项 
式 次 数 ”可 能 很 大 ,因此 为 求 得 使 误差 | 7 一 户 ‖| -取得 最 小 的 般 
近 多 项 式 ,就 要 研究 最 佳 一 臻 逼近 问题 ， 
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3.1 _ z 思 (rz)=*ex 的 误差 曙 线 


3.2.2 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 


在 次 数 不 超 过 ) 的 多 项 式 集合 媚 , 中 求 (。) ,使 它 与 fE 
C[a, 扫 的 误差 
省 7 一 加 中 = 一 Da | 7FGCz) 一 如 (Cz) | 


一 inf max | FCz) 一 如,Cz) | 
PE 月。 a<r<b 


这 就 是 最 佳 一 臻 逼近 问题 . 
定义 3.2.3 给 定 fe C[a, 妇 , 若 存在 加 《E 瑟 ,, 使 
A(CF, 加 ) 一 有 一 帮 外 < 
一 if 1 7 一 如 外 =- = 万 (3.2.4) 


则 称 四 是 乒 在 [ac,o6]J] 上 的 最 佳 一 致 逼近 (minimax 
approximation) 多 项 式 ,A(,; ) 称 为 最 佳 偏 差 (minimax error)， 
它 等 于 最 小 偏差 值 已 ,. 

理论 上 已 证 明 , 对 任何 FE C[a,bo], 都 存在 惟一 的 本 三 再 半 
使 式 (3. 2. 4) 成 立 . 实际 上 在 集合 瑟 , 中 每 一 元 素 pb, E 瑟 。 都 对 应 
一 个 偏差 A(CF, 加) ,由 于 4ACf, 加 )= | 太一 加 外 -= 兰 0, 故 集合 
{ACF, 加)} 有 下 界 , 从 而 有 下 确 界 已 一 ,ipf A(CH, 加 )， 如 果 存 在 


因 E 五 ,使 | 一 太 外 -=E,zp; 就 是 所 要 求 的 最 佳 一 致 逼近 多 
项 式 . 切 比 雪夫 (Chebyshev) 对 最 佳 一 臻 逼近 多 项 式 的 特性 ,给 出 
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了 下 面 的 重要 定理 . 

定理 3.2.4 〈 切 比 雪 夫 ) 设 Fe C[a,g],x* 二 0. 如 (，)E 万 ， 
是 了 在 La, 引 上 的 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 的 充分 必要 条 件 是 , (z) 
在 [a, 扑 上 至 少 有 mn 十 2 个 点 

aa 委 T<z 二 … 王 zsb， 
使 
力 : (zi) 一 zt) 一 (一 1)i 人 zs 一生 |， 
一 土 1,& 一 0,1,，…, 光 十 1. (3.2.5) 

这 个 定理 表明 ,最 佳 一 致 逼近 多 项 式 加 (z) 的 特性 , 即 加 〈(z) 
逼近 F(z) 的 误差 分 布 是 均匀 的 ,如 图 3. 2 所 示 . 





3.2 


若 在 空间 C[a, 刀 中 取 子 集 台 , = span{po yo，po)》 .由 定 

义 3.1.2 知 , 若 存在 p"E 瑟 使 
1 了 一 9 < 呈 o | 7 一 ?|-， 
则 称 p”(z) 为 je C[a, 寻 的 最 佳 一 致 珊 近 广义 多 项 式 , 对 于 代数 
多 项 式 集合 五。 的 元 素 a。(z) ,在 La,bo] 上 最 多 只 能 有 ?个 不 同 的 
零点 ,根据 切 比 雪夫 定理 3. 2.4 知 最 佳 一 致 近 多 项 式 加 Cz) 有 
mn 十 2 个 轮流 为 “十 ”“ 一 ”的 偏差 点 ,对 广义 多 项 式 PE 冤 , 也 要 求 
到 


在 [a, 纪 上 至 多 具有 半 个 不 同 的 零点 ,因此 要 对 广义 多 项 式 引进 更 
广泛 的 哈 尔 (Haar) 条 件 . 

定义 3.2.5 天 数 mw(z)EC[a,b](i 一 0,1,…，,z) 线 性 无 关 ， 
若 子 集 殉 ,=span{p ,poor}CC[a,o] 中 任 一 不 恒 为 零 的 广义 
多 项 式 (3.1.2), 即 

PCZ) 一 aofo(Z) 十 aipl(CZz) 十 … 十 anpn( 工 ) 

在 区 间 [a, 刀 上 至 多 具有 ) 个 不 同 的 零点 , 则 称 林 数 w (z)(i 一 
0,1,…，,2) 在 [a, 菩 上 满足 哈 尔 条 件 , 也 可 称 子 集 包 满足 哈 尔 
条 件 ， 

显然 , 子 集 互 , 是 满足 哈 尔 条 件 的 . 

、 有 了 定义 3.2.5, 就 可 类 似 定理 3. 2.4 得 到 下 面 定理 . 

定理 3. 2.6 若 子 集 巴 ,= 一 span{p ,pl ,…，, 知 } 满 足 Haar 条 件 

则 对 任意 给 定 的 函数 Je C[a, 妇 ,使 广义 多 项 式 


PCz) = >)argi(z) E 名 
1m0 


成 为 函数 jz) 在 空间 C[a, 纪 上 的 最 佳 ( 一 致 ;逼近 广义 多 项 式 的 
充分 必要 条 件 是 ”(z) 在 La, 刀 上 至 少 存在 z 十 2 个 轮流 为 “十 ”、 
“一 ”的 偏差 点 , 即 
2 (zi) 一 Ar) 一 (一 Do 一 六 1 -， 
0 一 十 1 一 0,1,…)7 十 1. 

利用 定理 3. 2. 6 还 可 证 明 当 子 集 到 ,CC[a, 纪 满足 Haar 条 件 
时 , 则 对 任 给 的 函数 Fe [a, 妇 的 最 佳 通 近 广 义 多 项 式 是 惟一 的 . 

Haar 还 提出 了 下 面 的 最 佳 允 近 广义 多 项 式 的 惟一 性 定理 ， 

定理 3.2.7 对 任何 函数 fe C[a, 妇 , 子 集 和 CCra,b6] 中 存 
在 惟一 的 最 佳 盘 近 广义 多 项 式 的 充分 必要 条 件 是 子 集 四 CC[a,O 
满足 Haar 条 件 . 
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3.3 最 佳 一 臻 逼近 多 项 式 的 数值 方法 


3.3.1 最 佳 一 致 线性 通 近 


关于 求 给 定 函 数 j(Cz) 的 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 , 理 论 上 可 由 定 
理 3.2.4 通 过 方程 组 (3. 2. 5) 求 得 ,但 由 于 它 的 非 线性 性 质 ,求解 
是 十 分 困难 的 ,通常 只 能 对 "一 1 给 出 具体 算法 ,对 *2 的 情形 通 
常 可 用 逐次 通 近 的 列 梅 兹 (Remes) 算 法 . 对 * 王 1 的 算法 如 下 : 
假定 F(。) 在 [a, 纪 上 二 阶 导数 挛 (。) 连 续 , 且 普 (。) 不 变 
号 , 设 丰 (z) 一 ao 十 wz, 由 定理 3.2.4 可知 ,在 区 间 [a, 纪 上 至 少 
有 3 个 点 a<zo<zi 委 zs 委 ,使 
(zi) 一 FGz) 一 (一 Di 太一 让 <， 
cc 一 十 1 一 0,1,2， (3.3.1) 
由 于 P(z) 在 [a,b] 上 不 变 号 , 故 广 (z) 在 [a,b] 单 调 , 所 以 ， 
[zj (z) 一 FGz)]=a 一 广 (z) 一 0 只 能 有 一 个 解 , 记 作 zi， 即 
ai 一 关 (zi); 另 两 点 必 在 区 间 端 点 , 即 ro =a,xzs* 一 0, 于 是 由 
式 (3. 3.1) 得 
好 (a) 一 Fa) 一 一 [ 办 (zi) 一 大 zl) 
一 四 (0) 一 CD)， 
由 此 可 得 
届 司 下 Dja = PCz)， 


攻 一 友 


《3:3:2) 
由 了 5 Q& 十 zi 
2 


例 3.3.1 求 F(z)= 对 在 [一 1,1] 上 的 一 次 最 佳 一 致 丙 近 
困 (Cz)E 万 (如 图 3.3 所 示 ). 
解 令 办 7 (z) 一 ao 十 az 由 式 (3. 3 2) 得 





图 3.3 


e 
e_ :1.1752， 





QI 一 e 
1 2 
(zi) 一 en 一 al 和 1.1752 -zi 一 lnal 0.1614， 
二 汪 
ao 一 和 全 十 全 (1 一 ) >z 1. 2643. 
于 是 得 到 最 佳 一 致 线性 逼近 、 
思 (z) 一 1.2643 十 1.1752z， ACF,b ) > 0.2788， 
3.3.2 列 梅 兹 算法 


切 比 雪夫 定理 3. 2.4 从 理论 上 给 出 了 求 最 佳 一 致 遇 近 多 项 式 
加 (z) 的 计算 方法 ,但 由 于 它 的 非 线 性 性 质 ,求解 是 很 困难 的 . 
列 梅 兹 于 1957 年 采用 线性 的 逐次 和 逼 近 方法 ,由 于 收 伍 很 快 ,效果 
较 好 , 是 求解 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 的 有 效 算法 . 下 面 给 出 具体 
算法 . 

设 FE C[a, 刁 ,其 最 佳 一 臻 逼近 多 项 式 


力 ”( 工 ) 一 了 
下 一 0 


的 z 十 1 个 系数 改 (一 0,1, ,72) ,最 小 偏差 正 。 和 7 十 2 个 偏差 
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点 a 和 zi 二 驻 二 …< 天 Ts 委 0 一共 为 2 十 4 个 未 知 数 . 由 
式 (3. 2.5) 得 
Da zi 一 xzr ) 一 (一 1)4o 忆 。， 
0 一 土 1;R 一 0,1,…，72 十 1， 《3.3. 3) 
(zl 一 a)(Czia 一 扩 [b2 (ze ) 一 广 (六 )] 一 0， 
& 一 0,1,… 和 十 1 
这 是 一 个 2 十 4 个 未 知 数 的 非 线性 方程 组 ,一般 情况 是 很 难 求解 
的 ,为 了 求  (z) ,可 由 方程 组 (3. 3. 3) 出 发 ,利用 切 比 雪夫 多 项 
式 Tn(Cz)( 见 3.4. 3 节 ), 先 求 出 近似 程度 好 的 偏差 点 ,再 用 逐次 各 
近 方 法 求 出 训 7 (z) ,这 就 是 列 梅 交 算法 (algorithms of Remes). 为 
方便 起 见 , 仍 假定 EU 一 1,1], 算 法 分 三 步 进行 . 
1 给 出 "十 2 个 初始 偏差 点 
一 在 雪 而 过 商 挟 人文 2 六 1 


通常 ,可 用 T.,(Cz) 的 偏差 点 习 =eos( 节 )(=0,1mva 二 1 


解 xz 十 2 个 未 知 数 Go yyQn 及 王 的 线性 方程 组 
ao 十 az 十 … 十 az 一 zi) 一 (一 1)FE， 
籽 一 0,1,…,m 十 1， 





从 而 得 到 各 近 多 项 式 各 (z) 一 》 az 及 下 . 


2. 求 "十 2 个 新 的 偏差 点 

一 1 委 吕 去 王 去 守 一 xz 委 1， 

要 求 .Czi) 一 zs) 正 负 交 错 , 且 
(z) 一 亡 (z) 一 0 (一 1，7)， 

也 可 包括 ze 及 ztri. 如 上 式 只 有 ?个 点 成 立 , 则 可 取 mo 王 一 1， 
zu+i 一 1. 在 某 些 点 zx: 上 ,满足 

| 由 天 2 坟 (xx) | 
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3 根据 定理 (3. 2. 4) 和 偏差 点 { 忌 } 的 性 质 ,有 
77 一 min | Czs) 一 如 (Cs) | 


< 
二 M== max | F(Czx) 一 轧 o(zke) | 
如 M/mm 充分 靠近 1, 则 加 (Cz) 为 所 求 , 记 作 加 (z). 例如 , 当 
M/ms1.05 时 , 则 得 加 (z); 否则 ,用 点 {z} 代 替 {zt} 转 回 第 1 步 
继续 迭代 . 
根据 列 梅 效 算 法 ,可 求 得 f(z) 一 ex 在 [一 1,1] 上 的 最 佳 一 致 
通 近 
zi (z) 一 0.994579 十 0.995668z 十 0.542973z2 十 0.179533xz? ， 
一 加 省 < 一 0.00553. (3.3.4) 
z; (Zz) 逼 近 F(z) 的 误差 分 布 见 图 3. 4. 





图 3.4 ef 的 三 次 最 佳 逼 近 误 差 


3.4 正 交 多 项 式 


3.4.1 内 积 与 正 交 多 项 式 


在 讨论 平方 逼近 之 前 需要 先 引 人 以 下 的 概念 . 
定义 3.4.1 非 负 函数 o(z) 在 区 间 [a,5]( 有 限 或 无 限 ) 上 满 
足下 列 条 件 ， 则 称 o(z) 为 [ae, 刀 上 的 权 函 数 (weight function)， 
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GD) | zecz)dz 对 = 0,1,…: 存在 且 为 有 限 值 ; 


(2) 对 非 负 连 续 函 数 太 , 若 | (zyp(z)dz = 0, 则 在 [a, 妇 上 
jz) 三 0. 
定义 3.4.2 给 定 gEC[a,b]o 是 [La, 纪 上 的 权 函 数 , 称 


必 
(fg) = | ozjJCzpgcz)dz 


为 函数 三 与 g 在 La,b 上 关于 权 o(z) 的 内 积 (inner product). 

内 积 有 下 列 简单 性 质 ， 

(1 (六 人 一 (gz 万 ; 

(2) (af,g) 一 aCfg),aER 

(3) (〈 户 十 P8) 一 (hg) 十 (gg); 

(4) 当 F 关 0 时,(F, 记 二 0. 
利用 内 积 可 定义 三 的 欧 几 里 得 (Euclid) 范 数 Cnorm) 

| Fl =VCF, 亡 . 

它 满足 范 数 的 三 条 基本 性 质 : 

(1) 当天 0 时 ,| 81 :>0, 当 且 只 当 二 0 时 | 8 := 一 0; 

(2) | apll:=lalilllayaEcR: 

(3) 1 7F+sglss 委 1 十 省 gil:( 三 角 不 等 式 ). 
此 外 ,还 有 下 列 结论 : 

() CPPg)I 委 四 81 1sg1:， 称 为 柯 西 - 施 瓦 茨 (Cauchy- 
Schwartz) 不 等 式 ; 

(2)》 7 二 Te 十 | 一 g 一 2 和 43 十 21g13, 此 即 平行 
四 边 形 定律 

定义 3.4.3 若 内 积 


(Pa) = | oempgCz)dz= 0， 


则 称 与 g 在 区 间 [a, 妇 上 带 权 po(z) 正 交 (orthogonal) , 若 函数 族 
。97 。 


povPp yp 满足 
[3 
(9 0) 一 | eczywczwCz)dz 
区 i 夫 放 
4>0，1= 放 
则 称 {p} 是 [ae,g] 上 带 权 p(Cz) 的 正 交 函 数 族 (Corthogonal systems 
of functions) 
例 3.4.4 三 角 函 数 族 
1,coszysinzycos2zysin2zy… 


在 区 间 [ 一 x,x] 上 正 交 . 因为 


< cosRr 1 |cosj 工 ， 
| 情 上 全 ja=o， 尖 
-xi sin&z 上 sinjr 


(3.4. 1) 


直 50 


『 Si 『 0 


定义 3.4.5 若 pr,P,…，,P, 在 [a, 纪 上 连续 ,如 果 
aopo(Cr) 十 … 十 ap(Cz) 一 0 

当 且 仅 当 ao 一 … 一 as 一 0 才 成 立 , 就 称 mg ,go 在 [a,b] 上 线 
性 无 关 . 若 函 数 族 {pr ,一 0,1,…} 中 任何 有 限 个 w 线性 无 关 , 则 
称 其 为 线性 无 关 函 数 族 . 例如 ,函数 族 1,z,…,z",… 就 是 [a,b] 上 
的 线性 无 关 函 数 族 . 

定理 3.4.6 pp ，…Hr 在 [a,b] 上 线性 无 关 的 充分 必要 条 
件 是 detG,=0, 其 中 

G.= G(pp,) 

(Po yo) (pyP) … (popr) 


(3.4.2) 
(CPrygo) (opP) … (Prypo) 
detG, 称 为 格拉 姆 (Gram) 行 列 式 . G, 称 为 格拉 姆 矩阵 . 
。98 。 


3.4.2 勒 让 德 多 项 式 


当权 函数 poCz) 反 1, 区 间 为 [一 1,1] 时 ,由 {1 zz 正 
交 化 得 到 的 正 交 多 项 式 称 为 勒 让 德 (Legendre) 多项式, 可 表示 为 
P.(z) 一 1， 


P.(z) 一 [(za 一 1)9] (一 1,2,…)， (3.4.5) 





冯 人 
由 于 ( 一 1)" 是 2” 次 多 项 式 , 求 = 阶 导数 得 


P,(z) 一 2 (202 人 十 1 阅 十 ae 十 必 填 ， 





其 最 高 项 系数 ,一 sc 生 关 0. 最 高 项 系数 为 1 的 惑 让 德 多 项 式 
可 表示 为 





EC(z) = -二 [Kxzs 一 1)7]. 


_ 7 
《2z)1 志 
勒 让 德 多 项 式 有 以 下 重要 性 质 ， 

(1) 正 交 性 


1 
(PP-) 一 上 ,P,Cz) ,PCz)dz 


0， 1 天 7129 
| 2 《3. 4.6) 





(2) 奇偶 性 
P. (一 z) 一 (一 1)"P,(Cz)， 

即 ”为 奇数 时 P,(z) 为 奇 函 数 ,” 为 偶数 时 P， 全 本 各， 

《3) 递 推 关系 

(2 十 1)PrCz) 一 (22 十 1)zP,(z) 一 pzP，(z) (三 1). 
(3.4.7) 
由 Po(Cz) 王 1,P,(z) 一 z, 利 用 式 (3.4.7) 就 可 推出 
*， 100 。 


Pz(z) 一 (3zxz: 一 1)/2， 

P:(z) = (5z: 一 3z)/2， 

P,(z) 一 (35zx4 一 30z: 十 3)/8， 

P:(zxz) 一 (63zx5 一 70z3 十 15z)/8， 

Pe(Czr) 一 (231xzs 一 315zt4 十 105z? 一 5)/16， 


图 3.5 给 出 了 前 面 4 个 勒 让 德 多 项 式 的 图 形 . 





3.5 


(4) P,(Cz) 在 区 间 [ 一 1,1] 内 有 个 不 同 的 实 零点 . 
(5) 在 所 有 最 高 项 系数 为 1 的 ，” 次 多 项 式 中 ,E,(z) 在 区 间 
[一 1,1] 上 与 零 的 平方 误差 最 小 . 


3.4.3 切 比 雪夫 多 项 式 


上 
一 一 1 间 ， 
当权 函数 o(z) 二 区 间 为 [ ] 时 ,得 到 的 正 交 多 
项 式 就 是 切 比 雪夫 多 项 式 , 它 可 表示 为 
T,(z) 一 cos(narccosz) (| 工 | 委 1). (3. 4. 8) 


令 z=cosb, 则 T,(z) 一 cosnb,0 肥 96sx, 由 三 角 公 式 
。， 101 。 


切 比 雪夫 多 项 式 有 以 下 重要 性 质 . 
dl) 正 交 性 ; {T. (zxz)} 在 [一 1,1] 上 带 权 po(z) 一 一 一 正 





WII 一 地 
交 , 即 
0， 天 天 7 
1 T(mDTCrz jn 
上 dr 一 1 和 吗 ，。 由 天 0， (3.4.10) 


rr， 九 一 0. 


(2) 极 性 : 在 所 有 最 高 项 系数 为 1 的 多 项 式 中 , 切 比 雪夫 多 项 


式 也 (z= 过 T.(z) 在 区 间 [ 一 1,1] 上 与 零 偏差 最 小 , 且 其 偏差 





为 直 ;, 即 
革 - ax,|I.(z)1 
去 max， [zx 十 加 CCz)| ( 因 - E 万 ,-:)， 
(3) 奇偶 性 : 当 ) 为 奇数 时 T,(z) 为 奇 函 数 , 当 ?为 偶数 时 
T,(z) 为 偶 函 数 , 从 而 有 
T,( 一 妆 ) 一 《一 1)*T。( 工 ). 
(4) T,(z) 在 区 间 [ 一 1,1] 上 有 ?个 实 零 点 


2 有 (R 一 1,2,……，,7)， 


有 zx 十 1 个 轮流 为 “十 "“ 一 ”的 偏差 点 


了 一 cos 好 (一 01 。 


KAN 可 用 To，, 厂 7T 的 线性 组 合 表 示 如 下 : 
1 一 To; 


工 三 T， 





TA4 一 COS 


.好 一 去 (站 十 TD) 
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Ts (Zr) 一 cos(? 士 1)0 一 cos(mg)cosg 于 sin(m9)sing 
可 得 递 推 关 系 : 
TH(z) 一 2zT(z) 一 Ti(rz) (二 1). (3.4.9) 
由 式 (3. 4. 8) 可 直接 得 
To(z) 三 1,Th(z) 一 x， 
由 式 (3. 4. 9) 可 推出 
T2z(z) 一 2z: 一 1， 
Ts:(z) 一 4z3 一 37z， 
Ti(z) = 8z: 一 8z: 十 1， 
Ti(z) = 16z 一 20z? 十 5z， 
Te(z) 一 32zs 一 48z4 十 18z2 一 1， 
T7(z) 一 64z7 一 112zs 十 56za 一 7zr， 
一 128z* 一 256zs 十 160z4 一 32z2 上 1 ， 
由 式 (3. 4. 8) 可 推 得 了， (的 最 高 项 系数 是 2" .了 T,(z) 前 4 个 的 
图 形 见 图 3. 6. 
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(3T 十 T:); 


(3To。 十 47。 十 了 2 


164107 十 5T: 十 Ts); 


(10Tu 十 157T: 十 6T 十 Te); 


吕 [8 蝇 SI ol | 


和 


(35 人 T 十 217s 十 7T 十 T7); 


zs 一 一 (35To 十 56T: 十 28T, 十 8Te 十 Ts)， 
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3.4.4 其 他 常用 的 正 交 多 项 式 


除 上 面 两 类 重要 的 正 交 多 项 式 外 ,常用 的 正 交 多 项 式 还 有 以 


下 三 种 . 
1. 第 二 类 切 比 雪夫 多 项 式 


在 区 间 [ 一 1,1] 上 取 权 函数 o(z)=VI 一 交 得 到 的 正 交 多 项 式 


就 是 第 二 类 切 比 雪夫 多 项 式 , 其 表达 式 为 


U cz) = sin[ (Ca 十 1)arccosz] ， (| xz | 区 1)， 
WV1L 一 并 
令 z 一 cosg 可 得 
0.、 丈夫 7y 


aeomeovisau -| 


由 式 (3.4. 11) 可 得 递 推 关系 
ER 2 1 (Z) 一 2z， 


Unikz) 一 225Us(Z) 一 LU Crz) (一 1 2 
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呆 。 


(3. 4. 11) 


(3. 4. 12) 


(3. 4. 13) 


2. 拉 盖 尔 (Laguerre) 多 项 式 
在 区 间 [0,ce) 上 , 取 权 函数 po(z) 一 ez 得 到 的 正 交 多 项 式 ,就 
是 拉 盖 尔 多 项 式 ,其 表达 式 为 


Lu(z) 一 ee cre)， (3.4.14) 
它 满足 关系 
oo 0， 
| erL,Cz)Lo(z)dz 一 下 了 
9 (nl)2， 7 一刀 
其 递 推 关 系 为 : 


Lo(z) 王 1，ILCz) 一 1 一 z， 
LHCz) 一 (1 十 22 一 Z)LCz 一 121L ICz) (2 一 1 2 …). 
(3. 4. 16) 
3. 埃 尔 米 特 (Hermite) 多 项 式 
在 区 间 ( 一 co,co) 上 , 取 权 函数 o(z) 一 e- ”得 到 的 正 交 多 项 式 


就 是 埃 尔 米 特 多 项 式 , 其 表达 式 为 
H,Cz) = (一 1)vez 中)， (3.4.17) 
它 满足 正 交 性 条 件 
名 -2H CDH(zdz= 人 严 19) 
本 ee 2"m 1Vr，7mmr 一 mm 7 


并 有 递 推 关系 
Ho(z) 一 1 HiCz) 一 2z， 
Hz) 一 2zHo(z) 一 2nH -CCz) (2 王 1,2,…)， (3.4.19) 


3.5 最 佳 平方 逼近 


因为 最 佳 一 致 到 近 计 算 困难 ,所 以 在 实际 计算 时 常 使 用 另 -一 
种 度量 各 近 误差 的 标准 , 记 作 
17 一 中 = 人 Free 一 -cz 了 dz， (3.5 
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这 里 Fe C[e ,oO,rE 允 ,( 见 式 (3.1.1)), 用 它 作 度量 标准 的 函数 欢 
近 称 为 平方 通 近 (squares approximation). 
如 果 在 子 集 到 中 存在 ry” (z)E 外 CC[a, 拉 ,使 
] 7 一 | ,= | cr 一 中 (z)]:dz 
= if | 7 一 ”|,， (3. 5. 2) 
则 称 ~ (z) 是 jz) 在 更 CC[a,6] 上 的 最 佳 平 方 通 近 (best 
squares approximation) 广义 多 项 式 , 当 富 , 取 为 吾 , 一 span{1， 
Zi 时， 
mw (Z) 一 ad 十 az 十 … 十 az 《3. 5. 3) 
称 为 F(z) 在 [a, 刀 上 的 最 佳 平方 通 近 多 项 式 . 
例 3.5.1 对 F(z)=efr,zE[ 一 1,1], 在 H, 中 求 最 佳 平方 逼 
近 多 项 式 . 
解 令 盖 (z)=ao 十 aiz, 要 求 
|7 一 六 | : 一 ce 一 ao 一 aiz)2zdz 王 Fao,al) 


最 小 ,也 就 是 要 求 ag 及 中 ,使 (Ca QT ) 委 F(aoyal), 这 就 是 二 


元 函数 求 极 值 问题 . 由 极 值 必要 条 件 
站 
dao ai 2 
可 得 
范 =? 下 -aazCDdz=o0， 
gao 一 1 
1 f 
东 一 2 ce 一 ao 一 QZ 一 Z)dz 一 0. 


由 此 方程 组 可 解 得 NS 


1 
总 二 二 _erdz 一 到 (e 一 e) 1.1752 一 of 
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ai 一 序 | zerdz = 3er 1.1036 = 中 
于 是 在 H, 中 的 最 佳 平 方 逼 近 多 项 式 为 
六 (z) 一 1.1752 十 1.1036z. 
直接 计算 可 求 得 
| es 一 | 全 0.44. 
用 一 (z) 逼 近 er 的 图 可 见 图 3. 7(a). 
进而 可 用 同样 方法 计算 ex 在 [一 1,1] 上 的 三 次 最 佳 平方 逼近 
六 (Zz) 一 0.996294 十 0. 997955z 十 
0. 536722z? 十 0. 176139zs ， 
le 一 上 中- = 0.0112. (3. 5. 4) 


其 误差 图 形 可 见 图 3. 7(b). 





(a) (b) 
3.7 


下 面 是 更 一 般 的 带 权 最 佳 平 方 逼近 . 
对 给 定 的 fEC[a,b],o(Cz) 为 Lab] 上 的 权 函 数 , 若 存在 
rr (z)EZ@ 一 span{po pp)} ,使 


17 一 上 = | ecepcrem 二 7 (2z)]dz 
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定义 3.4.7 设 mr(z) 是 La,b] 上 首 项 系数 a 天 0 的 ?次 多 项 
式 ,o(Cz) 为 La,b 纪 上 的 权 函 数 ,如 果 多 项 式 序列 {p.(z)} 科 * 满 足 关 
系 式 (3.4. 1), 则 称 序列 {o,(Cz))s。 在 [a,o] 上 带 权 p(z) 正 交 , 称 
Hor(Z) 为 La, 引 上 带 权 poCz) 的 = 次 正 交 多 项 式 . 

只 要 给 定 区 间 [a,b 及 权 函 数 po(Cz), 均 可 由 单项 式 序 列 
{1,z,…，z"…} 通 过 逐次 正 交 化 ,构造 出 相应 的 正 交 多 项 式 序 列 
{pr(Cz)}o 如 下 : 


pa(Cz) 一 1,po(Z) 一 并 一 2 二 89(z) (7 一 1,2，…). 
(3. 4. 3) 
由 此 得 到 的 正 交 多 项 式 有 以 下 性 质 ， 


(1) yw*(Cz) 是 最 高 项 z" 的 系数 为 1 的 ”次 多 项 式 . 
(2) 任何 盖 次 多 项 式 户 (z)E 也, 均 可 表示 为 pn Cz)， 
PCz),…p(z) 的 线性 组 合 , 即 
bb(z) 一 aofpo(Cz) 十 aitpl(CZz) 十 … 十 aaps(CZ). 
(3) 当 &zj 时 ,op 一 0, 且 we(z) 与 任 一 次 数 小 于 的 多 
项 式 正 交 . 
(4)》 有 递 推 关 系 
Vrh (Z) 一 ( 工 一 an)9po(CZ) 一 Bpo-iCz) (7 一 0,1，…)， 
， 〈3.4.4) 
其 中 ro(Cz)=1,9-1(Cz) 一 0， 


_ (zepsCz) von(Cz)) 
人 《wz)vpo(Cz)) 


CeCzDo(z) 
go (277 


(5) ww(z)(n 亏 1) 的 半 个 零点 都 是 在 区 间 [a, 扫 内 的 单 重 实 
零点 . 
以 下 是 几 种 常见 的 正 交 多 项 式 . 
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总 汪 
inf |7 一 加 | ; 
rceg@n 


inf | ecopcren 一 rm(z)]:dz， 《3 5) 


则 称 一 (z) 是 F(z) 在 [a, 引 上 带 权 po(z) 的 最 佳 平方 逼近 广义 多 项 
式 . 当权 函数 po(z) 三 1 时 ,就 是 式 (3. 5. 2) 给 出 的 定义 . 通常 子 集 
囊 ,一 span{po pl 9o} 中 的 坐标 函数 mr Cz)(R 一 0,1,…,2) 也 取 
为 & 次 多 项 式 , 即 wE 丽 , 因 此 印 , 实质 上 仍 为 五 ,得 到 的 王 (z) 
即 为 最 佳 平 方 逼 近 多 项 式 . 为 求 出 凡 (z) 可 令 mm(z) 一 aogo (z) 十 
apl(Z) 十 … 十 ap(z), 且 meE, 记 


F(aoyal av) 一 ece[rer 一 1 | ] dz. 
昌 mm0 


(3.5.6) 
玉 是 aoyal,…yas 的 2 十 1 元 函数 ,要 求 迪 (RE 一 0,1,…,m2) 使 
FE(ae ,al ay ) 委 下 (aoal， 和 yan). 
这 是 多 元 函数 求 最 小 值 问题 ,根据 多 元 函数 极 值 必 要 条 件 


9F _ 四 5 
5a 一 0 (一 0,1， 2) 


即 得 
3 不 2 
也 守 ?| ca[rcz 二 己 a9xz)] 一 呈 ( 立 ) )dz 
一 0 (人 一 0,1，…7D)， 
此 方程 用 内 积 记 号 表示 为 
2Z)(pjvgpas 一 (Fo) 一 0,1…va)。 (3.5.7) 
二 一 0 


这 是 关于 参数 o,a ,…,a, 的 十 1 元 线性 方程 组 , 称 为 法 方程 
其 系数 矩阵 G, 一 G(p ,mw ) 为 格拉 姆 矩阵 ,由 于 Po yy，…， 
gr 线性 无 关 , 故 detG, 天 0. 于 是 方程 组 (3. 5. 7) 存 在 惟一 解 w = 
双 (RE 一 0,1,…,z2) ,从 而 得 到 
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1 (Z) 一 ad fo(CZ) 十 ar o(C) 十 … 十 ay pv( 工 ). 
可 以 证 明 ~; (z) 满 足 式 (3. 5. 5), 即 对 任何 m(z)E 更 ,, 有 
5 日 
eepcrez -mcoD]dz< | ocopCrcz 一 noD]dz， 
著 记 86(Cz)=Cz) 一 后 (z), 则 可 得 到 
1 8(Cz) 上 = (CCz) 一 辣 (z),FCz) 一 辣 (Cz)) 
= (CJ(z),FGz)) 一 CCz)yry (Cz)) 


一 站 了 上 一 yw (CF,pr)， (3.5.8) 
二 一 0 

称 为 最 佳 融 近 多 项 式 的 平方 误差 ,而 | 5(z) | , 称 为 均 方 误差 . 

若 p(z) 三 1, 并 取 (z) 一 址 (一 0,1,…,n), 则 (zz) 就 是 由 
式 (3.5.3) 得 到 的 最 佳 平方 逼近 多 项 式 . 

若 区 间 取 为 [0,1],F(z)Ec[o,1], 则 在 [0,1] 上 的 最 佳 平方 
逼近 多 项 式 

r*(Z) 一 al 十 ar 工 十 … 十 ae ， 

此 时 方程 (3. 5.7) 中 的 系数 及 自由 项 为 


1 
(pvpi) 一 | zedz= (一 0,1， 7)， 


二 
了 十 & 十 1 

(fpD) = | pardz= 册 避 =001 
若 用 开 。 表示 格拉 姆 矩阵 G.=G(1,z，…' yz")， 即 


1 1/2 NA 
本 1 人 AN 的 
1/n 二 1 1/n 廿 2 全 one 


则 称 于 ,为 希 尔 伯 特 (Hilbert) 和 矩阵 . 记 a 一 (ao al， av)7 ,4 一 
(ao di 0 ,d)T, 则 得 法 方程 
了 sa 一 d. (3.5. 10) 
由 于 det 有 ,和 0, 故 方程 组 有 解 一 疏 (一 0,1,…,z) .但 希 尔 伯 
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特 矩 阵 是 病态 矩阵 ,通常 解 的 误差 很 大 , 当 ">3 时 结果 并 不 可 靠 ， 
解 (3. 5. 10) 的 法 方程 通常 只 用 于 ” 委 2 的 简单 情形 ,一 般 情 形 可 用 
正 交 多 项 式 作 为 基 . 此 时 法 方程 (3. 5.7) 的 系数 矩阵 是 对 角 阵 . 具 
体 算法 将 在 3.6 节 介绍 . 


3.6 用 正 交 函 数 族 作 最 佳 平方 逼近 


3.6.1 最 佳 平方 盐 近 与 广义 传 里 叶 级 数 


从 上 节 的 讨论 可 知 求 函 数 的 最 佳 平 方 逼 近 广 义 多 项 式 可 归结 
为 求法 方程 (3. 5.7) 的 解 , 若 以 单项 式 {1,z,…',z")} 为 基 求 最 佳 平 
方 逼 近 多 项 式 , 其 法 方程 是 病态 的 ,如 果 基 {wpo(Cz),…,w(z)} 是 
正 交 函数 族 , 则 方程 组 (3. 5. 7) 的 系数 矩阵 CC 一 CCm 91 pn) 
为 非 奇 异 对 角 阵 , 且 方 程 组 (3. 5. 7) 的 解 为 
允 一 (大 pt)/Cptsps) (一 0,1 2)， (3.6.1) 
于 是 f(z)E CLa, 扫 的 最 佳 平方 通 近 广义 多 项 式 为 


必 (z) = 》， 这 9m (7 (3.6.2) 
2 


碌 一 0 | 9 | 
由 (3. 5. 8) 可 得 平方 误差 
1 8,(Cz) 用 一 用 FPCz) 一 辣 (Cz) 用 
一 | 外 一 了 记 s 放 公 三 0. (3.6.3) 
业 = 一 0 1 2 
若 f(z)ECra,o 按 正 交 函数 族 (ws (z)} 亿 。 展 开 , 即 由 

式 (3. 6.1) 计 算 改 (一 0,1,…) 得 到 级 数 

SF CPPe) 

2 j 和 ‖ 5 ]m(z)， 《3. 6. 4) 
称 为 函数 F(z) 的 广义 傅 里 时 (Fourier) 级 数 ,系数 ar (上 一 0,1,…) 
由 式 (3. 6. 1) 给 出 , 称 为 广义 傅 里 叶 系 数 , 它 是 傅 里 叶 级 数 的 直接 
推广 . 同样 ,由 式 (3. 6. 3) , 当 zx 一 =co 时 ,有 
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己 [这 生 ] < 47 ” (3.6.5) 
称 为 广义 贝 塞 尔 不 等 式 . 

若 函 数 族 {po ,pl ,…，,gp,,…} 为 正 交 多 项 式 , 则  (z) 也 是 n 
次 多 项 式 , 它 就 是 f(z) 的 最 佳 平方 逼近 多 项 式 ,并 有 以 下 收敛 性 
结果 , 即 


lim | FCz) 一 阅 (Cz) | = 三 0. (3.6.6) 


3.6.2 用 勒 让 德 多 项 式 作 平 方 逼 近 


在 有 限 区 间 [a,0 上 求 函 数 f(z)EC[a, 所 的 最 佳 平方 逼近 ， 
. 当 p(Cz)=1 时 ,只 要 将 F。) 按 勤 让 德 多 项 式 展开 即 可 , 当 [a, 扫 天 
[一 1,1] 时 ,应 作 变换 . 令 
一 C 
2 
则 一 1 委 去 1, 于 是 fCz) 可 变换 为 


F(z) =j( 簿 疆 “+ 生 2) (一 1 入 :< 1 


下 届 扯 汪 和 并 十 二 人 友 (z) 在 
[ae,5] 上 的 最 佳 平方 逼近 ,因此 ,只 要 考虑 f(z)EC[ 一 1,1], 按 勒 
让 德 多 项 式 {P。,P, ,…,P.,…} 展 开 , 由 式 (3.6. 2) 得 


;十 十 4 








工 mE 


J(z) 一 2 PCz)， 


其 中 必 可 利用 式 (3. 6.1)， 将 台 改 为 P, ,ax 改 为 cx 即 得 


。_ (CCf,Pe) 从 
全 CPP) 一 CE 


于 是 CS 
< 2K 十 1 
S? (z) 一 馆 2 《3356 


这 里 
s11i1。 


-1 时 Fozz 一 1) 一 二 
Pi(z) 一 5T TEL(Cz 1) 吉 (=1,2， ，7) ， 


P.(z) = 1. 
由 式 (3.6. 3) 可 得 到 


上 7 一 33 仁 一 人 了 人 一 毕生 [CPP 
天 一 0 


用 式 (3. 6. 6) 求 的 最 佳 平 方 逼近 不 用 求解 方程 组 (3. 5.7), 从 而 
避免 了 解法 方程 出 现 的 病态 问题 . 
由 式 (3. 6. 6) 可 直接 得 到 在 均 收敛 , 即 
lim 1 Az) 一 SCz) 有 :一 0， 
如 果 FE C:[ 一 1,1] 还 可 得 到 一 致 收敛 的 结论 . 
定理 3.6.1 设 JFCz)EcC:[ 一 1,1],S: (z) 由 式 (3.6.7) 给 
出 , 则 对 任意 zxE[ 一 1,1] 和 e>0, 当 半 充分 大 有 


| F(z) 一 S7 (z) I 私 丘 
例 3.6.2 求 F(z)=e" 在 [一 1,1] 上 三 次 最 佳 平方 逼近 . 
解 由 式 (3， 6. 7) 计 算 ( 太 ,P.,) (Cn 一 0,1,2,3) 


(f,P) = | eedz = 2.350388， 
工 
(PP ) 一 | zedz 、z: 0. 735759， 
一 | (3 工 1 4 本 
CPP = | (总 于 一 于 je" dz 0.143124， 


(F,P,) 一 人 ( 读 > 三 闻 )edz = 0.201302. 
由 此 可 得 
Sy (z) = 1.145194P,(z) 十 1. 103639P, (z) 十 
0. 357810P;(z) 十 0. 704557P,(z)， 
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S; (z) 一 0.996294 十 0.997955x 十 
0. 536722z: 十 0. 176139z3 ， 
le 一 SCz) 上 入 0.0084， 
le 一 S;y (z) | 委 0.0112， 
这 里 得 到 的 S; (z) 就 是 式 (3. 5.4) 的 结果 . 


3.6.3 鹤 断 切 比 雪夫 级 数 


如 果 JE C[a, 妇 , 当 正 交 多 项 式 取 切 比 雪 夫 多 项 式 {TeCz)} 
时 ,广义 傅 里 叶 级 数 


crTe(Cz) (3.6.8) 
二 0 ， 


称 为 函数 了 在 [一 1,1] 上 的 切 比 雪 夫 级 数 , 其 中 系数 由 公式 (3. 6. 2) 
得 到 








本 (To 万 ) ER 太 (z) dz， 

人 让 

2 _ 2f Cz)7Cz) 

和 xj- Vi 二 
开 一 1,2，…. 


Ti(z) 一 cos(&arccosz) 为 切 比 雪夫 多 项 式 . 
若 令 z= cosg,0 委 6 生 x, 则 式 (3. 6. 8) 就 是 fcosg) 的 傅 里 叶 级 数 ， 
其 中 | 


ca 一 革 |rceosb)ab， 
区 Jo 


关 汉 三 | rcosg)cosubdg < 
开 J0 


根据 傅 里 时 级 数理 论 可 知 ,如 果 普 (z) 在 区 间 [ 一 1,1] 上 分 段 连续 ， 
则 切 比 雪夫 级 数 (3. 6. 8) 在 区 间 [ 一 1,1] 上 一 致 收 剑 于 jz), 即 
Fa) = erTiCz)， 
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取 它 的 前 =” 项 部 分 和 
cf (〔() 一 ye Ti(Zz)， (3.6.9) 
则 
zxz) 一 (IT) ceiTo(Cz)。 

由 于 T+Cz) 有 ?十 2 个 轮流 为 “十 "“ 一 ”的 偏差 点 ,所 以 FCz) 一 
c" (Z) 近 似 地 有 2 十 2 个 偏差 点 , 故 由 切 比 雪夫 定理 3. 2. 4,cr (z) 
可 作为 FGz) 的 近似 最 佳 一 臻 逼近 多 项 式 . 事实 上 ,许多 函数 的 截 
断 切 比 雪 夫 级 数 (3. 6. 9) 都 很 近似 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 , 对 具有 高 
阶 导 数 的 画 数 记 ,其 误差 | 一 cy 外 -一 般 不 超过 最 小 偏差 已 , 的 
百 分 之 五 .最 佳 一 臻 逼近 多 项 式 加 (z) 难 于 计算 ,因此 ， 昌 丰 本 用 
cf (z) 作 为 近似 最 佳 一 致 近 多 项 式 . 

例 3.6.3 求 F(z)=er 在 区 间 [ 一 1,1] 上 的 截断 切 比 雪夫 级 数 ， 

解 ”由 公式 (3.6.9)， 本 


隐 人 二 ee 





二 本 escos(1g)d0 (一 1,2，). 
开 J0- 


用 数值 积分 方法 可 算出 
cf 一 1.26606588， cf = 1.13031821， 
cz 一 0.27149534， cy 一 0.04433685， 
cf 一 0.00547424， cf 一 0.00054293. 
由 式 (3.6.9) 及 Ti(Cz) 的 表达 式 , 可 得 
cr (z) 一 1.266 十 1.130z， 
cy (z) 一 0. 994571 十 0. 997308z 十 
0. 542991zz 十 0. 177347zs 
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用 cr (z) 及 c(z) 逼 近 ex 的 误差 为 

| er 一 cy (z) | ~- 0.32， 

le 一 cy (Cz) | 盖 0.00607. 
它 与 e" 在 [一 1,1] 上 的 三 次 最 佳 一 致 逼近 偏差 0. 00553 相差 不 
多 .图 3.8 给 出 了 误差 函数 > 一半 一 c (z) 的 图 形 . 它 与 图 3. 4 给 
出 的 最 佳 逼 近 误 差分 布 很 相似 . 这 说 明 用 截断 的 切 比 雪夫 级 数 
cx (z), 可 作为 最 佳 一 致 逼近 的 很 好 近似 . 





3.7 近似 最 佳 一 致 逼近 


由 于 函数 的 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 计算 困难 ,因此 ,实际 计算 往 
往 只 求 近 似 的 最 佳 一 臻 珊 近 ,主要 工具 是 利用 切 比 雪夫 多 项 式 的 
良好 性 质 ,其 中 以 式 (3. 6.9) 给 出 的 截断 切 比 雪夫 级 数 c* (z) 为 最 
好 的 近似 算法 ,另外 ,还 有 下 面 两 种 近似 方法 . 


3.7.1 泰勒 级 数 项 数 的 节约 


由 例 3. 2. 2 可 知 , 函 数 泰 勒 展开 容易 计算 ,但 误差 分 布 极 不 均 
匀 . 为 了 改善 函数 逼近 的 误差 分 布 , 可 利用 T,(z) 均 匀 分 布 的 性 
质 ,对 泰勒 部 分 和 加 (z) 进 行 改造 , 设 
。，115 。 





1 Foz) 一 久 Cz1 和 6 冬 e (3.7.1) 
其 中 如 (z) 由 (3. 2. 2) 给 出 ,e>0 是 要 求 和 逼近 的 精度 . 由 于 


允 ,(z) 一 去 Tc = z 十 QCz)， (3.7.2) 


其 中 Q(z) 为 次 数 小 于 ”的 多 项 式 . 现 设 
pz) 一 ao 十 az 十 十 anz"， 
由 式 (3.7.2) 可 得 
思 (z) 一 ao 十 az 十 … 十 aize-l 十 


十 已 Qcn 十- T.(z)] 





2 一 ! 
令 
RM ICz) 一 ao 十 aiz 十 … 十 az 一 alQCzr)， 
Qn 
en- 一 | 凑 人 
若 
en 十 ev-l 委 * 
则 


1 7FGz) 一 M 下 - 科 1F 一 让 -十 首 因 一 Ms 
三 te 十 ee 
这 时 用 WM,.,-:(z) 作 为 f(z) 新 的 和 逼 近 多 项 式 , 次 数 已 降低 一 次 ,再 
由 M,.,-:(z) 出 发 ,用 同样 方法 . 车 忆 十 ee-: 十 ese, 则 Mi(z) 
可 再 降低 一 次 ,一 直 做 到 次 数 不 能 再 降低 为 止 . 
此 时 得 到 的 通 近 多 项 式 记 作 M,.。(z)(m<<z)， 
例 3.7.1 (z) 一 er,1z| 委 1, 其 五 阶 泰勒 展开 为 


1 1 上 岂 
(z) 一 1 十 一 7zz -一 了 3 6 2 
轧 5( 工 十 工 7Z 十 和 十 将 十 170z， 
中 了 一 名 1 - 入 着 e ~ 0.00377. 


由 于 
、 116 。 


5 一 上 5 .35 
姑 16Ts(z) 十 豆 jz， 


一 童 TiCz) 十 卫 一 圭 ， 


因 (z)= Mss(z) 十 1 3 5Tu(Cz) 十 


ET 《5 
其 中 
Mi,;(z) 一 0. 994792 十 0. 997396z 十 
0. 541667xz2 十 0. 人 
二 二 二 
1 es 一 Ms: 1 - 入 0.00377 十 一 二 十 志 让 六 0.0095， 


进一步 若 由 s(z) 出 发 ,可 求 得 
Ms ,(z) = 0. 994575 十 0. 997396z 十 
0. 542969zx2 十 0. 177083zs， (3.7.3) 
1 er 一 M,, |。 过 0.00651. 
此 结果 已 接近 cy (z) 结 果 , 如 从 加 (z) 或 zs(z) 出 发 求 Ms:(Cz) 或 
M, ,(z) ,其 结果 将 会 更 接近 z; (z), 故 可 作为 求 最 佳 一 臻 逼近 的 
近似 算法 . 
3.7.2 切 比 雷 夫 多 项 式 零 点 插值 
利用 插值 多 项 式 志 ,(z) 逼 近 F(z), 若 插值 点 选择 合适 ,可 使 
误差 减 小 , 设 FE C[ 一 1,1], 选 Ti(z) 的 零点 怒 一 cos 区 二 (一 


1 ,71) 为 插值 点 ,构造 插值 多 项 式 上 一 和 由 于 





an(Z) 一 ( 工 一 ZI) (一 Te) 一 二 nm( 工 )， 
故 插值 误差 
ML 1 
| 了 一 工 ,: | co 么 对 2 二， | cn) | 一 用 2*) 9 


其 中 
ee mm) 
AM, 一 Tax， | Jow(z) |。 


由 切 比 雪夫 多 项 式 性 质 (2) 可 知 , 志 iT,(z) 在 [一 1,1] 上 最 高 项 


系数 为 1 的 次 多 项 式 中 与 零 偏 差 最 小 , 即 max ,|wo(z) | 一 min， 
这 说 明 选 T,(z) 的 零点 做 插值 点 在 固定 M.。 后 其 误差 最 小 ,因此 ， 
可 利用 这 种 插值 多 项 式 L-:,(Cz) 作 为 近似 最 佳 一 臻 逼近. 当 
Frz)E C[a, 执 时 ,只 要 通过 变换 


二 一 Q& 8 十 @ 
2 十 一 7 


即 可 在 上 E[ 一 1,1] 上 应 用 T.(z) 的 零点 做 播 值 点 , 求 得 所 要 求 的 
插值 多 项 式 . 
例 3.7.2 求 f(z)=e 在 [一 1,1] 上 的 插值 多 项 式 . 
24 一 1 


解 在 [一 1,1] 求 L,(z), 用 T(z) 的 零点 zx 一 cos 一 8 
(一 1,2,3,4) 做 插值 点 . 


妆 二 6os 和 0.9238795， zi 一 cos 癌 x 全 0. 3826834， 








均一 


站 宕 二 号 一 一 0.3826834， xzr, 一 cos 了 xr xx 0.9238795. 


8 
构造 插值 多 项 式 可 得 
Las(z) 一 0. 994584 十 0. 998967z 十 
0. 542900z? 十 0. 175176zs， (3.7.4) 
le 一 工 | ~- 入 0. 00666. 

前 面 已 给 出 函数 f(z)E C[ao, 拟 求 通 近 多 项 式 的 各 种 方法 ,下 
面 以 A(z) 一 er 在 [一 1,1 上 三 次 盘 近 多 项 式 为 例 , 将 已 算出 的 各 
种 逼近 多 项 式 的 误差 列 在 表 3. 1 中 ,不 同 多 项 式 的 误差 均 用 
| 7/ 一 靖 | =- 表示. 
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误差 1 7 一 户 | - 
0.0516 
0. 0095 

0. 00651 
0.0112 

0. 00607 
0. 00666 
0.00553 












泰勒 多 项 式 如 (z) 
级 数 节 约 项 数 Ms.:(z) 

级 数 节约 项 数 Mi.:(z) 

勒 让 德 最 小 平方 通 近 S; (z) 
切 比 雪夫 最 小 平方 通 近 C; (z) 
切 比 雪夫 零点 插值 Ls (zy) 

最 佳 一 臻 逼近 加 〈(z) 


从 表 中 可 看 到 ,利用 切 比 雪夫 多 项 式 得 到 的 一 些 逼 近 多 项 式 
已 经 是 最 佳 一 致 珊 近 的 较 好 近似 ,它们 计算 较 简单 ,而 列 梅 交 算法 
计算 复杂 ,通常 不 大 使 用 . 


3.8 曲线 拟 合 的 最 小 二 乘法 





3.8.1 基本 原理 


在 科学 实验 或 统计 方法 研究 中 ,往往 要 从 一 组 实验 数据 (zi,y) 
(Gi 一 1,…,zm) 中 寻找 自 变 量 x 和 因 变 量 y 之 间 的 一 个 函数 关系 式 
y= F(z), 从 图 形 上 看 就 是 由 给 定 的 mm 个 点 求 曲线 拟 合 的 问题 . 
由 于 科学 实验 得 到 的 数据 往往 带 有 观测 误差 ,如 果 要 求 曲线 y 一 
7(z) 必 须 通过 给 定 的 点 (zi,y), 不 但 会 把 观测 误差 保留 下 来 ， 
而 且 y= F(z) 的 曲线 也 不 一 定 表示 实验 数据 的 客观 规律 . 因此 ， 
对 这 类 问题 不 能 使 用 已 介绍 的 插值 方法 ,而 应 采用 最 小 二 乘法 ,所 
谓 曲 线 拟 合 的 最 小 二 乘法 ,就 是 由 给 定数 据 (ziyyi)(i 一 1,…，,za)， 
确定 拟 合 曲线 类 型 y>= P(zvas,…，,a,) ,然后 根据 在 给 定点 误差 
平方 和 


>)[P(zrivao an) 一 人 K958 
4 
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最 小 的 原则 定 出 参数 as (& 一 0,…，,z) ,从 而 得 到 所 求 的 拟 合 曲线 
方程 y> 一 P”(z). 
例 3.8.1 已 给 一 组 实验 数据 如 下 : 





将 它 标 在 坐标 纸 上 , 如 图 3. 9 所 示 . 人 


近 , 因 此 ,可 以 选 
了 P(z) 一 ao 十 aiz. 





由 式 (3. 8.1), 令 
下 (ao,al) 一 ce 十 ai 区 六 一 记 可 2 


为 求 二 元 函数 人 由 极 值 必要 条 件 可 得 


9F 
aav 


=- 袜 zc 十 aizi 一 人 ) 二 105 


3F _ 
aa; 


= 习 2=o 十 azi 一 多 ) 一 0. 


化 简 , 得 
。 120。 


册 (已 =)e 一 2 


(之 二 )a 二 (之 如 )a， 于 zor 
将 已 知 数据 代 人 后 得 
4ao 十 20a 一 81， 
ee 十 120a, = 536， 
解 得 
ao 一 一 12.5， ai 一 6. 55. 
于 是 得 到 拟 合 曲线 方程 
y 一 P"(z) 一 6.55z 一 12.5. 


3.8.2 线性 最 小 二 乘 禹 近 


设 给 定数 据 (zi,y) 《〈i 一 1,…,m) ,假定 拟 合 曲线 方程 为 
?一 PCzyao,…an)， 令 
下 (ao ,yan) 国 于 0 一 (< 一 和 十 1)， 


一 1 
(3.8.2) 
ou 二 0(Gi 一 1,…,m) 称 为 点 (ziyy) 的 权 系 数 , 最 小 二 乘法 就 是 求 参 
量 ai(i 一 0,1,…，,n) ,使 F(ao, av) 最 小 , 即 求 ai 一 4 使 
Fag ,ay al ) 二 FGaoiyas)。 


由 多 元 函数 极 值 必要 条 件 可 得 
站 一 0 (二 0,1,… 二 7 (3.8.3) 
Da 


当下 为 a 的 非 线性 函数 时 称 为 非 线性 最 小 二 乘 问题 , 这 时 
式 (3. 8. 3) 为 非 线性 方程 组 . 如 果 下 为 ai 的 线性 郴 数 , 则 称 为 线性 
最 小 二 乘 问题 ,此 时 可 令 
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P(z) = aom(z) 十 api(z) 十 十 aups(z)， 
其 中 ovy Pi ”Jr 是 线性 无 关 的 . 由 式 (3. 8. 2) 得 


Fa 和 ra = wu[ 补 ops(r) 一 | ， (3.8.4 
ii 一 0 下 一 0 
由 式 (3. 8. 3) 可 得 


2 匡 ~ 22w apt(zi) 一 yjwczn 
i=1 4=0 


9ak 
一 0 (R 一 0,1，…，72)。 38 57 
若 记 入 一 了 (zi)， 


《和 9) 一 > ups 《CZD)O 《Zi) 9 
一 1 


(1 po 一 > orz)w(Czi)， 
一】 
则 式 (3. 8.5) 可 改写 为 
>) (PP)as 一 (pi) (一 0,1,，……，m2)， (3. 8. 6) 
二 一 0 


这 个 方程 组 也 称 法 方程 . 它 是 关于 co,…，,av 的 十 1 阶 线性 方程 
组 ,其 系数 矩阵 为 
CPPpo) 《op ) (opo) 

@=| 
CPPo) (PoorP) (9ry9o) 
为 了 证 明 法 方程 (3. 8. 6) 的 解 存在 惟一 ,对 函数 族 {w (z)， 
mm (z),…，,p,(z)} 还 要 求 满足 险 尔 条 件 . 
定义 3.8.2 如果 函数 族 {p (z),Pp (z),…，*p,(z)} 在 有 限 点 
集 X= (ziyzaze} 中 的 任意 na 十 1Cnsmm 十 1) 个 点 (zi ,一 0， 


1,… ,2 )} 上 都 有 
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po(Czp) Przo)》 … oz) 
det : : 天 0 
PoCz) PCz) … rn 人 zj) 
则 称 函 数 族 {pi(z),i 一 0,1,…,z} 在 点 集 X 上 满足 哈 尔 条 件 . 
这 个 定义 实际 上 等 价 于 : 函数 族 {p (z),i 一 0,1,…，,z} 的 任 
意 线性 组 合 在 点 集 X 上 至 多 只 有 ?7 个 不 同 零点 ， 
显然 单项 式 1,z,…，,z" 在 任意 闷 十 1 个 点 的 点 集 X 上 满足 
Haar 条 件 ， 
可 以 证 明 , 如 果 下 ,=span{poy,m ps) 在 {zi) 上 满足 哈 尔 
条 件 , 则 法 方程 (3. 8. 6) 的 系数 矩阵 外 非 奇 异 , 即 det@ 天 0. 于 是 方 
程 组 (3. 8. 6) 存 在 惟一 的 解 we 一 必 。(k 一 0,1,…，,m) ,从 而 得 到 离 
散 数 据 (zi,yw) 〈i=0,1,…,z) 的 最 小 二 乘 拟 合 曲线 
一 P;(z) 一 afg po(z) 十 喧 Cz) 十 … 十 arpos(CZ)， 
(3. 8.7) 
可 以 证 明 ,这 样 得 到 的 P; (z) 确 实 使 本 数 (3. 8. 4) 取 得 极 小 , 故 
P; (z) 即 为 所 求 的 最 小 二 乘 解 . 若 取 wor (Cz) 一 世 (R 一 0,1,…， 
z), 这 时 得 到 的 最 小 二 乘 解 为 
P; (z) 一 ao 十 ar 并 十 … 十 az ， 
与 连续 情形 最 小 平方 逼近 相似 ,相应 的 系数 矩阵 外 也 是 病态 的 . 
因此 , 当 ”三 3 时 ,用 这 种 方法 计算 误差 较 大 ,通常 要 用 正 交 化 方法 
计算 , 见 3. 8 节 . 对 于 实际 问题 中 遇 到 的 大 量 属于 ” 拔 2 的 情形 , 均 
可 用 本 节 介 绍 的 算法 . 
例 3.8.3 在 某 化 学 反应 里 ,根据 实验 ,生成 物 的 浓度 与 时 间 
关系 如 下 表 , 求 浓度 > 与 时 间 : 的 拟 合 曲线 . 
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时 间 xmin 
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解 ”第 一 步 先 将 实验 数据 表 点 在 坐标 纸 上 , 见 图 3. 10. 


》 
103 


0 22468101214 16 


图 3.10 


第 二 步 , 确 定 经 验 公 式 的 函数 类 型 . 从 图 可 以 看 到 浓度 y 开 
始 增加 快 而 后 逐渐 减弱 ,到 一 定时 间 后 基本 稳定 ,t 一 co 时 > 一 常 
数 , 有 一 水 平 渐 近 线 ; 反应 未 开始 时 :一 0,y=0. 根据 这 些 分 析 可 
设想 下 列 两 种 曲线 : 

双 曲 线 型 : 


即 2 一 元 二 ,此 时 t 一 0,y 一 0; tcovy 工 ， 

指数 型 ， 

?一 ae， ， 

当 6<0 时 ,有 二 0 yy 一 0; 1t 一 十 cc， ya。 

第 三 步 , 求 最 小 二 乘法 的 解 . 为 确定 系数 c,5, 可 以 分 别 用 两 
种 类 型 计算 . 对 双 曲 线 型 ,可 作 变 换 3 一 二 ,z 一 二 , 则 得 线性 模型 

7 一 4 十 pr = 一 岂 (z). 
拟 合 曲线 数据 由 (ri ,yi) 变 换 为 (zi, 丈 )(i 一 1,…，16)， 以 下 计算 与 
*， 124 。 


例 3. 8. 1 相似 ,其 法 方程 为 
16a 十 3.380730 一 1.8372 X 10: ， 
3. 38073a 十 1.584350 一 0.52886 X 103 ， 


解 得 
a = 80.6621，0 = 161.6822， 
从 而 得 到 
| 

?一 8066217 二 1816825 一 了 《人 ， (3.8.8) 

对 指数 型 
?一 ae ， (3.8.9) 
两 边 取 对 数 ,得 
lny = jna 十 之 ， 
作 变 换 


=lny,A = Ina,z 一 工 ， 


由 (yi) 计 算 (zi 六) ,数据 (zi 六) 的 拟 合 曲线 为 线性 模型 
六 = A 十 = 思 (z)， 
用 线性 拟 合 最 小 二 乘法 可 求 得 
一 一 4. 48072， 了 一 一 1.0567， 
a 一 扩 一 11.3253 色 10”. 

由 式 (3. 8.9) 可 得 

y= 11.3253 X 10-*er 和 一 Fo()， (3.8.10) 
第 四 步 , 根 据 求 得 的 函数 F2 及 Fe 计算 ,得 

8 一 站 一 Fo(G)， 

52 一 光一 Fe()， 守 一 1,…，16， 

max| 8 | 一 0.568 义 10 5 





max | 842 | 一 0.277 X 10-3. 
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可 见 , 上 6” 1 外 = 比 上 6 上 - 小 .因此 ,选择 ?一 严 ” (做 拟 合 曲线 较 好 ，. 

在 用 最 小 二 乘法 作曲 线 拟 合 时 ,数学 模型 选择 要 通过 实际 计 
算 才 能 确定 ,目前 有 很 多 计算 机 配 有 自动 选择 数学 模型 的 软件 , 它 
通过 大 量 计算 可 选 得 误差 较 小 的 模型 . 另外 ,只 要 通过 变换 能 化 为 
线性 模型 的 问题 均 可 用 本 节 的 算法 计算 . 


3.8.3 用 正 交 多 项 式 作 最 小 二 乘 氢 合 


用 多 项 式 作 最 小 二 乘 拟 合 时 ,其 法 方程 是 病态 的 ,为 了 避免 求 
病态 方程 ,通常 采用 正 交 化 方法 ,对 给 定点 集 {zi)(i 一 1,…,m) 及 
权 系 数 {w:}(i 一 1,…，,zz) ,如 果 函 数 系 m (z)，…，*p,(z) 满 足 
CPPx) 一 ZoogiCzDPr(i) 人 一 0， 

(3. 8. 11) 
则 称 {w } 关 于 点 集 {zi} 带 权 {wi} 正 交 . 此 时 方程 (3: 8. 6) 的 解 为 


ofCzDpr(Czri) 
CeD _ 扣 


) 亚 
人 op (zi) 
fm】 Eee 
一 0,1，…ym (3. 8.12) 
且 平 方 误差 为 
8 用 一 有 7 一 2 AtCarD)2 (3.8.13) 
二 一 0 


若 已 给 数据 (zi, 广 ) 及 权 w (ii 一 1,…，,z)， 可 以 构造 出 带 权 
{owi} 正 交 的 多 项 式 {(z)}, 用 递 推 关系 表示 
po(z) 一 ]1， 
记 (T) 一 (并 一 al ) 加 oo(z)， 
r(Cz) 一 (z 一 arh) 加 (z) 一 Rb (Cz)， 2 
开 一 1,2, 一 1， 


这 里 加 是 首 项 系数 为 1 的 上 次 多 项 式 , 待 定 系数 w 及 有 可 根据 
{zpx(Cz))} 的 正 交 性 , 即 


忆 0， 了 天 &， 
(加 yy 困 ) 一 i 力 (ZiD) 力 (zi) 一 
办 ， 力 写 w 因 人 万 (zi) 村 下 人 
JJ 六 一 0, 1 
求 得 
》 并 让 8Czi) 
au 一 安 “ 《四 加) 
忆 〖《 本 》 
> opt(Czi) PP 
本 (3.8.15) 
> wpi(Czi) 
康 一 - 妈 一 ( 因 ) ， 
本 (piypri) 
> yoipii (zi) 
一】 


开 一 0,1,，…, 于 一 1. 
用 点 集 {zi)} 带 权 {} 正 交 的 多 项 式 { 如 (z)} 为 基 的 广义 多 项 式 
S,(z) 一 aoo(z) 十 at 加 (z) 十 … 十 ao 加 (Cz) 
做 最 小 二 乘法 ,由 式 (3. 8. 12) 可 得 
> osfipe(zi) 
= 一 一， (3.8.16) 
> uiji(Czi) 
my 





于 是 

S'" (z) = 王 ag 加 (zxz) 十 ay 加 (z) 十 … 十 as 力 。(CZ) 
就 是 所 求 的 最 小 二 乘 拟 合 曲线 ,其 平方 误差 由 式 (3.8. 13) 给 出 .用 
正 交 化 方法 求 'S; (z) 时 ,只 要 对 & 一 0,1,…，,7? 一 1 同时 用 公 
式 (3.8. 14) (3. 8.15) 及 (3. 8. 16) 计 算 加 (z) 及 双 ,其 计算 方法 
简单 ,又 不 用 解 方程 组 ,因此 是 一 个 较 好 的 算法 ,一 般 数学 库 中 有 
用 这 个 算法 编制 的 标准 程序 供用 户 调用 . 
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3.8.4 多 元 最 小 二 乘 拟 合 


最 小 二 乘法 的 有 关 概 念 与 结论 ,可 以 推广 到 多 元 函数 . 假如 ， 
假定 已 知 一 组 正 数 w (一 1,…，,) 和 多 元 函数 ， 
?一 CCzi，…yZi) 
的 一 组 测量 数据 (zy,…，ziyy)(G=1,…，m) ,要 求 函 数 


疡 (Zi) 汪 osps(zyzD) (< 一 了 十 1)， 
一 0 
使 得 
下 (ao ,an) 一 > wui[y， 一 户 (zuyyz6) 了 下 


最 小 ,这 也 是 线性 最 小 二 乘 拟 合 问题 
{oi} 为 权 系 数 ,其 中 系数 CQoy Qtr Gu 同样 满足 法 方程 
组 (3. 8.6), 只 是 这 里 


(Pig 一 > aoipjiCziyyza)pe(Cziyyzi)。 
il 


求解 法 方程 组 得 到 的 > 一 记 zi ，…，,z), 称 为 多 元 函数 ?= (zi ，…， 
zl) 的 最 小 二 乘 拟 合 函 数 . 


3.9 傅 里 叶 台 近 


当 (z) 是 定义 在 一 cc<z 一 co 的 周期 函数 时 ,用 三 角 函 数 逼 
近 F(z) 比 用 多 项 式 允 近 更 为 合适 .用 三 角 函 数 作 最 小 平方 逼近 ， 
亦 即 郴 数 的 傅 里 时 鼻 近 及 快速 傅 里 叶 变 换 (fast fourier 
transform,FFT). 


3.9.1 最 佳 平方 贤 近 与 三 角 揪 值 
设 f(z) 是 以 2r 为 周期 的 平方 可 积 函 数 , 用 三 角 多 项 式 


(trigonometric polynomials) 
Sn,(Zz) 一 ao 十 aicosz 十 记 sinz 十 … 十 ascosziz 十 术 sinziz 
.。128 。 


做 有 逼 近 函 数 , 由 例 3. 4. 4 可 知 三 角 函 数 族 
]，coszrysinz…，cOSRT ,SinRzr 
是 正 交 函 数 族 ,于 是 fF(z) 在 [0,2x] 上 的 最 佳 平 方 三 角 盘 近 是 
S; (z) = 于 ad 十 (or coskz 十 训 sinkrz) (3.9.1) 
其 中 


三 工 | rmeoskrdz (0 
0 


公 = 工 | 7Gzysinkrdz (一 1,2，…yz)， 
称 为 傅 里 叶 系 数 . 由 F(z) 的 傅 里 叶 系 数 得 到 的 级 数 
到 at 十 ar coakr 十 机 sinkiz) (3.9.2) 


称 为 F(z) 的 傅 里 叶 级 数 . 只 要 广 (z) 在 [0,2x] 上 分 段 连续 , 则 级 
数 (3. 9. 2) 一 致 收敛 于 jz). 


与 上 述 情形 对 应 , 当 F(z) 在 给 定 离散 点 集 人 = 到 } 上 上 的 值 


己 知 时 ,可 类 似 定义 离散 情形 的 正 交 性 并 得 到 离散 傅 里 叶 系数 . 对 
奇数 个 点 的 情形 ， 


Zi 一 


对 有 &,j 一 0,1,…，,m 有 


2xri 
2mm 十 1 





(一 0, 1 …，2z)， “3. 9. 37 


加 0， 了 天 & 一 类 一 0， 
> sinjzisin&r， -| 


名 2 站， 一 人 天 0 
0， 了 天 如 

2m 

> ) cosjzicoskr, 一 经 二， 了 一 下 天 0， 


1 一 0 


2m 十 1， 了 一 & 一 0; 

2m 

> cosjrisinkz 一 0， 对 所 有 7, (3.9.4) 
im0O 
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这 就 证 明了 三 角 范 数 {1,sinz,cosz,…，,sinmz,cosmz)} 关 于 点 
集 (3. 9. 3) 正 交 . 
假定 .F(。) 在 点 集 (3. 9. 3) 上 的 观测 值 为 户 = zi), 则 F 关 ，) 
的 最 小 二 乘 三 角 盘 近 式 为 
S,(z) 一 于 oo 十 二 (acoskzr 十 bsinkr) Ca < 二 mn)， 
其 中 


2 总 2x 大 
4% 一 玩 二 [ 包 jicos 3 中 1， 
格 《3.9.5) 
2 2x 大 
包 一 玩 二 [Zisin 了 5 下 
(一 0,1,…，z) 应 用 式 (3.8. 13) 的 结果 和 正 交 性 (3. 9.4) 可 得 


总 = 六 [太一 szo 


2m 2 四 ， 
= 用 一 到 半 [ 且 + y Cai 十 如) |. (3.9.6) 
1=0 娄 一 1 
当 "一 mm 时 ,最 小 二 乘 逼 近 就 成 为 三 角 插 值 
S。(z) = 于 ao 十 Caic 
下 一 1 


其 中 系数 ar , 久 仍 由 式 (3. 9.5) 给 出 ,可 以 证 明 
So。(zi) 一方 《ii 一 0,1,…,2zz)， 
从 而 o%=0, 于 是 由 式 (3. 9. 6) 得 
2 示 目 他 十 2 Ci 十 的)]= 瑟 全 
例 3.9.1 用 下 列 给 出 的 数据 表 求 "=1,2,3 的 傅 里 叶 最 小 


二 乘 通 近 . 
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EC 


解 ”由 公式 (3.9.5) 可 求 得 
ao 一 4.00022， al 一 0.99998， 
az 一 0.00011， as = 0.00023， 
刀 一 0.00029， b 一 2.99997， ba 一 0.00002 
用 公式 (3.9.6) 可 算出 
引 一 44.99932， 蜡 王 40. 49950， 
一 0.00031， .有 蛋 = 0. 00031. 


通常 可 用 37 二 元 的 最 小 者 确定 ”的 值 ， ,在 此 例 中 ,显然 "一 2 


给 出 的 最 小 平方 逼近 最 好 , 故 可 得 傅 里 叶 最 小 二 乘 通 近 为 
S:(z) 一 2.00011 十 0. 99998cosz 十 0.00029sinz 十 
0. 00011cos2z 十 2.99997sin2z. 
事实 上 ,前 面 给 出 的 数据 是 由 
(xz) 一 2 十 cosz 十 3sin2z 
的 摄 动 得 到 的 ,而 S: (z) 确 实 能 较 好 地 逼近 FCz). 
更 一 般 的 情形 ,假定 f(。) 是 以 2x 为 周期 的 复 函 数 ,给 定 在 


N 个 点 zi 到 ij 一 0,1,…,N 一 D 上 的 值 广 =7( 3 ) ,由 于 










ep 一 cosjiz 十 isinjiz 〈i = 一 Vv 一 1 一 0,1,…N 一 1)， 
故 函 数 族 


1] ,eiz ,eyekKNrDr 


在 [0,2x] 上 是 正 交 的 . 函 雪 ee 在 等 距 点 集 |= 一 请 } 上 的 值 o~ ， 


组 成 的 向 量 , 记 作 
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和 二 (16 几 ,erb)T = 0,1,N 一 D.， (3.9.7) 
入 个 向 量 办 ,由 四- 也 是 正 交 的 , 即 


N-1 
(全 而 ) 一 el 各 er 


71m0 


2 员 sr 
下 人 (3.9.8) 
N,， 一 At. 
因此 ,F(z) 在 六 个 点 { 立 } 上 的 有 限 傅 里 叶 展 开 式 为 
SCZz) 一 Se (< 妇 入)， (3. 9.9) 


mm0O 


其 中 
N 一 ! 
二 坪 方 六 让 仆 一 0,1,…,N 一 1)。 (3.9.10) 
在 式 (3.9.9) 中 ,一 六 时 SGCz) 即 为 fF(z) 在 点 {zi} 上 的 捅 值 函数 ， 
此 时 有 
万 = cex 蜗 (一 0,1,，N 一 1). (3.9.11) 
0 


式 (3. 9. 10) 称 为 离散 傅 里 叶 变 换 (discrete fourier transform,DEFT); 
而 式 (3. 9. 11) 则 称 为 反 变 换 . DFT(3. 9. 10) 也 是 傅 里 叶 变 换 


ECz) = 三 GD)eraandi 
离散 化 的 结果 ,DFT 是 用 计算 机 进行 傅 里 时分 析 的 主要 方法 , 它 在 数 
字 讯 号 处 理 . 全 息 技术 .光谱 和 声 谱 分 析 等 很 多 领域 都 有 广泛 应 用 . 
3.9.2 快速 傅 里 叶 变 换 


无 论 用 公式 (3. 9. 5) 计 算 健 里 叶 台 近 的 系数 w 及 妨 , 还 是 用 
公式 (3. 9. 10) 及 公式 (3. 9. 11) 计 算 DFT, 都 可 归结 为 计算 
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ct 一 >)zo (一 0,1N 一 1)， (3.9.12) 


其 中 w 一 e 次 或 一 晤 (GO 一 0,1…,N 一 1) 

是 已 知 复数 序列 . 如 直接 用 式 (3. 9. 12) 计 算 一 个 cs 要 用 N 次 复 
数 乘法 和 次 复数 加 法 , 称 为 N 个 操作 ,计算 全 部 ck 共 要 Nz 个 
操作 , 当 六 很 大 时 运算 量 也 很 大 ,大 最 数据 处 理 时 使 用 高 速 计算 
机 有 时 也 无 法 计算 ,直到 60 年 代 中 期 产生 了 适合 计算 机 使 用 的 快 
速 傅 里 时 变换 (FFT) 算 法 , 才 大 大 提高 了 运算 速度 . FFT 算法 的 
基本 思想 是 尽量 减少 乘法 的 运算 次 数 . 例如 ,ap 十 ac 十 ad 一 
ab 十 c 十 d) , 左 端 三 次 科 法 而 右 端 只 用 一 次 乘法 ,实际 上 


者 一 cos 2xkji 十 isin 2 1 
eNy 一 coOs NA 十 isin NA (一 0, 1 六 一 1) 


中 只 有 N 个 不 同 的 值 , 特 别 当 N= 2* 时 ,只 有 仿 个 不 同 的 值 , 因 


此 ,在 计算 式 (3. 9. 12) 时 ,可 合并 大 量 同 因子 的 项 ,从 而 减少 乘法 
次 数 . 以 N 一 2 一 8 为 例 . 由 式 (3.9. 12), 当 N=8 时 ,得 


cf 一 >)zio (一 0,1,7). (3.9. 13) 


将 刻 上 用 二 进 制 表示 为 
j 一 产 2 十 万 2 十 1o2 = (jjjo)， 
一 K222 十 有 2 十 ko20 一 (kiko)， 
其 中 广 尖 (Cr 一 0,1,2) 只 能 取 0 或 1, 此 时 0 委 )& 生 7. 相应 地 , 记 
ce 一 CRRRo)， Zi 一 (zjjo)， 
于 是 公式 (3.9. 13) 可 表示 为 
CCRziRo ) 一 交 六 Sa )aot 和 各"0277ay 


加 =0i= 一 0jz 一 0 
1 1 1 
区 大》 了 7 
7 六 { 3 [ > zGajjo)as 大 九 加 one } ae . 
j 一 0 万 =0 放 =0 
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若 引入 记号 
Au。(jajjo) 一 工 (7zj71o)， 


1 
Ai(jyjobo) 一 Au (ja7jjo)akeeaiin 


jz2m0 


1 
As(jo 有 io) 一 > AiChjoto)onacoo ， (3.9.14) 


六 =0 


上 
As (ziRo ) E > )A:(jo 如 )awtecoo ， 


则 
CCbakiko) 一 A: (CRz 有 io ). 
说 明 计算 cs* 王 CC&zARo) 可 分 为 3 步 进行 ; 对 一 般 N=22 的 情形 ， 
则 计算 cs* 可 分 为 户 步 进行 ,注意 到 
az” 一 ap 一 (一 1D)5， 
公式 (3.9. 14) 还 可 化 简 为 
Ai (Ciyoko) 一 > Au(jz 记 7 oo 各 (jz 加 ) 


关 
一 As(COjijo)oktoiuo 十 Ao(ljijo)aoozao(0jijo) 
一 [4o(0jijo) 十 (一 1D) 吉 Ao(ljijo)]oocomo ， 
即 
内 (ijo0) 一 Ao(ojijo) 十 Ao(ljjo)， 
4 (ijol) = [4o(ojijo) 一 4Ao(lj7jo)]wtoufo)。 
将 二 进 制 还 原 为 十 进 制 表示 1/ 一 (0jj) 一 尹 2 十 jn20, 即 j=0,1， 
2,3 时 得 
人 一 Au(G1) 十 AoG 十 22)， 
， 8 了 三 0,1,2,3. 
4i(217 十 1) = [4。G) 一 4AoG 十 22)]o， 
(3.9.15) 
同 理 , 式 (3.9. 14) 中 的 4A, 可 简化 为 
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A:(j2: 十 RE) 一 Ai(21 十 R) 十 Al(C27 十 民 十 22)， 
ee 一 [A,(21 十 旭 一 A(21 寺 有 十 22)]w2， 
& 一 0,1， (3.9.16) 
式 (3.9.14) 中 的 A, 可 简化 为 
A;(k) 一 A:(E) 十 A:(KE 十 22)， 
业 0,1,2,3. 
一 A:(kE) 一 A:(k 十 22)， 
(3.9.17) 
根据 公式 (3.9.15) 一 (3.9.17) ,由 Au()=zG)G 一 0,1,…，,7) 出 
发 逐次 计算 到 A, (k&) 王 ct， 就 得 到 所 要 的 结果 ,总 共 只 做 8 次 复数 
乘法 就 求 出 全 部 ce (一 0,…，,7). 
将 上 面 得 到 的 N=23 的 计算 公式 (3.9. 15) 一 (3. 9. 17) 推 广 
到 N=2* 的 一 般 情 形 可 得 FFT 的 计算 公式 如 下 ， 
A,(j2a 十 有 ) 一 Ai (ji2rm 十 R) 十 Ai (2 十 上 十 2 入 )， 
|eerese 一 [AGO2r: 十 有 ) 一 Au (G2r 十 
太 十 2 生 : ) ]urzr 
(3. 9. 18) 
其 中 g=1，, 扩 7 一 0,1, ,2 和 "一 1; 一 0,1， 和 ,2 一 1. 
这 里 A, 括号 内 的 数 代表 序号 , 亦 即 在 计算 机 中 存放 该 数 的 地 址 
号 ; 一 组 A。 占用 N 个 复数 单元 ,计算 时 只 需 用 两 组 单元 轮流 替 
换 , 由 Au( 四 =z(0G 一 0,1,…,N 一 1) 出 发 ,ae=1,…，b, 用 公式 
(3.9.18) 计 算 到 Aj( 妇 一 cf，  (R 一 0,1,，…N 一 1) 即 为 所 求 . 在 计 
算 机 上 的 计算 步骤 见 算法 3. 9. 2, 计 算 一 组 A, 共 做 2 和 所" 。 2 和: = 


2 和 :一 今 次 复数 乘法 ,而 最 后 一 步 计算 A, 时 ,由 于 oz 一代) 一 
(一 1) 一 (一 1)" 一 1( 注 意 : 当 9= 一 户 时 2 和 一 1 一 0, 故 7 三 0), 因 
此 , 当 9 一 户 时 计算 Ay 不 用 乘法 , 故 共 需 要 计算 ( 户 一 1) 字 次 复数 


乘法 ,这 比 直接 用 公式 (3. 9. 12) 计 算 需 N: 次 复数 乘法 少 得 多 ,其 、 
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比值 为 妃 : N. 如 当 N 一 2 时 为 4.5 : 1024<z1 : 230; 它 比 通 


常 的 FFT 算 法 用 Nz 次 复数 乘法 也 快 一 倍 以 上 .. 因 此 ,计算 公 
式 (3. 9. 18) 称 为 改进 的 FFT 算法 ,其 计算 程序 步骤 如 下 ， 
算法 3.9.2 改进 的 FFT 


1. 给 出 复数 数组 AuC(N),A, CN) 及 w( 六 ) ,确定 户 将 已 知 数 


据 {zi } 输 入 到 数组 Ao(N) 的 单元 中 . 
2. 计算 om=e- 知 (或 om=e 各 )(m 从 0 到 2 和 :一 1), 结 果 存 
放 在 w(z) 的 相应 单元 中 ， 
3. jJ 从 0 到 (2 和 "一 1), 从 0 到 (2 一: 一 1) 按 公式 (3. 9. 18) 计 
算 4,, 结 果 存 放 在 A; 的 相应 单元 . 即 求 
4 02 十 A) 一 ho(G129 十 有 十 Ao(729 十 帮 十 2 和 )， 
Ai (j2s 十 十 2r) 一 [4Ao(12 一 十 有 ) 一 Ao(072e: 十 
十 2 生 ! ) ]w(j2 一 )， 
圆 括 号 内 的 数 表 示 地 址 号 , 即 数据 存放 位 置 . 
4. 类,j 循环 结束 ,9 十 1->q,4, CN) 一 4o(N). 若 0 一 思 , 则 转 步 
了 又 3 ,否则 执行 步骤 5. 
5. 此 时 q= 一 户 j = 一 0 从 0 到 (2 生 : 一 1) ,计算 
Ai(R) 一 4Ao(R) 十 4o(R 十 25)， 
AR 十 25) 一 Ao(E) 一 4Ao(E 十 251)， 
这 里 得 到 的 A,(k) (一 0,1,… ,2?* 一 1) 即 为 所 求 ct 


3.10 有 理 和 逼近 与 连 分 式 


多 项 式 是 函数 逼近 的 一 种 很 好 的 工具 ,但 用 多 项 式 逼 近 计 算 
函数 值 并 不 是 最 好 的 ,特别 当 函 数 具 有 极点 时 ,用 有 理 函 数 逼 近 比 
用 多 项 式 逼 近 要 精确 得 多 . 所 谓 有 理 函 数 是 指 形 如 
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Pu(Cz) _ anz" 十 十 az 十 ao 
R 二 一 QnZ "十 十 ar 十 ao 
2 Q， (rz) Br 十 十 六 并 十 5 (3. 10. 1) 


的 有 理 分 式 , 其 中 P。 与 Q. 分 别 为 刀 次 和 ?7 次 多 项 式 . 虽然 有 理 
函数 计算 要 用 除法 运算 ,但 在 计算 机 上 除法 与 乘法 的 运算 时 间 大 
体 相 同 , 而 有 理 和 逼 近 又 可 减少 乘除 法 运算 次 数 ,因此 ,计算 机 上 使 
用 的 函数 子 程序 有 很 多 都 用 有 理 各 近 . 用 式 (3. 10. 1) 的 有 理 逼 近 
其 计算 量 粗略 地 等 同 于 内 十 2 次 的 多 项 式 有 逼近 ,但 其 误差 通常 比 
多 项 式 和 逼 近 小 . 连 分 式 在 有 理 和 逼 近 与 有 理 分 式 计算 中 起 重要 作用 . 
如 在 计算 R。。(z) 中 ,化 为 连 分 式 时 只 要 用 普 或 ”次 乘除 法 运算 ， 
比 mm 十 次 多 项 式 用 详 十 z 次 乘法 运算 减少 了 运算 量 . 
展开 式 





s (3. 10. 2) 
二 天 二 一 

称 为 连 分 式 (continued fraction) ， 可 表 为 

及 人 十 … .二 RE 

分 式 多 称 为 连 分 式 (3. 10. 2) 的 第 ” 节 ,avvbx 称 为 连 分 式 (3. 10. 2) 


第 > 节 的 两 项 ,as，…as， … 叫 做 连 分 式 的 部 分 分 子 De 
叫做 连 分 式 的 部 分 分 母 . 假定 所 有 忆 均 不 为 零 , 有 限 连 分 式 


P， 
十 下. 十 关 一 怀 


称 为 连 分 式 (3. 10. 2) 的 第 ”个 渐 近 分 式 . 相 邻 三 个 渐 近 分 式 之 间 
有 递 推 关 系 : 


名 十 于 


卫 ,一 0 P,-: 十 ao 也 二 :， 


《3. 10. 3) 
Q, = 0.Q.， 十 aQr:. 
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事实 上 , 按 连 分 式 定义 有 


Pu 和， 书 _，|a_ 十 aa 
Q， 1 纤 Q， za 十 态 已 鱼 
卫 ab  _zP 十 azPu 





二 笃 全 一 二 ， 
QQ: 六 十 Di 十 名 二 页 史 十 az 加 Qi 十 azQn 


车 取 P_,=1,Q_,=0, 则 当 n 一 1 和 )=2 时 式 (3. 10. 3) 成 立 . 假设 
式 (3.10. 3 对 成立, 要 证 明 它 对 n 十 1 也 成 立 ,只 要 注意 由 - 扒 


导 吕 二 时 ,用 六 十 尖 二 代替 pw 即 可 得 到 


和 P。: 十 PitP,- 十 avP， 


Pei _ [La 


Qnr 2DQ,-: 十 六 ,1 十 avQ-: 
o+1 


汪汪 pH (CPP 十 arP。:) 十 aiPo 
pH CQ 十 alQ) 十 arQ 
petP, 十 antiP,-， 
priQ 十 arHQ-i 7 
从 而 证 明了 式 (3. 10.3) 对 一 切 n” 成立. 
例 3. 10.1 ln(1 十 z) 当 xz 盖 一 1 时 有 如 下 的 展开 式 : 


ln(1z) 一 工 工 工 2 


1 二 2 二 3 十 4 恩 国 DCTHSEG 全 人 





将 它 化 为 有 理 分 式 . 
解 ” 先 计算 
P = 工 中 = 工 工 一 -2 
QQ 1 1 十 2 2 十 工 " 


再 由 公式 (3. 10. 3) 求 得 


已 ~- _3(2z) 十 zCz) 6z 十 妃 
名 3Cz 十 2) 十 z。1 6 十 4z” 


P: _ 4(6z 十 刀 ) 十 4z(C2z) 4(6z 十 3z?) 


P， ”20(6z 十 3z:) 十 4z(6z 十 ) 4(30z 十 21z2: 十 三 ) 


Q， 20(6 十 6z 十 到 ) 十 4z(6 十 4z) 4(30 十 36z 十 9zz)” 


P: _ 4[6(30z 十 21z: 十 zs) 十 9z(6z 十 3z:) ] 
Qi 4[6(30 十 36z 十 9z2z) 十 9z(6 十 6z 十 )] 


_ 12(60z 十 60z: 十 11z?) 
12(60 十 90z 十 36zz 十 3zs)” 


注意 : 利用 递 推 公式 (3. 10. 3) 计 算 时 分 子 与 分 母 的 公 因数 是 
不 能 随便 约 去 的 ,但 作为 最 后 结果 的 有 理 分 式 可 以 约 去 公 因 数 ， 
利用 ee 4 个 有 理 逼 近 


Ri Cz) We 


5 = 
6z 十 3z2 
玉 2(Z) 人 二 62 二 
2 3 
R(z) 一 60z 十 60z2 十 11z 


60 十 90z 十 36zz 十 3zs” 


420zr 十 630z2 十 2607z3 十 25z4 
420 十 840r 十 540z:z 十 120zs 十 6z 生 


ln(1 十 z) 的 泰勒 展开 式 前 2” 项 和 
一 和 了 _ 瑟 Di 一 
力 :(Z) 一 工 十 本 十 (一 1) 2 (一 1< 工 和 受 1).。 


及 4 (CZz) 一 


R,,(z) 与 ba(Cz) 有 相同 个 数 的 参数 ,但 它们 逼近 ln(1 十 z) 的 精度 
差别 很 大 ,在 用 R,,(1) 与 tx (1) 作 为 ln2 的 近似 时 ,其 误差 ee 与 
en 的 大 小 情况 如 下 表 ， 













0. 667 
0. 69231 
0. 693122 
0. 69314642 





0.026 
0. 00084 
0. 000025 
0. 00000076 







0. 11 









ln2 的 精确 值 为 In2 王 0. 69314718…,R,,(1) 与 加 (1) 的 精度 相差 
。139 。 


十 万 倍 , 这 说 明 某 些 函 数 用 有 理 逼 近 是 很 必要 的 . 
将 有 理 分 式 (3. 10. 1) 化 为 连 分 式 ,使 乘除 运算 次 数 减少 . 对 
罗 一 寻 的 情形 ,可 得 


一 4z" 十 十 az 十 ao 
及 。( 工 ) 一 bz 十 … 十 记 工 十 加 


六 。 二 十 QoclZ" 十 
六 Dzze 一 ! 二 
一 co 十 包 


工 十 民 ,-iv-(CZ) ” 
这 里 coyCl 及 尺 ,-:n-: (z) 可 通过 除法 得 到 ,对 及 -1 (z) 再 按 同 
样 步骤 进行 ,最 后 可 得 


Cn 


二 Cl Cz2 
人 
(3. 10.4) 
用 公式 (3. 10. 4) 计 算 Ru。(z) 的 值 只 用 ?次 除法 运算 , 若 直接 用 有 
理 分 式 计算 则 要 用 2" 次 乘除 法 运算 ， 
_ 2 十 3z: 一 72 一 28 
例 3.10.2 将 RR (z) 一 二 一 2 一 23 化 为 连 分 式 . 
解 5(z2: 一 工 一 5) 
1 二 


5 
2 一 8 


ze 一 工 一 5 


Z 一 1 十 
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如 果 有 理 分 式 (3. 11. 1) 中 mm, 令 加 一? 十 天, 则 可 将 它 表 成 


RA 一 不 as 上 C Cn 
( 工 ) o 十 十 dkr 下 二 页 二 六 下 二 二 站 


(3. 10. 5) 
用 公式 (3, 10. 5) 计 算 Re,(z) 的 值 需 用 "十 & 一 mm 次 乘除 法 运算 . 
若 mm<m, 令 一 mm 十 大 , 则 


Ru (rz) = 一 一人 一 
让 do 十 … 十 dizc 十 z 十 并 十 吾 十 … 十 工 十 B。 


(3. 10.6) 
用 公式 (3. 10. 6) 计 算 Ru (z) 的 值 也 需 & 十 mm 一 ?次 乘除 法 运算 . 因此 ， 
无 论 mm 为 何 种 情形 ,将 Ru,(z) 化 为 连 分 式 计算 只 需 max(z,zz) 次 
乘除 法 运算 , 比 直接 计算 Row(z) 时 用 "十 mm 次 乘除 法 运算 节省 计算 
量 , 比 相应 的 m 十 2 次 多 项 式 逼 近 的 乘除 法 运算 次 数 也 少 . 


3.11 最 佳 有 理 逼 近 


给 定 函 数 所，)E CLa, 要 及 一 对 整数 mm>0 及 xz0, 用 有 理 分 式 
卫 。(Z) 
Q.Cz) 


逼近 f(。) ,这 里 P。(。)E。,Q.(。)6E 万 , 是 次 数 不 超过 和 和 
? 的 多 项 式 . 设 P。(.) 与 QC.) 互 质 , 用 Rz[a, 纪 表示 有 理 画 数 类 


及 () 一 (3. 11. 1) 





Ra 们 = | 种，Pe 本 ，Qe 下 在 [ea 避 上 Q > 中 
定义 3.11.1 量 


A( 民 。) 一 .SuP， | Foz) 一 不 EC 


称 为 F(。) 与 Ru(。) 的 偏差 .在 Rz[a,b 中 的 最 小 偏差 记 作 
pon (三 ) 一 A(R。,) 
fa, 菇 


一 inf sup | F(Cz) 一 R。(Zz) 四 IE (人 32 
Re zE[a'b 
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称 为 表 数 F(。) 在 有 理 函 数 类 Rr[a,o 中 的 最 佳 有 理 逼 近 (best 
rational approximations). 若 存在 RCz)ERz[a,b], 使 得 
ACR) = om ( 户 ， 

则 称 R(z) 为 所 。) 在 有 理 函 数 类 Rz[a, 刀 中 的 最 佳 斋 近 有 理 分 式 . 

定理 3.11.2 设 F(，.)EcCra, 妇 , 则 在 有 理 函 数 类 Rz[a,O 
中 至 少 存在 一 个 最 佳 逼 近 有 理 分 式 RCz)， 

定理 表明 连续 函数 j(，) 在 Rz[a,b] 中 最 佳 逼 近 有 理 分 式 的 
存在 性 ,通常 可 将 R(z) 写 成 


ao 十 az 十 … 十 az  A(Cz) 
RCzx) 三 一 全 < 二 <， 3.1L 3 
(z) bo 十 工 十 … 十 DZ 刀 (Z) 。 


其 中 A(，) 与 B(') 互 质 ,b.-, 天 0,a。 天 0,0 委 pi 妥 z, 0 过 v 坪 m 
记 4 一 min(w,y) , 称 为 尽 (。) 的 亏 项 数 . 如 果 d>0, 则 称 R(。) 是 
退化 的 . 与 多 项 式 的 最 佳 一 臻 逼近 切 比 雪夫 定理 类 似 ,对 最 佳 逼近 
有 理 分 式 也 有 相应 定理 . 

定理 3.11.3 设 JecC[a,, 在 形 如 式 (3.311.1) 的 有 理 函 数 
类 Rs[a, 所 中, 有理 分 式 (3. 11. 3) 是 最 佳 逼近 有 理 分 式 的 充 要 条 
件 是 : 在 [a,b] 上 至 少 有 N 一 z 十 mx 一 d 十 2 个 点 ,使 f(z) 一 尺 Cz) 
以 正 负 交 错 的 符号 达到 A(CR). 其 中 以 是 尺 (。) 的 亏 项 数 ,满足 上 
述 条 件 的 最 佳 逼 近 有 理 分 式 R(z) 是 惟一 确定 的 (惟一 是 指 化 简 后 
为 相同 有 理 分 式 ). 

根据 这 定理 ,对 w=v 一 0 的 非 退化 情形 , 求 形 如 


_ ao 十 ai 并 十 … 十 an 
尺 (z) 一 工 十 页 二 十 十 局 (bo 二 1) (3. 11.4》 


的 最 佳 允 近 有 理 分 式 , 可 从 一 个 初始 近似 Re (z) 出 发 ,用 逐次 盘 
近 的 有 理 分 式 序列 R" (z) 求 得 R(z) 的 足够 精确 的 近似 . 具体 实 
现 可 用 列 梅 效 算法 : 

(1) 给 定 初始 近似 Re (z), 在 [a, 妇 中 选取 N=m 十 zx 十 2 个 
点 组 成 的 点 集 Xi 一 { 人 (zi 一 1 和 N) ,排列 为 


4 二 z 和 及 xz 过 … 过 zi 过 4. 
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它 使 f(zP ) 一 R (ziPp) 正 负 交 错 , 这 N 个 点 一 般 就 是 FCz) 一 
R (Cz) 的 极 值 点 . 

(2) 假设 已 求 出 点 集 X,={zfm ,一 1,…，,N}, 求 > 次 近似 
Ci 十 ai2 并 十 … 十 acPzm 


(nm) 2 
ee 
它 的 系数 可 通过 求解 非 线 性 方程 组 
FGzpp) 一 Ro(zp) 一 (一 DG=1,2，，N) 


(3. 11.5) 
得 到 . “ 

(3) 求 取得 max|7(z) 一 尺 ”(z) | 的 点 rG[a，O]. 

(4) 用 rr 取代 点 集 X, 中 的 某 一 点 ,使 得 jz) 一 R”(z) 在 新 
求 得 的 点 集 X-H 一 {z Vi 一 1 入) 上 交错 变 号 . 由 于 f(z) 一 
R' (z) 在 点 集 X. 上 交错 变 号 ,而 X,+: 只 改换 X, 的 一 点 , 当 落 
在 z 和 只 与 z 中 之 间 时 ,r 必 同 xz 吕 或 z 虹 :的 某 一 点 使 fCz) 一 
Row (z) 取 同 号 ,此 时 以 r 代替 这 个 “ 同 号 ?的 点 即 可 , 当 r 在 端点 
时 ,可 根据 zf” 与 xm 上 F(z) 一 R"(z) 符 号 情况 决定 * 究 竟 应 取 
代 那 一 点 .总 之 ,使 新 点 集 Xir; 上 jz) 一 R”(z) 交 错 变 号 是 可 
能 的 . 

(5) 以 X,+ 代替 X, ,重复 第 2,3,4 步 ,直到 Re (zx) 满 足 精 度 
要 求 为 止 . 

在 假定 初始 近似 Re (z) 足 够 好 的 前 提 下 , 赖 尔 斯 顿 
(Ralston) 给 出 了 列 梅 兹 算法 的 收敛 性 定理 . 

定理 3.11.4 设 R'(z) 为 FCz) 的 形 如 式 (3. 11.4) 的 最 佳 一 
臻 逼近 有 理 分 式 , 上 述 列 梅 兹 算法 的 初始 近似 wo (z) 于 [ago 上 
恰 有 N 个 正 负 相间 的 极 值 点 , 它 的 第 一 个 极 值 与 f(Cz) 一 尽 "(z) 
的 第 一 个 极 值 符号 相同 , 设 Xi 一 {zi 记 2 ，…zN } 是 FCz) 一 已 (Cz) 
的 六 个 极 值 点 的 横 坐 标 

4a 委 zi 一 xz 二 <z 委 0 
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Enois 是 误差 极 值 的 最 小 值 . 又 设 z" 三 (zi }Gi 一 1,…,N) 是 7z) 一 
R"(z) 的 N 个 极 值 点 ( 极 值 大 小 为 同一 | .FFCz) 一 尺 "(Cz) 有 = ) 的 
横 坐 标 ， 
a 魏 太 一双 二 一 礁 委 0 
则 有 es>0 和 人 0 存在 ,使 当 
| z 包 一 z |<e (一 1 和)， 
fm 一 瑟 os 一 了 
时 ,只 要 采用 恰当 的 方法 求解 方程 组 (3. 11. 5), 则 列 梅 兹 算法 收 
和 敛 , 即 limR'” (z) 一 尺 ”(). 
在 定理 中 要 求 Ro (z) 具 有 N 个 正 负 相 间 的 极 值 , 而 在 实践 中 
并 无 必要 ,应 用 时 只 要 Re (z) 有 六 个 极 值 就 够 了 . 实际 上 列 梅 兹 算 
法 只 要 求 一 个 点 集 Xi, 通常 可 利用 [a,b] 上 的 切 比 雪夫 多 项 式 
Tu。+w+i(z) 的 六 一 mm 十 2 十 2 个 极 值 点 作为 Xi . 另 一 种 办 法 是 用 某 
种 有 理 禹 近 ( 见 3. 12 节 或 3. 13 节 ) 的 极 值 点 ,当然 这 个 有 理 盘 近 
要 有 因 十 z 十 2 个 极 值 点 . 
求解 方程 组 (3. 11. 5) 通 常 可 用 割 线 法 ,实践 表明 是 成 功 的 . 
费 凯 (Fike) 给 出 另 一 种 迭代 法 , 先 将 (3. 11. 5) 化 为 等 价 形式 
ao 十 aizf 十 … 十 an(ztD)m= 十 
xzPP[( 一 D) 正 一 大 xz 让 十 … 十 
bu(zfP )"[( 一 1) 一 zxzPP) 十 (一 1) 五 
一 (zf) (一 1,…，N)， (3.11.6) 
再 把 此 式 改写 为 
ao 十 azf 十 … 十 anw(ztD)” 十 
xD[( 一 1 天 一 xz)] 十 … 十 
bzf)"[( 一 1 下 一 Gzip)] 十 (一 1) 
= 一 (zf) (一 1 N)， 《9sTIEA 
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取 巨 =0, 则 式 (3. 11. 7) 是 关于 aoy yanyDy yyD 和 的 线性 方 
程 组 ,可 求 出 co,… ,an 和 五 王 尼 的 解 . 以 新 的 E 代替 
方程 (3. 了 7) 的 瑟 , 则 又 可 求 出 aoy yanyp 5 和 瑟 一 天 2 ; 
又 以 瑟 2 代替 瑟 ,再 解 出 一 组 Qo Cnm 10， 和 瑟 史 依 此 类 
推 . 费 凯 证 明了 该 过 程 收敛 . 

例 3.11.5 设 f(z)=cos 二 rz, 在 [一 1,1] 上 用 

ao 十 ai 并 十 azz2 十 asza 十 azt 十 asz5 
R(z) 一 和 二 4 人 

作 最 佳 一 致 逼近 . 

解 因 F(z) 是 偶 琐 数 ,[ 一 1,1] 是 关于 原点 对 称 的 区 间 ,所 以 
尺 ' (z) 的 分 子 与 分 母 必 只 出 现 偶 次 寡 , 故 只 需 考虑 有 理 分 式 


Rz) = 吧 十 azz2 十 az 


1 十 2z 
由 切 比 雪夫 逼近 理论 ,满足 定理 3. 11. 3 的 交错 点 集 应 有 对 称 的 9 
个 点 ,它们 是 
一 zi 一 友 ， 一 友 一 Ta， 一 23 一 Z17， 
一 zf 一 Ze，2Z5 一 0， 


故 在 列 梅 效 算法 第 1 步 中 ,点 集 Xi 仍 应 保持 这 一 关系 ,可 取 


人 人 一 5,6,7,8,9)， 


相应 式 (3. 11. 6) 的 非 线性 方程 组 为 
ao 十 az(zf)2 十 as(Cz9 7) 十 





(zfD)2 (一 1 下 一 cos 亚 zg 全 瑟 


一 F(z) (一 5,6,7,8,9). 
用 Remez 算法 只 需 迭 代 两 次 , 即 可 求 得 
ad 一 1.0000000241， ai 一 一 0. 2874648358， 
ay 一 0.0093933390， 好 一 0.0209610796， 
其 偏差 为 瑟 一 0. 241X10-， 
5 


区 
COS 一 工 


全 
上 上 0000000241 一 0. 2874648358z: 十 0. 009393339z” 
1 十 0.0209610796z 


3.12 帕 德 逼近 


曰 德 逼近 是 以 函数 的 朝 级 数 展开 为 基础 , 设 F(，) 在 原点 邻 
域内 可 展 成 寡 级 数 


Crz) = > aizy， (3.12.1) 
J 一 0 
再 设 /(，) 的 有 理 逼 近 为 
工 
pz 
Ru(z) 一 站 4 = ~ 二， (3.12.2) 





(Z) 忆 
Qw(z 了 和 


业 一 1 


其 中 已 (，)E 五 ,,Qv(， JE 古 wy 加 及 q 均 为 待定 系数 ,可 由 下 
列 方程 确定 





区 ) 一 休 辐 一 OCzthwn)。 (3.12.3) 


.用 Qw(z) 乘 (3. 12. 3) 式 ,并 将 FCz) 用 (3. 12. 1) 表 示 , 然 后 比较 两 端 
z 同 次 者 系数 , 即 得 关于 系数 着 ,，…, 户 及 g ，…qw 的 线性 方程 组 


Qo 一 加 o， 

ai 十 aogl - 二 思 ， 

az 十 ali9gi 十 aogs 一 加， 

2 

4L 十 ar-igi 十 … 十 ar-wgw ES 站 学 
0， 


actHl 十 ar9gl 十 … 十 QL-AMHIGAM 


Qi+M 十 QLHA19g1 十 … 十 arqgw 一 0， 
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其 中 已 规定 ae,=0. 当 ?一 0 时 ,这 是 关于 加 ,…，pr,gi…yqw 的 
荆 十 M 十 1 个 未 知 量 的 线性 方程 组 ,方程 个 数 是 工 十 M 十 1, 求 解 时 
可 由 最 后 的 M 个 方程 求 出 g,,…，,gw， 把 值 代 和 人前 工 十 1 个 方程 ， 
即 可 求 得 如 ,加 ,…，z. 因 此 ,对 任何 给 定 的 非 负 整数 工 ,M, 都 可 


由 方程 组 (3. 12. 4) 求 出 FCz) 的 有 理 通 近 Rue(z) 一 全 司 ,这 里 
RNf 立 ) 


Qw(0) 王 1. 这 样 的 有 理 分 式 函 数 Ruw 即 为 了 的 (L,M) 阶 Pade 通 
近 , 用 [LV/MJ 表 示 ， 

定理 3.12.1 对 任意 形式 的 震级 数 f(z), 若 其 帕 德 逼 近 存 
在 , 则 必 惟 一 . 

根据 惟一 性 定理 , 当 方程 组 (3. 12. 4) 的 解 存 在 时 ,不论 用 什么 
方法 求 得 满足 (3. 12. 4) 的 解 PCz) 与 Qw(z), 由 它 产 生 的 有 理 分 
式 Ruw(z) 都 是 所 要 求 的 帕 德 逼 近 [L/AM] ,通常 可 用 被 称 作 ”Pade 
表 ” 的 图 表 ( 见 表 3. 2) 来 表示 [LL/AM] 的 位 置 . 





表 3.2 Padt 表 





当 M=0 时 ,就 是 表 中 第 一 列 为 了 的 泰勒 展开 . 若 
F(z) = e =1+z+ 厅 十 苛 十 汪 
则 有 ez 的 Pade 表 ( 见 表 3. 3). 
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并 十 c02 汪 
__zz08[-Hz088 一 089T ?一 红 09 十 zZ098 一 078| zzT 十 zx02T 一 098 zyz 一 0ZT 记 2 


二 07 讶 十 r9T 这 十 ecCT 并 十 sr8 亦 十 cz 
十 08I 十 z088 十 089T | 十 袜 02I 十 708? 十 078 | 十 z2L 十 z082 十 098| 十 z98 十 z96 十 0zT | 十 zzT 十 zy2 十 记 























袜 十 9T 


z05T 十 Z08# 一 078 


ez 十 二 09 十 7098 十 088 








让 一 并 2T 十 z09 一 02T | 立 8 十 zyZ 一 09 
实 十 并 38T 十 Z09 十 08T | 诡 十 并 6 十 z98 十 09 


Y9 一 92 
实 十 区 9T 十 z8T 十 ?2 

















天 十 5 

















这 十 挛 ZT 
zr2L 十 z0tZ 一 098 | 袜 二 一 6+z98 一 09 | 殊 十 z9 一 2T 
一 5 胞 站 a00 下 0 生 8 十 742 十 09 均 十 9 十 2[ Z 














这 十 严 8 
工人 1 一 - 
_zrgg+z06-02[ | 三 5 二 下 f 
宇 5 二 05 








hi 十 sz 
_ ZI 十 zy 一 认 
友 





它 一 = -9 
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在 表 中 令 zx=1, 可 得 e 的 相应 帕 德 逼近 ， 

[1/I9=3， 

[2/2]=19/7~2.71428571， 

[3/3] 王 193/71=*2.71830986， 

[4/4] 一 2721/1001=2.71828172. 

[4/4] 的 逼近 与 e 的 真 值 误 差 仅 在 第 7 位 小 数 上 相差 1. 如 用 
连 分 式 计算 只 用 4 次 乘除 法 ,相当 于 四 阶 的 多 项 式 逼 近 , 但 精度 却 
高 得 多 . 大 量 算 例 表 明 ,在 N= 工 十 M 为 一 确定 常数 时 ,各 种 可 能 
的 LL/M] 帕 德 逼 近 中 ,以 工 和 M 相等 或 接近 相等 者 为 最 精确 . 如 ， 
当 N=2" 时 ,应 采用 [zx/ 站 ] 帕 德 逼近 ; 当 N=2nz 十 1 时 ,应 采用 
[十 1/ 站 或 [ayn 十 1] 帕 德 逼近 . 总 之 ,应 采用 帕 德 逼 近 表 的 主 对 
角 或 主 对 角 线 附 近 的 帕 德 逼近 . 

对 于 [zy 站 帕 德 逼 近 ,满足 式 (3. 12. 4) 的 方程 可 改 为 


了 


因 一 ao 方 一 ga GO 一 1,2,0)，(3.12.5) 


其 中 do 一 1，9i 是 下 列 方程 的 解 : 
align 十 azgn-i 十 … 十 an9gl 十 arl 一 0， 


1 十 人 十 artlgi 十 ar: 二 0， (3.12.6) 
Qngn 十 ar1gv-l 十 和 … 十 ar-191 十 azn 一 0. 
将 它 写 成 矩阵 形式 为 
,9 十 训 一 0， 
其 中 
而 as an q9n QHl 
国人 ay as < 二 dg 一 1 0 QnrH2 
Qnr QnrH ”” Qzm! 9 人 


4, 是 对 称 阵 , 若 4. 非 奇 异 , 则 方程 (3. 12. 6) 有 解 , 将 它 的 解 
。149 。 


9g，…'9 代 人 式 (3. 12. 5) 则 得 加 ,加 ,加 .于 是 可 得 [zy/m] 帕 德 
通 近 尺 ,(z). 
为 了 估计 F(Cz) 与 尺 。(Cz) 的 误差 ,由 式 (3. 12. 3) 可 得 


Q,(Cz) or 一 .加 (Z) 一 Za2rHl nr 5 
其 中 六 可 通过 比较 < 高 于 za++ 次 宕 的 系数 得 到 ， 
= 症 sarr- (一 0,1,…)， (3.12.7) 


人 因此 当 |z| 1 时 ， 误差 
下 .一 | FCz) 一 R。(z) | 





交 2ntl nz|~l， | zarr | 去 | m | 
(z)E |” 0 


由 式 (3. 12.7) 可 得 

门 一 QnrHlgn 十 arHt2gn-l 十 … 十 azngl 十 aznhHl。 
将 此 方程 与 方程 组 (3. 12. 6) 联 立 , 消 去 9,…，,q。 就 得 到 ~。 或 由 
克拉 默 法 则 得 








al az Qn 0 
det Qa Q3 al 0 
dq 一 1 一 Qnrfl CrHz "Cin 7o 和 det4， 
det4,。 ”det4 
记 4A, 一 det4,, 由 此 求 得 
盖 


在 求 [ny 四 帕 德 逼近 之 前 ,为 了 先 确定 m 可 先 估计 误差 
E =lnl=| 笃 | ( 当 | zj 坟 1， 


当 已 , 达到 精度 要 求 再 计算 [zy/ 站 帕 德 逼近 . 
例 3. 12.2 ”(z) 一 cosz, 令 妇 一 >, 考 虑 |z| 云 1， 
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cosz 一 cosVz 二 导 乞 (一 站 
取 工 王 M 一 3, 计 算 A:,A,. 


1- 
解 因为 mw 一 《38)T， 故 


_4 45469 
记 一 2 一 殉 又 660XI 于 入 134X10 ， 


当 |z| 受 1, 则 已 一 1.34X1072. 若 |z| 委 萱 一 1.048, 而 (1.048)4 二 2, 故 


已, 有 rm (1.048)!84 一 2.68X10-0 , 仍 能 达到 10 位 有 效 数 字 . 由 
式 (3.12. 6) 可 求 得 
qi 一 0.0294437956， 
qd 一 0.000425456685， 
qa 一 0. 00000326957732. 
由 式 (3. 12.5) 可 求 得 
加 一 1， 
轧 一 一 0.4705562044， 
、z 思 一 0.0273702256， 
z 一 一 0. 0003715227. 
于 是 得 到 


1 十 加 zz 十 加 十 力 I 
1 十 gz 十 gz 工 十 qz 


COSIZ 


3.13 ” 梅 利 逼近 


帕 德 逼近 是 以 函数 的 者 级 数 展开 为 基础 的 ,其 误差 近似 为 
rozt+w+l, 当 |zl 禄 1 时 误差 很 小 ,但 当 |z| 增 大 时 误差 迅速 增 大 ， 
特别 当 函 数 的 圭 级 数 展开 收敛 较 慢 时 ,效果 较 差 . 梅 利 (Maehly) 
盘 近 是 帕 德 逼近 的 改进 , 它 利 用 六 ，) 的 切 比 雪夫 展开 求 函 数 的 
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有 理 台 近 , 使 逼近 精度 大 大 提高 . 
设 F(Cz) 在 [一 1,1] 上 的 切 比 雪夫 展开 式 为 


JCz) 一 王 sTcn (zl 和 1， (3.13.1) 


其 中 Ti(Cz) 一 一 cos(kareeosz) 为 切 比 雪夫 多 项 式 ， 级 数 (3. 13. 1) 是 
一 致 收敛 和 绝对 收敛 的 ,在 [一 1,1] 上 用 RR。,(Cz) 做 有 理 逼 近 , 有 


R。(z) 一 全 


《并 ) 


人 二 2 (3.13. 2) 
poTo(z) 十 记 TiCz) 十 … 十 六 T(z) es 


这 里 系数 ao yan 及 Do， 是 根据 帕 德 逼近 的 思想 由 下 列 
交 4 十 ?十 1 个 方程 确定 的 非 零 解 ; 


ao 一 如 co 十 序 2 ber， 
7 有 一 1 十 辣 
au 一 和 aa 十 去 pcs 十 于 症 瑟 (cr 十 cr)， 
Fr 一 1 


(3. 13.3) 
其 中 为 书写 方便 ,假定 了 当 太 > 六 时 取 ww 一 0, 当 人 >m 时 , 取 包 一 0， 
由 于 方程 组 (3. 13. 3) 中 未 知 数 个 数 多 于 方程 个 数 , 故 非 零 解 一 定 
存在 . 利用 切 比 雪夫 多 项 式 的 恒 等 性 质 
工人 (z)T(2) 三 于 CT RD 
可 以 证 明 满 足 方 程 (3， 13: 3) 的 任 一 组 解 Go Qm 及 名 机 下 y 所 得 
的 切 比 雪夫 级 数 P。(z) 一 Q,(z) F(z) 的 前 十 xz 十 1 项 系数 为 0. 记 


Po。(z) 一 Q,(Cz)7Cz) 一 > 及 Ti(Cz)， 
天 mm mn 十] 
则 
ES 十 寺 辣 be- 十 cns 
1 本 
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误差 郴 数 为 


到 国 1 
下 ,(z) 一 Row(Cz) 一 F(z) 机 GZ 生 TiC)， 


通常 ,由 于 取 名 一 1, 量 各 下 降 很 快 ,所 以 
已 (z) < jeivhi Ta (Cr)， 
因而 Rue,(z) 几 乎 是 了 在 [一 1,1] 上 的 最 佳 有 理 逼 近 . 
实际 计算 时 , 常 取 mm 一 nt 一 1, 这 时 式 (3. 13. 3) 变 成 


ao 一 co 十 去 2ber， 


六 


ax 一 ck 十 玛 bics 十 半 忆 (cr 十 cl- )， 


7 一 1 


(3. 13. 5) 


至 忆 Cersr 十 err)i 十 cr 一 0 作 一 1， (3.13.6) 


r 王 】 


由 式 (3. 13. 6) 求 出 解 问 ，…，6, 代 人 式 (3. 13. 5) 可 求 出 ao ，…au. 
为 了 估计 误差 ,由 式 (3. 13.4) 有 
二 (em 十 caraHl)。 


一 1 


尖 一 Cze+l 十 
将 此 式 与 式 (3. 13. 6) 联 立 , 应 用 克拉 默 法 则 可 求 得 负 一 “生生 一 1， 
一 了 。 
即 is 一定 ,其 中 


于 (二 en) 去 Ce 二 ao) … 半 (c 十 cna) 


Cnr+l 
1 1 

也 , 一 到 (cz 十 carkz) 广 (c 十 cz) 到 cn 二 CC 
工 1 工 

可 (crh 十 carH) 豆 Ccrp 十 cas)》 … 襄 (Ccm 十 cawrz )。 cantl 
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4, 是 行列 式 了 D, 去 掉 最 后 一 行 及 最 后 一 列 的 代数 余子 式 ， 
如 果 函 数 了 具有 奇偶 性 ,为 提高 逼近 精度 可 作 变 换 z 一 天, 若 
为 偶 函 数 , 这 时 


f(z) = >cTua(z) (1z1 和 1)， 
业 一 0 
则 


Z 和 Ta(Cz) 
其 中 系数 ax 及 妈 可 用 式 (3. 13. 3 的 方法 确定 ; 当 j 为 奇 函 数 时 
J(z) 一 全 
可 改写 成 
2 一半 cf 十 > Tu(z)， 
其 中 
cf 一 2 与 ( 一 Diciu， 2ce 一 c 十 cp， 


然后 用 梅 利 方法 求 r :F(z) 的 有 理 逼 近 R。, (z). 
例 3.13.1 求 F(z)=arctanz 在 |z| 近 1 时 的 梅 利 台 近 . 
解 ”由 于 arctanz 为 奇 函 数 , 且 


arctanz 一 2 (一 D4G2 一 DTis(z) (| zl 二 1D， 


名 驳 十 1 
于 是 
Ziarctanz 一 到 一 8 Te(Cz)， 
4 一 1 、 
其 中 
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1 习 i) _yCE 一 1 
到 ci 包 ! 1)ici 2 宏一 


= InCV2 十 1) = 0.881373587019543. 


再 由 递 推 公式 
cl 一 2c 一 cf (一 0, 11)， 
可 以 算出 
cr 一 一 0. 105892924546706， cz 一 0.011135842059403 ， 


ca 一 一 0.001381195003598， cf 一 0.000185742973276 ， 
ci 一 一 0.000026215196110， ce 一 0.000003821036590， 
c7 三 一 0. 000000569918604. 
当 mm 一 "一 2 时 ,由 方程 (3. 13. 6) 得 
(cz 十 cf )b 十 (cr 十 cy )6 一 一 2cy ， 
1 十 cg )5 十 (cz 十 cg )b 一 一 2cy . 
解 此 方程 得 
bi 一 0.37360540753， p 一 0.01385410972. 
代入 式 (3. 13. 5) 得 
ao 一 0.8616696410， ai 一 0.2247301252， 
az 一 0. 0033086795. 


于 是 
z[ao。 十 aiTz(z) 十 arT,(z)] 
arctanz 1 干 刺 元 丁 二 KE 入 区 < 二 7 
_ 工 (ao 十 aiz2 十 azzt) 
反 十 羽 闻 十 房 开 
其 中 


ao 一 0.6402481953，wl 一 0.4229908144，wus = 0.0264694361， 
及 = 0.6402487022， 忆 = 0.6363779373， 尼 = 0. 0108328778. 
由 式 (3. 13.4) 可 得 
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js 一 上 6 十 于 cc 十 cf )2 十 到 Cd 十 cr )6。 >: 3 X10 一 ， 


于 是 误差 估计 为 
下 5: (Z) ~ jsZTio(Z). 


3.14 函数 的 连 分 式 展开 


函数 的 连 分 式 展开 也 是 获得 函数 有 理 允 近 的 一 种 简单 方法 . 
同 宪 级 数 展开 一 样 ,如 果 放 。) 在 原点 解析 , 则 函数 可 展 成 连 分 
式 ,展开 方法 可 以 利用 j(。) 的 宕 级 数 展开 式 推出 ,也 可 利用 
j(，) 满 足 的 常 徽 分 方程 求 其 连 分 式 解 得 到 . 


利用 客 级 数 展 开 常 用 方法 如 下 : 
甸 十 包 z 十 因 z 十 光 - 加 十 名 十 刀 z 十 包工 十 … 名 
go 十 9 并 十 ga 妆 十 … Go go 十 Qiz 十 gzzz 十 … Go 
一 和 姻 +zCpoe 十 加 十 加 袜 十 …) 
Go do 十 gz 十 gz 十 … 
二 如 


村 二 -二 三 一 三 二 一 = 
9 go 十 gz 十 gz 十 … “ 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 
访 o 十 访 z 十 加 2z2 十 … 
1 


例 3.14.1 er 一 1 十 z 十 太 


2 + 让 到 十 … 


1 十 一 1 


1 
 ] 国 
1 十 z 十 前 王 十 … 


-~ 1 全 ce 
一 ZL 十 z/21 十 二 131 十) 


1 2 
1 十 z 十 区 十 末 十 …… 
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.14.2 tanz 一 


二 





二 学 
1] 十 ] 士 z 十 邢 /21 十 /31 十 … 


了 
十 车 + 洒 十 、 
1 


TEST /8 十 … 
1 十 去 z 十 于 玫 十 … 


利用 震级 数 求 函 数 的 连 分 式 展 开通 常 只 能 得 到 前 若干 项 系 

数 ,要 得 到 F(z) 连 分 式 展 开 的 一 般 项 可 用 常 微分 方程 连 分 式 解 
法 . 设 有 微分 方程 

多 = rz,y)，y(0) = 0， (3. 14. 1) 


当 z 程 小 时 可 求 得 ys 名 (z)， 令 ?一 钙 为 方程 (3. 14. 1) 的 解 ， 
2 适合 微分 方程 = 让 0 它 的 解 是 4 
和 外 > ,重复 这 一 步骤 可 得 方程 (3. 14. 1) 的 连 分 式 解 为 

一 全 天 








十 与 (z) 名 (Z) 

1] 十 … 十 1 十, 
为 使 SR 三 与 广 有 相同 形式 ,这 样 (z) 
与 名 (z) 也 有 相同 形式 ,并 可 通过 逐次 递 推 得 到 ,通常 取 站 (z) 一 
ao。 的 形式 ,其 中 及 过 0， 

方程 

| 十 1z9 型 十 (8B 十 ar? 十 9? 一 srt RE 
y(0) 一 0， 

其 中 &,7,B,a,y,6 均 为 常数 , 旦 &>0. 这 是 一 种 特殊 的 Riccati 方 
程 ,很 多 基本 初等 函数 的 连 分 式 展开 可 利用 这 个 方程 的 解 得 到 . 用 
连 分 式 求 方程 (3. 14. 2) 的 解 ,在 |zl<1 时 ,方程 高 阶 项 可 忽略 不 
计 , 将 方程 (3. 14. 2) 简 化 为 线性 方程 


汪 十 py。 = br4， (0) = 0， 
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此 方程 的 解 为 
_ ez _ 
yo ( 工 ) 一 1 十 5 一 名 (). 
令 方程 (3. 14. 2) 的 解 为 


则 


yy 一 人 GZ GL 十 8 十 2) 一 2 
(1 十 B 十 加 入 


将 它 代 入 方程 (3. 14. 2) 中 ,化 简 , 并 令 甩 =1+p,w 一 一 (+o)， 


C1 十 7z9 3 十 (Rh 十 mzt) 六 十 力 允 一 Oozt， 


六 (0) = 一 0. (3. 14.3) 
与 解 方程 (3. 14. 2) 类 似 , 可 得 方程 (3. 14. 3) 的 解 为 


人 2 


六 “了 二 及 干 罗 ， 
代 人 式 (3. 14. 3) 得 到 关于 > 的 微分 方程 
(1 十 3z9 到 2 十 ( 良 十 wz032 十 因 姑 一 六 帮 ,yz(0) 一 0， 
其 中 记 二 1 十 B 一 2 十 Bo 一 一 (1 二 oa) 一 ay 加 二 1， 
2 一 力 十 (十 BR)G+aw) 一 认 十 (1 十 PDT 一 
依 此 类 推 , 有 


GZ 


3 一 1 十 B-， 十 yw 
(1 十 9z9 演 十 (8 十 ooz3 十 2 一 De， 


yn(0) 一 0， 
其 中 
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及 三 1 十 BR-， an = 一 (7 十 av-1)， 思 一 1， 
一 y-10 -十 (1 十 有 -DC7 十 ao ， 交 二 23 
(3. 14. 4) 
于 是 方程 (3. 14. 2) 的 连 分 式 解 为 


COx DT OZ 
一 一 二- 1 
汪汪 十 册 二 了 二 所 寺 吕 机 下 下属 下 oa 号 


其 中 有 ,& 66 ,可 由 递 推 公式 (3. 14. 4) 得 到 
pv 一 十 B 《也 一 12，…)， 
mn 一] 
bu 一)f 十 (十 B)(G 十 w) (三 2). 


j 一 1) 
在 一 2 及 六 一 2z 十 1 的 情况 下 可 得 到 
6 一 准 十 (2 十 BD)m7 一 mr (一 1,2,…)， 
Gerrl 一 只 十 (8 十 2 十 1)[Cz 十 1)7 十 思 (一 0,1，). 
将 以 上 结果 代 人 式 (3. 14. 5) 就 得 到 方程 (3. 14. 2) 的 解 
6r*” [和 好 十 (1 十 BC7 十 a)] 


I 十 5 十 2 十 8 呈 


[十 (1 十 8)7 一 aq] 丸 
5+6 十 … 十 


[8 十 (8 十 办 (四 十 @]] 太 
2 十 8 十 


0 野 
[十 Ca 十 Bi 一 各] (3.14.6) 


2 十 1 十 十 … 
对 于 函数 >=tanz, 满 足 微分 方程 
多 一 1 十 交 ， y(0) 一 0. 〈3. 14. 7) 


令 ?= 二 =,z(0) 一 0, 将 它 代 人 方程 (3， 14.7) 得 到 关于 z 的 微分 
方程 
1 十 二 2 一 二， (07 一 全 的 让 
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与 方程 (3. 14. 2) 比较 得 
攻 0， 大 2， 8 学 2 ”CC 0， 2 


故 利用 式 (3. 14.6) 可 得 (3.14. 8) 的 连 分 式 解 为 


2 ET 


人 区 
372 十 5/2 十 7]/2 十 … 十 2 十 1 十 … 
2 


= 如 一 于 一 打 _。 殉 二 (3.14.9) 
于 是 ,y 一 tanz 的 连 分 式 展开 为 
tr 工 和 实 天 三 
了 
(3. 14. 10) 
由 tanhz 一 itan 子 , 用 于 代替 上 式 的 并 并 乘 i 得 
tanhz 一 工 邢 王 _ 
工 二 了 十 5 十 …… 十 28 十 1 十 … 
若 考虑 y 一 arctanz ,满足 微分 方程 
二 二 相 
六 瑟 下 y(0) 一 0. 
令 ? 一 诗 5,z(0) 一 0, 可 得 . 
2 人工 一 寺 十 一 车 
(1 十 Z) 于 十 (二 玉 )z 十 豆 z 到 ， 
xz(0) 一 0. (3. 14. 11) 


与 方程 (3. 14. 2) 比较 得 
生 一 上 二 
1 一 1， 大 一 2， 有 一 7 一 9 一 ，“ 玉 
由 式 (3. 14. 6) 可 得 连 分 式 解 


“=Z/2 \4 4 六 4 广 
3/2 十 5/2 十 7/2 十 宇 十 


[二 + 人 十 Da 一 也 | 计 王 灌 十 沁 人 








4 
47 十 1 十 47 3 3 
人 
ZE 4z2 9zz 4722z2 〔(2mz 十 1)2z2 





3 十 5 十 7 十 … 十 委 二 IT 十 ， 秘 十 3 十， 
于 是 得 
Wi 
LTL+3+5 + 了 二 十 到 证 
由 于 计 In 过 一 arctanhz=iarctan 对 ,所 以 有 


il 二 zz 工 王 本 


2 1 一 工 1 一 3 一 5 一 … 一 2 十 1 一 
应 用 方程 (3. 14. 2) 的 连 分 式 解 (3. 14. 6) 还 可 得 到 下 列 基本 初 
等 函数 的 连 分 式 展开 ， 
刀 (4 十 az (1 一 zz 


"一 工 殉 
(1 十 Z) 工 一 工 二 2 岂 了 于 
(2 十 zz (2 一 zr) 
2 十 5 十 … 十 
(十 zw)r (7 一 z) 工 
2 十 Zr 于 三 十 .oo 











1 一 工 工 工 2z 3z 
和 
开 “区 ， 
2 十 到 十 1 十 …; 
人 工 工 
FA 二 2 一 5 十 ,十 
并 
2 一 到 十 1 一 … 
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也 是 近似 的 . 

研究 数值 积分 的 另 一 个 原因 是 被 积 函 数 没有 具体 的 解析 表达 
式 , 如 实验 数据 等 . 因此 无 法 采用 解析 方法 求解 定 积分 ,只 能 用 近 
似 求 积 方法 . 同样 地 ,由 实验 数据 构成 的 表格 形成 的 函数 ,需求 其 
导数 时 也 只 能 用 数值 方法 来 近似 求解. 


4.2 牛顿 - 科 茨 求 积 公式 


4.2.1 公式 的 一 般 形式 
将 积分 (4. 1. 1) 中 的 积分 区 间 [a, 纪 分 成 盖 等 分 ,其 节点 zx 为 
习 sa 十 大 ， 丰 一 二 一) (从 一 01esa)、 
对 于 给 定 的 函数 六 在 节点 zx(E 王 0,1,…,z 上 的 值 FCzs) 为 已 
知 . 那么 了 在 x 十 1 个 节点 myz ,…yz, 上 的 z 次 代数 择 值 多 项 式 为 


P,(z) 一 了 J (Cra). 


kh=0 | j=0 4 一代 
天 上 


如 果 记 z=a 十 纺 ， 则 上 式 可 以 写 为 
P,(z) 一 袜 [站 生 引 re (4. 2.1) 


二 一 0 【im0 


在 积分 (4. 1. 1 中 的 被 积 函数 了 用 其 2 十 1 个 节点 的 代数 氮 
值 多 项 式 已, 来 代替 ,可 得 


ICP = | rczpdzw cn = | Pendz. 
多 项 式 的 积分 是 容易 求 出 的 ,因此 把 上 式 写 为 
ID TCD = > Air(z， (4.2.2) 
二 一 0 


其 中 
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4 数值 积分 与 数值 微分 


4.1 引言 


在 科学 与 工程 计算 中 ,经 常 要 计算 定 积分 
ICP) = | rczdz (一 co 过 ae 过 8 过 co). (4.1.1) 


这 个 积分 的 计算 似乎 很 简单 ,只 要 求 出 了 的 原 函 数 下 就 可 以 得 出 
积分 (4. 1.1) 的 值 , 即 

IJP) 一 下 (5) 一 F(a). (4.1.2) 
如 果 原 函数 下 非常 简单 又 便于 使 用 ,那么 式 (4. 1. 2) 就 提供 了 计 
算 起 来 最 快 的 积分 法 . 但 是 ,积分 过 程 往往 将 导出 新 的 超越 函数 ， 


例如 ,简单 积分 | 二 dz 可 引出 对 数 函数 , 它 已 不 是 代数 函数 了 ， 而 


积分 |e dz, 将 引出 一 个 无 法 用 有 限 个 代数 运算 、 对 数 运算 或 指 


数 运算 组 合 表示 的 函数 . 有 些 积分 虽然 容易 求解 ,并 且 原 函数 仍然 
是 一 个 初等 函数 ,但 可 能 过 于 复杂 ,以 致 人 们 采用 式 (4. 1. 2) 来 计 
算 之 前 还 得 三 思 而 行 . 例如 
1 本 \VZ 
| 二 二 Id = 了 retan| 膏 均 )+ 
ESchzvV2 十 1 
坷 于 
采用 式 (4. 1.3) 这 种 “精确 ”表达 式 时 ,所 需 运 算 次 数 是 个 根本 问 
题 . 由 式 (4. 1. 3) 看 出 , 需 计算 对 数 和 反正 切 , 因 而 只 能 计算 到 一 定 
的 近似 程度 . 由 此 可 以 看 出 ,这 类 表面 上 是 “精确 ”的 方法 ,实际 上 
。163 。 





《4.1.3) 


A, 一 4 一 二? Tt 三 5d: ~ (一 a)ctm ， (4.2.3) 


7]5 大 
相 


(= 


(Cn)》 一 时 和 
二 站 其 上 让 dt (4. 2.4) 


公式 (4. 2. 和 
等 距 节点 求 积 公式 ,4A4 称 为 求 积 公式 系数 ,ci 称 为 科 茨 求 积 


系数 . 


牛顿 - 科 茨 求 积 公式 的 误差 估计 已,(P=IP 一 也 (六 , 由 下 
面 定理 给 出 
定理 4.2.1 〈1) 如 果 ) 为 偶数 ,六 “2 在 [ab 上 连续 , 则 有 
下 , (万 ) 一 cm Fr (7)， 刀 乒 [a,b]， (4.2.5) 
其 中 


1 一 - 了 
| ee- DG 一 2)…(t 一 di 


(2) 如 果 ”为 奇数 ,Foi 在 La,g] 上 连续 , 则 有 
尼 ,( 记 一 ch 人 D)，7Ef[a,o]， (4.2.6) 


7 


其 中 
1)(C 一 2)……( 人 一 姑 )dt. 


Cn 一 


让 
从 定理 4. 2.1 可 以 看 出 ,如 果 三 是 ) 次 多 项 式 ,得 产 汪 (z) 一 一 0， 
所 以 E.(CF)=0. 由 此 可 知 , 对 于 次 数 不 高 于 ”的 多 项 式 来 说 ， 
牛顿 - 科 茨 公式 (4. 2.2) 是 精确 成 立 的 . 
近似 式 


[ 
| JCz)dz 和 >) AdFGzo) (4. 2.7) 
六 一 0 


称 为 一 般 的 求 积 公式 ,其 中 z 称 为 求 积 节点 ,A: 称 为 求 积 系数 ， 
亦 称 伴随 节点 zx 的 权 (weight). A, 仅仅 与 节点 zt 的 选取 有 关 而 
不 依赖 于 被 积 函数 jz) 的 形式 . 
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数值 积分 (numerical integration) 是 一 个 近似 方法 ,因此 对 尽 
可 能 多 的 被 积 函数 六, 要 求 数 值 积 分 能 准确 地 作出 计算 ,这 就 引出 


了 代数 精度 的 概念 
定义 4.2.2 ”如果 求 积 公式 (4. 2.7) 对 所 有 次 数 不 高 于 的 
代数 多 项 式 等 式 精 确 成 立 , 但 存在 十 1 次 的 代数 多 项 式 使 等 式 不 
成 立 , 则 称 求 积 公式 (4. 2.7) 具 有 普 次 代数 精度 . 
由 定理 4.2. 1 可 知 , 牛 顿 - 科 茨 求 积 公式 (4. 2. 2) 的 代数 精 
'， 度 至 少 是 次 ,而 当 交 是 偶数 时 ,(4. 2. as 
刀 十 1 次 . 


4.2.2 梯形 公式 


在 牛顿 - 科 蒋 公式 (4. 2. 2) 中 , 取 一 1 时 cm 一 虽 一 二, 所 
以 有 





FICP = CD = 和 2[7(a) + 70]， (4.2.8) 


公式 (4. 2. 8) 称 为 梯形 公式 (trapezoidal rule). 如 果 用 连接 (a， 
Ca)) 和 (6,(b)) 的 直线 来 逼近 并 对 这 线性 函数 进行 积分 可 
得 到 研 ( 亡 .图 4.1 中 研 (就 是 梯形 AapB 的 面积 ,因此 用 厂 ( 户 
来 逼近 IC.P) ,就 是 用 梯形 面积 来 代 蔡 曲 边 梯形 面积 . 


= 局 


*，166 。 


定理 4.2.3 若 fEC:[a,b], 则 梯形 公式 (4. 2.8) 的 误差 为 


已 CP) = TOP 一 DCP = 一 让 @@ 一 a7(D，7e [a, 扫 . 


4.2.3 辛普森 公式 
在 牛顿 - 科 茨 公式 (4. 2.2) 中 , 取 = 一 2, 则 有 


cf 一 革 | ce=- DC 一 2 由 一 工 ， 
。 4 6 
(2 一 二 | 志 二 4 

人 2 tt 2)dt 6， 


2) 1 -二 中 
c 和 一 了 | ld 一 间 ， 
由 此 得 到 
ICPDm (7) 
刀 Q 十 避 
= 入 | Fo +41(2)+ FOOD]， (042.9) 


其 中 1 一 寺 (0 一 )， 式 (4. 2.9) 称 为 辛普森 (Simpson) 公 式 ,其 几何 


意义 就 是 用 遂 过 三 点 Mo (zu ,yo)， Ai 《zi 2 ) ，M。 (zy ,yz ) 的 抛物 
线 已 围 成 的 曲 边 形 面积 来 代替 给 定 函 数 太 围 成 的 曲 边 形 面积 
( 见 图 4. 2). 由 于 上 述 原 因 , 公 式 (4.2.9) 也 称 抛 物 线 公式 ， 


了 
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定理 4.2.4 若 JEC'[a, 扫 , 则 辛普森 公式 (4. 2. 9) 的 误差 为 
已 (六 = CA 一 POP = 一 赴 生 Fo( 力 ，7E [oa 


4.2.4 高 阶 牛顿 - 科 茨 公式 
在 牛顿 - 科 英 公式 (4. 2. 2) 中 ,3 的 公式 称 为 高 阶 牛顿 - 科 
茨 公式 . 
对 于 "一 3 必 一 了 (0 一 a), 可 以 求 得 
IPTRCP 
一 癌 h[FKa) 十 37(a 十 及 十 37G6 一 从 十 CD] (4.2.10) 


此 公式 称 为 辛 茧 森 3/8 公式 . 如 果 Je C4[a,b], 则 公式 (4. 2. 10) 
的 误差 为 
ECP= IC 一 CCP 


= 一 亲生 Fo (， 7 和 Fe , 忆 . (4.2.11) 


在 牛顿 - 科 英 公式 中 , 取 mn 一 4 必 一 二 (6 一 a), 则 公式 化 为 
IC =TCP) ， 
一 共 h[77(a) 十 327(a 十 万 十 


127(< 这 2)+ 327(G8 一 六) 十 ?7b) | (4. 2. 12) 


通常 把 这 个 公式 称 做 科 茨 公式 ,也 称 布 尔 (Boole) 公 式 . 如 果 太 E 
C'  [a, 纪 ,那么 公式 (4. 2. 12) 的 误差 是 


已 (P) = 一 引 庆 Joe(，1E [oa 加 (4.2.13) 





在 牛顿 - 科 蒋 公式 中 , 取 n 一 5 一 于 (6 一 a), 则 公式 化 为 
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ID) 盖 五 () 


一 .5 允 
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50(G 一 21) 十 757(G 一 关 ) 十 197(C)]。 (4.2.14) 
此 公式 称 为 牛顿 - 科 茨 六 点 公式 . 如 果 JE Cs[a,b], 那 么 公 
式 (4. 2.14) 的 误差 是 
275 


下 7 了 AF(6) 
碟 ( 户 一 一 让 和 oo (用 ，9E [oa 的 (4.2.15) 


[19jF(a) 十 75F(a 十 ji 十 507(a 十 27) 十 


在 牛顿 - 科 蒋 公式 中 , 取 mn 一 6 必 一 二 (5 一 0) ,那么 公式 化 为 
TCFP) (7) 
= 高 [417(o) 十 216F(a 十 如 十 27F(a 十 25) 十 


2727 (到 2) 十 277K6 一 26) 十 2167G6 一 如 十 417(b]. 


(4.2.16) 
此 公式 称 为 牛 颅 - 科 茨 七 点 公式 . 若 FE Cs[La,b], 那 么 公式 
(4. 2. 16) 的 误差 是 


9 
下 (万 一 一 到 0 和 7 (7 了 E [ao. (4.2. 17) 


根据 科 蒋 系数 公式 (4. 2. 3) ,(4. 2.4) 有 科 茨 系数 表 4. 1(z<8). 
表 4.1 
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17280 17280 17280 17280 


989 5888 
28350 28350 28350 28350 28350 28350 


从 误差 分 析 来 考虑 ,好 像 ” 越 大 ,精度 越 高 ,但 由 于 高 阶 牛 顿 - 
科 茨 求 积 公式 的 伟人 误差 的 于 扰 比 较 大 ,因此 ,在 实际 计算 中 一 般 
不 宜 采 用 ， 很 大 的 牛顿 - 科 蒋 公式 .特别 当 x8 时 ,牛顿 - 科 蒋 公式 中 
系数 符号 是 混合 的 ,计算 中 会 丢失 不 少 有 效 数字 ,所 以 不 采用 为 宜 . 


4.2.5 开 型 牛顿 - 科 茨 公式 


令 j= (85 一 a)/C2 十 2)，zo 一 a 十 hz 一 zo 十 人 (一 1， 
2,……,mz), 于 是 Zu 一 一 六 . 用 Z-1 一 GTa+l 一 0 表示 积分 区 间 [c,5] 
的 端点 , 求 积 公式 可 写 为 


5 = |rcodz> 袜 4rcro， (4. 2.18) 
<-1 0 


其 中 ACE 一 0,1,…，,m) 由 公式 (4. 2.3) 给 出 . 
注意 : 在 上 述 求 积 公 式 中 ,积分 区 间 的 端点 皆 没 有 采用 . 
如 果 在 求 积 公 式 (4. 2. 2) 中 ,积分 区 间 的 端点 至 少 有 一 个 不 
用 , 则 称 公式 (4. 2. 2) 为 开 型 牛顿 - 科 茨 求 积 公式 . 显然 , 公 
式 (4. 2. 18) 是 开 型 牛顿 - 科 茨 公式 ,而 公式 (4. 2. 18) 以 前 的 牛顿 - 
科 茨 公式 称 为 闭 型 公式 . 
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开 型 牛顿 - 科 欧 求 积 公式 的 误差 有 下 面 定理 . 


定理 4.2.5” 设 》'A,f(zi) 表示 n 十 1 个 节点 的 开 型 牛顿 


科 欧 求 积 公式 ,其 中 xz， = az 一 0 一 (一 an 十 2). 
(1) 如 果 ) 为 偶数 ,大 “2 在 [a, 习 上 连续 , 则 有 
E,CP) = cota( 们 ，TE[a' 的 ， (4.2.19) 
其 中 





1 rr 1 
元 二 -有 2 人 一 1)…(t 一 mdt。 


(2) 如 果 了 为 奇数 , 关 o 在 [a,o] 上 连续 , 则 有 
ECP) = cneb 人，TE ab， (4.2.20) 
其 中 
二 万 <- 1 人 二 六 本 


在 实际 计算 中 , 闭 型 公式 一 般 要 比 同 阶 的 开 型 公式 更 为 精确 ， 
因此 经 常 使 用 的 是 闭 型 牛顿 - 科 欧 求 积 公式 .但 在 z 一 0 时 , 开 型 牛 
顿 - 科 欧 公式 是 经 常 使 用 的 ,其 求 积 公式 为 

TCF) Jo(Cp) 三 2h(zo)， (4. 2. 21) 
其 中 
丰 冯 六 6 一 o)， zo 一 到 Ca 十 咏 


公式 (4. 2. 21) 称 为 中 点 公式 (midpoint rule). 如 果 了 在 [ae, 刀 上 有 
二 阶 连续 导数 , 则 中 点 公式 的 误差 为 
可 (万 一 二 if"()，3E [a, 打 《4.2.22) 


其 他 常用 开 型 牛顿 - 科 茨 公式 如 下 : 


7 一 1， 


人 5] 十 斑 P"6， (4.2.23) 
周 2 4 


其 中 区 AAA 
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?一 2， 


六 jz)dz = 多 [27(zo) 一 fr) 十 2fCz)] 十 


工 - 


] 失 ro(e， (4. 2. 24) 
其 中 Z-1I<&<zi， 


力 一 3， 
六 Hz)dz 一 路 [11f(zo) 十 fr) 十 za) 十 117Cz)] 十 
95 _ 5 4) 8 
4 ee)， 《4. 2.25) 
其 中 xz- 一 上 -zi 
例 4.2.6 用 闭 型 和 开 型 牛顿 - 科 茨 公式 (4. 2.8),(4. 2.9)， 
(4. 2. 10) ,(4. 2. 12),(4. 2. 21) ,(4. 2. 23) ,(4. 2. 24) 和 (4. 2. 25) 来 


计算 积 分 | sinrdz 的 近 似 值 . 


解 ”积分 解析 解 为 1 一 -人 2 ~0. 29289322. 计算 结果 见 表 4. 2， 


| 
0.27768018 | 0. 29293264 | 0. 29291070 |0. 29289318 
0. 30055887 | 0. 29798754 | 0. 29285866 | 0. 29286923 


4.3 复合 求 积 公式 


















开 型 
误差 


对 于 定 积分 |， 荆 dz, 其 精确 值 为 2. 302585. 用 梯形 公式 计算 


得 4. 95, 用 辛普森 公式 计算 得 2. 740909. 可 以 看 出 ,它们 的 误差 很 
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大 . 要 求 得 比较 精确 的 积分 值 , 必 须 用 其 他 高 阶 求 积 公 式 ,但 是 高 
阶 (" 过 8) 牛顿 - 科 茨 求 积 公 式 会 使 有 效 数字 丢失 ,因此 不 能 用 提 
高 牛顿 - 科 茨 求 积 公 式 的 阶 的 办 法 来 提高 精度 . 基于 这 种 原因 ,一 
般 把 整个 积分 区 间 分 成 若干 个 子 区 间 ( 通 常 是 等 分 ), 再 在 每 个 小 
区 间 上 单独 采用 同一 种 低 阶 求 积 公式 ,这 种 方法 称 为 复合 求 积 方 


法 (composite numerical integration) . 
将 积分 区 间 [a, 所 分 为 等 分 , 步 长 关 一 工 (6 一 a)， 分 点 为 


z 一 a 十 i(k 一 0,1,…,7). 复 化 求 积 法 的 步骤 是 : 先 用 低 阶 牛顿 - 
科 茨 公式 求 得 在 每 个 子 区 间 [zkyzt+:j 上 的 积分 近似 值 ,然后 对 这 
些 近似 值 求 和 ,从 而 得 到 ICP) 的 近似 值 . 


4.3.1 复合 梯形 公式 
在 每 个 小 区 间 [zks,zt+y] 上 使 用 梯形 求 积 公式 ,再 求 和 得 到 表 
近 工 亡 的 求 积 公式 


玫 一 ] 
ICP 一 也 = 豆 4[FCzi) 十 fru] 
是 km0 


攻 一 ] 
= 瑟 i[ /Ca 十 2 Fri 十 7 (4.3.1) 
业 一 上 


公式 (4. 3.1) 称 为 复合 梯形 公式 (composite trapezoidal rule),T， 
的 下 标 ” 表示 积分 区 间 [a, 幻 分 成 = 等 分 . 
对 每 个 小 区 间 [z ,zi+*y] 上 的 梯形 公式 进行 误差 估计 ,然后 相 
加 就 能 得 到 复合 梯形 公式 的 误差 . 
定理 4.3.1 设 ecC:[a, 刁 ,那么 复合 梯形 公式 (4. 3. 1) 的 误 
差 为 ， 
ROAD JICIE 7 


一 一 记 坟 和 和 归 P(， 36 [a, 妇 ， 
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4.3.2 复合 辛普森 公式 
类 似 于 复合 梯形 公式 ， 但 在 小 区 间 [zs, ze] 上 不 用 梯形 公式 
而 采用 辛普森 公式 ,那么 就 可 以 得 到 逼近 7 的 求 积 公式 
了 (= 5， 


生 叶 [Fr 十 4FCzu) 十 Crzrr)]， (4.3.2) 


其 中 zt = 本 (z 十 zhi). 公式 (4. 3.3) 称 为 复合 辛普森 公式 


(composite Simpbson's male)， S， 的 下 标 ? 表示 把 积分 区 间 [a, 妇 分 
为 元 等 分 . 若 令 


0 


了 ,一 AS Cruy )， 
那么 可 得 复合 辛普森 公式 和 复合 梯形 公式 之 间 的 关系 
| 2 
S, 一 可 T 十 可 瑟 . (4.3.3) 
定理 4.3.2 设 feC'[a, 引 ,那么 复合 辛普森 公式 (4. 3.2) 的 
误差 为 
已 ,( 记 一 TCF) 一 S， 





《7)， 7 E [ao， 





六 一 Q 
2550 
例 4.3.3 分 别 用 复合 梯形 公式 和 复合 辛普森 公式 计算 积分 
ICP) 一 | 人 


解 ” 积 分工 门 的 精确 值 为 . 
TI(P) = 一 12. 0703463164. 
TS, 以 及 它们 的 误差 E2 =TOP) 一 To,E9 一 T(OF) 一 S， 见 
表 4. 3. 
。 174 。 

























一 17. 389259 5.32 






一 11.5928395534 .78X10-: 















































一 13. 336023 1. 27 一 11.9849440198| 一 8.54X10- 
一 12. 382162 3.12X10-! | 一 12.06420895721| 一 6.14X10- 
16 一 12. 148004 7.77X10-: | 一 12.0699513233| 一 3.95X10 
32 一 12.089742 1.94X10-* | 一 12.0703214561| 一 2.49 久 10 一 
64 一 12.075194 4.85X10-: | 一 12.0703447599| 一 1.56X10“ 
128 | 一 12.071558 1.21X10-3 | 一 12.0703462191| 一 9.73X10 
一 12.070649 3.03X10- | 一 12.0703463103 .08X10” 





复合 辛普森 公式 计算 的 结果 比 复合 梯形 公式 的 计算 结果 精确 
得 多 ,并 随 ”的 增加 ,误差 减少 得 很 快 . 


4.3.3 复合 求 积 公式 的 收敛 性 


对 于 牛顿 - 科 茨 公式 , 当 =>co 时 ,一 般 不 能 保证 了 工 ( 亡 一 工 .万 ， 
例 4.3.4 用 牛顿 - 科 茨 求 积 公式 计算 积分 
人 1 
IC = 二 天 二 
解 ” 此 积分 精确 值 TCF 一 2arctan4=:2. 6516. 牛顿 - 科 茨 求 积 


公式 TCF) 见 表 4.4. 由 表 4.4 的 数值 结果 可 以 看 出 ,也 ( 亡 是 发 
散 的 . 


表 4.4 





对 于 复合 求 积 公式 来 讲 , 情 况 大 不 相同 . 可 以 把 复合 梯形 公式 
T, 和 复合 辛普森 公式 S。 看 作 积分 和 . 因此 只 要 jz) 是 黎 曼 
(Riemann) 可 积 的 ,那么 T, 和 S, 均 收 剑 到 T(J). 
定义 4.3.5 设 复合 求 积 公式 太一 TI( 记 ,如 果 当 -=0 时 有 
TCD 一 。， 
大 靖 
其 中 ce 为 一 个 非 零 常 数 ,那么 称 卫 是 户 阶 收敛 的 . 
由 定理 4. 3. 1 和 定理 4. 3. 2 知 , 复 合 梯形 公式 是 二 阶 收敛 的 ， 
复合 辛普森 公式 是 四 阶 收敛 的 . 


4.3.4 区 间 逐 次 分 半 法 


利用 复合 梯形 公式 和 复合 辛普森 公式 来 进行 定 积分 的 近似 计 
算是 比较 简单 的 ,但 是 为 了 确定 把 积分 区 间 [a, 扫 分 成 多 少 个 子 区 
间 , 即 取 多 大 , 则 需 依据 余 项 公式 事先 估计 ,就 要 分 析 被 积 函 数 
的 高 阶 导数 ,而 这 是 很 困难 的 . 

区 间 逐 次 分 半 法 就 是 根据 规定 的 精度 要 求 ,在 计算 过 程 中 把 
积分 区 间 逐 次 分 半 ,并 利用 前 后 两 次 计算 结果 来 判别 误差 的 大 小 ， 


从 而 得 到 满足 精度 要 求 的 积分 近似 值 . 
利用 复合 梯形 公式 的 误差 估计 (定理 4. 3. 1) 可 以 得 到 
于 CT 一 TD) = TCD 一 To (4. 3.4) 


上 式 提 供 了 一 个 误差 估计 的 判别 条 件 . 如 果 
| Ts 一 T 1 一 e (人 允许 误差 )， 

那么 可 以 认为 Tx, 已 满足 精度 要 求 . 

需要 特别 注意 的 是 ,在 逐次 分 半 过 程 中 , 老 分 点 上 的 函数 值 要 
避免 计算 . 

区 间 逐 次 分 半 法 的 具体 计算 过 程 如 下 ; 

最 初 取 ”一 1, 计 算 
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Troy AD) 
T 一 nu[ 这 + 瑰 ]， 两- 训 闸 3 人 
然后 将 区 间 分 半 , 取 "一 2, 计 算 
rra) ，FCO) 
PP=A[ 人 + 各 + 
三 去 7T 十 矶 Pa 


其 中 太一 于 (一 0)， 一 G 十 刀 ， 
再 将 每 个 小 区 间 分 半 , 则 ”一 4, 计 算 
工 = ia[ +1+ Fr 十 za) +Aezo)] 


一 到 十 和 [Fri) 十 (za)]， 


其 中 心 = 于 (0 一 az 一 a 十 雁 ， (=1,2,3). 
一 般 地 ,每 次 总 是 在 前 一 次 的 基础 上 再 将 小 区 间 分 半 , 则 分 点 
加 密 . 一 般 计 算 公 式 为 


二 


T:， 一 2 


T 十 ia > ja 十 (2 一 1)has)， (4.3.5) 
业 一 】 


去 5 
其 中 ha 一 2( Qa). 
利用 公式 (4. 3. 5) 计 算出 Tz, 后 ,再 检验 不 等 式 


| Tv 一 和 们 | 一 e (到 绝 对 误 盖 ) (4.3.6) 
或 
[人 <。 ( 取 相 对 误差 ) (4.3.7) 


是 否 满足 ,如 果 满 足 则 取 T*, 为 所 求 定 积分 的 近似 值 , 否 则 区 间 继 

续 分 半 ,重复 上 述 过 程 直 至 条 件 满 足 . 一 般 在 实际 计算 中 , 当 ">m 

(ma 为 给 定 一 正 整数 ) 时 才 进 行 条 件 (4. 3. 6) 或 条 件 (4. 3. 7) 的 判 
*。，177 。 


别 , 否 则 可 能 出 现 假 收敛 
对 于 辛普森 求 积 公式 也 可 以 同样 进行 区 间 分 半 . 由 复合 辛 普 


森 求 积 公 式 的 误差 (定理 4.3.2) 可 以 得 到 
吉 (S: 一 S,) 二 . 开 万 一 S (4.3.8) 


因此 可 以 由 S:, 一 S, 来 估计 S: 的 误差 .用 区 间 逐 次 分 半 产 生 复合 


辛普森 求 积 的 序列 
Si 7 92 SS we iv 9S2。 本 


其 中 
S, 一 于 如 [Fa) 十 /Kb) 十 2P. 十 4Q.] Cn 一 1,2,4，)， 
(4.3.9) 
P, 是 在 旧 分 点 上 范 数值 之 和 ， 


也。 一 双 Fcz)， 
k=1 
Q, 是 在 新 分 点 上 范 数值 之 和 ， 


zt 一 QQ 十 好， (一 1,2,…，,27m 一 1). 
在 旧 分 点 上 的 函数 值 不 需 重 计算 . 利用 公式 (4. 3. 9) 计 算出 
Su 之 后 ,再 进行 精度 检验 . 如 果 满 足 条 件 
| S,, 一 S. | 一 e (4. 3. 10) 
或 
全 -S, | 
| S: | 
那么 取 S$:, 作 为 工 . 记 的 近似 值 , 否 则 再 分 半 区 间 继 续 进 行 . 
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一 s， 《4.3. 11) 


4.4 里 查 森 外 推算 法 和 龙 贝 格 积分 法 


利用 复合 梯形 求 积 公 式 来 计算 TCF 的 近似 值 , 精 度 较 差 . 当 
mco 时 ,序列 { 全 ,三 1} 收 敛 到 ICP) ,但 收敛 速度 缓慢 ,为 加 速 其 
收敛 速度 ,可 以 利用 外 推 (extrapolation) 算 法 来 加 速 . 


4.4.1 里 查 森 外 推算 法 
设 函 数 S 在 zx=0 处 的 值 St0) 由 序列 SO,S( 和 ) (CA>0) 


来 和 逼 近 . 通过 序列 SCh)， S( 冯 )，… :构造 出 一 个 新 的 序列 ,使 它 更 
快 地 收敛 于 S(0). 运用 泰勒 展开 式 
SC 一 SC0) 十 1S“(0) 十 页 姑 S(0) 十 坟 总 S"(0) 十 沪 


5 人 ( 生 )= SCOD) 十 如 下 SC0) 十 寺 二 (全 ) S"(0) 十 
二 (全 ) S“(O) 十 … 
如 果 S'(0) 天 0, 那 么 SG， 5 全 ) 示 近 S(0) 的 阶 为 OCh)， 


若 令 Si(h) 一 2S( 抒 ) 一 SCh ,那么 当 S"(C0) 夭 0 时 ,Si (Ci 逼 


近 SCo) 的 阶 为 O( 姑 ) ,因此 序列 S, Cj) ， Si (和 )，… “就 更 快 地 收敛 


到 SC0). 同样 ,还 可 从 S, ( 关 ) 构造 出 S (Ph) ,从 S: (CA) 构 造 出 
S:(h ,它们 都 加 速 了 收敛 . 这 种 加 速 收 敛 的 办 法 称 为 外 推算 法 ， 
在 数值 积分 中 常用 的 里 查 森 (Richardson) 外 推算 法 如 下 : 
设 一 个 步 长 为 天 的 郴 数 下 去 逼近 一 个 数 到 ,其 误差 为 
*。，179 。 


情 (FF ) 一 下 一 (h) 
aij 十 as 大庆 十 … 十 ai 大庆 十 多 (4.4.1) 


让 


其 中 
轴 二 l… 人 > 加 二 轧 二 0， 
aivpzi 是 与 疡 无 关 的 常数 , 即 下 通 近 已 " 的 误差 阶 是 jz . 如 果 令 


] 一 


那么 F: (hi) 逼 近 开 " 的 误差 阶 是 ie .重复 这 样 的 做 法 ,可 以 得 到 一 
个 算法 
(hn) 一 F(Gh)， 


FF (h) 一 





而 [CF(m) 一 gmF(h)]，1 一 gm 天 0， 


Fa(i) 一 [Fo(g) 一 罗 Fo(CD] (mm 一 12，m)， 


(4.4.2) 

其 中 9 为 满足 1 一 go 天 0(mm 一 1,2,…) 的 适当 正 数 .算法 (4.4. 2) 
称 为 里 查 森 外 推算 法 . 

定理 4.4.1 如 果 下 各 近 下" 的 截断 误差 由 式 (4. 4.1) 给 出 ， 
那么 算法 (4.4. 2) 有 逼近 开 " 的 误差 为 

下" 一 Fa (hi) 一 GD 放 pert 十 at 放 ents 十 …… 

其 中 age+D (&m 十 1) 为 与 产 无 关 的 常数 . 

算法 (4.4.2) 的 计算 步骤 见 表 4.5, 其 中 四 表示 第 i 步 


表 4.5 
GDF(Ch) 
人 @@F(qkh) 图 PCh) 
@F(Cq:j)， 图 忆 (oh) @F (Ch) 


@DF(C9iA) 图 忆 (9 @@Fs:(9h) 四 Fe(Ch) 
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4.4.2 龙 贝 格 积分 法 


定理 4.3.1 给 出 了 复合 梯形 求 积 公式 的 误差 ,为 利用 里 查 
森 外 推算 法 来 加 速 收敛 ,可 用 复合 梯形 求 积 公 式 的 另 一 形式 的 
定理 4.4.2 设 Fec…[a,b], 那 么 复合 梯形 求 积 公 
式 (4. 3.1) 的 误差 为 
| rodz-Trcp = 当 三 IC 人 一 Fo] 肥 十 rn， 
全 ?im1 4 
其 中 B: 为 伯 努 利 (Bernoull) 数 , 表 4.6 给 出 了 部 分 伯 努 利 数 . 


(一 a) Fo (人 jar TE[a,o. 


Bat 
和 《27z 十 2)1! 


表 4.6 











一 一 0. 50000 
工 


2 言 一 0. 16667 
4 一 滤 一 一 0.03333 
30 
6 工 0.02381 
4 全 0 
1 
8 志 = 一 0. 03333 
10 5 0.07576 
机 ( 
691 
12 吕 一 一 0.25311 


二 =1， 16667 


。 181。 


续 表 










3617 
16 豆 0 二 一 7.09216 
43867 
18 054. 97118 
_ 174611 
20 二 0 全 一 529. 12424 
22 5536192. 12319 


236364091 
24 一 2730 入 86580. 25311 






当 上 为 大 于 等 于 3 的 奇数 时 ,Be =0 


在 复合 梯形 求 积 公 式 (4. 3. 1) 中 ,用 T(A) 来 记 T,, 其 中 凡 为 
步 长 .由 此 公式 (4. 3. 1) 可 写成 
ICP = T(OA 一 公 [re +2 吕 Fa+A) + ] 
现 将 步 长 每 次 缩小 一 半 , 这 样 可 得 一 序列 
TCD ， T( 却 )， (和 )…… 
显然 ,这 序列 收敛 到 积分 值 ICP). 利用 定理 4. 4. 2 及 理 查 森 外 推 
算法 (4.4.2), 取 9 一 立 可 得 到 如 下 算法 ; 
Ti(h) 一 T(h)， 
工 (分 )- 仁 “Th 
-全 全) 
j 2Zm 
1 全 ) 
(4.4. 3) 


算法 (4 4. 3) 称 为 龙 贝 格 (Romberg) 积 分 法 . Ti(A) 逼 近 IC 的 
误差 估计 为 
。 182 ， 


TH 《六 ) 2 


工 万 ) = TD ( 产 ) 一 CT 不 2(m+1D 十 人 让 jw 十 W 











(4.4.4) 
其 中 系数 ago ,as ，… 皆 与 挛 无 关 . 
令 
有 本 一 将 
se - 工 ( 昧 9 
则 计算 过 程 可 见 表 4.7. 表 中 的 每 列 与 对 角 线 都 收敛 到 定 积分 工 万 . 
表 4.7 
了 Tu 
天 但 TS 
了 TY TI 
休 提 本 T) 下 人 
TY4 TI IT3 了 Tiw 
了 全 了 和 TS T2 TI 了 坟 
龙 贝 格 积分 法 的 计算 步骤 如 下 , 
1. 计算 
To = 乞 “[7oo) 十 F(0)]， 
对 !=1,2,… 计 算 下 列 各 步 . 
2. 计算 
7 cb 6 一 aS 人 
To 一 [ + 导 写 A(e+ D )】 


3. 计算 表 4.7 的 第 :十 1 行 元 素 
4m 下 ( 一 TD 


二 1 = 本 
IT 4 如 一 1 
友 二 12 大 一 1 一 1 一 2 


4. 收敛 控制 
如 果 表 4.7 的 对 角 线 上 的 最 后 两 相 邻 元 素 Tw"”,T” :满足 
"183 ， 


1 Two 一 Te |<s 〈 取 绝对 误差 ) 
或 


人 一 。 ( 取 相对 误差 )， 


则 以 Te" 作为 近似 值 , 和 否则 继续 到 下 面 一 步 . 

5. “增加 1 后 转 到 步骤 2 继续 做 . 为 使 整个 过 程 不 会 无 限 做 
下 去 ,可 设 !>! 时 计算 终止 ,此 时 达 不 到 要 求 , 计 算 不 成 功 ， 

例 4.4.3 用 龙 贝 格 积分 法 计算 


ICP) = | ”sinzdr， 
解 ICP 的 精确 值 为 2. 用 龙 贝 格 计算 过 程 及 计算 结果 见 表 4. 8. . 


表 4.8 
0 
四 1. 57079633 图 2.09439511 
团 1. 89611890 @@2ZL 00455976 轿 1.99857073 
@1. 97423160 图 2. 00026917 回 1. 99998313 四 2. 00000555 
加 1. 99357034 @ 四 2. 00001659 侈 1. 99999975 加 2. 00000001 电 1.99999999 
国 1. 99839336 电 2. 00000103 电 2. 00000000 国 2. 00000000 园 2. 00000000 团 2.00000000 
Ce 一 nitric ee 


可 以 看 到 , 表 的 第 一 列 是 区 间 逐 步 分 半 的 复合 求 积 法 所 得 到 的 结 
果 , 虽 然 计 算 简单 ,但 收敛 很 慢 , 而 使 用 龙 贝 格 积分 则 得 到 非常 精 
确 的 值 . | 

4.5 高 斯 求 积 公式 


讨论 积分 





ICP = | pcz)r(z)dz (4.5.1) 


的 求 积 方法 ,其 中 积分 区 间 [a,b] 可 以 是 有 限 的 ,也 可 以 是 无 限 
”184 。 


的 . oCz) 为 [a,b] 上 的 权 函 数 , 即 它 满足 下 面 三 个 条 件 
(1) o(z) 三 0,YzeE [a, 中 . 


(2) | ecodz> 0. 

(3) | 1 z ez)dzr 存 在 并 有 限 , yn >> 0 
如 果 取 o(z) = 1 ,那么 式 (4. 5. 1) 就 化 为 通常 的 积分 . 
4.5.1 高 斯 型 求 积 公式 


现在 用 好 个 不 等 距 的 节点 1， 工 29 9 Tag 其 中 二 [a , 妇 
(E 一 1,2,，…,72) ,对 了 进行 插值 , 则 有 


zj = 和 Fa) 天 -2czy 十 
下 王 1 


(并 一 Th)wns(Czt) 





[zzi…zrv]w(r)，ZzE[a,o]， 
.其 中 

am( 冻 ) 一 《〈 工 一 并 i)( 工 一 22)…( 工 一 Ia)， 
Lzyzi…yz] 是 半 阶 差 商 . 
用 权 函 数 。 乘 上 式 并 在 [ae, 引 上 积分 得 


ICP) = | ecpremdz = Asf(zD) 十 ECPD， (4.5.2) 
全 下 一 1 
其 中 
Au, = | pcz) 天 一生 dr， (4.5.3) 


工 一 2)wns(Zz) 
E(CAP) =TICP 一 2)4AkfCzb 
=| pcz7[r,m ,zzywyzno]jowos(z)dz. (4.5.4) 
如 果 了 取 为 一 1 次 多 项 式 , 则 有 
I(.P) 一 Asf(z)， 
业 m1 


*，185 。， 


如 果 为 次 数 不 高 于 2 一 1 次 的 多 项 式 ,那么 上 的 插值 多 项 式 的 
” 余 项 中 j[z,zi,…,z] 为 次 数 不 高 于 n 一 1 次 多 项 式 . 设 {gx*)} 为 
[ao, 引 上 关于 权 函 数 p 的 正 交 多 项 式 族 ( 见 3.4 节 ), 则 有 

大 [zyzi 和 yxzs] 一 Sagi(z)， 
因此 


mW 一 1 
ECPD= | pcnpwCz) 闷 age(z)dz 
本 一 0 


mr 一 】 2 
= 忆 o| ozywcnpesCz)dzr 
二 名 外。 


如 果 把 非 等 距 节点 取 成 正 交 多 项 式 g。 的 根 ,那么 和 8&g, 只 差 一 
-个 常数 因子 , 即 wm 一 cg,, 这 样 , 利 用 正 交 性 得 


及 一 】 下 
ECP =ao| oneCnDeiCzdr 二 0 
A=0 a 


所 以 ,只 要 把 插值 节点 取 作 在 [ae,b] 上 带 权 p 的 正 交 多 项 式 g, 的 
零点 ,就 可 以 使 具有 个 节点 的 求 积 公 式 


| ecoprcpdz= hArcrn (4.5.5) 
光 友 一 】 


的 代数 精度 达到 2 一 1. 

定义 4.5.1 车? 个 节点 的 插值 求 积 公 式 (4. 5. 5) 的 代数 精 
度 是 2” 一 1, 那 么 称 求 积 公式 是 高 斯 型 求 积 公式 . 其 节点 称 为 高 
斯 点 . 

如 果 节 点 z 取 为 正 交 多 项 式 g。 的 零点 ,并 设 a, 为 g, 中 z" 的 


系数 ,B = ant/anvos = | oz)[e.(z)]*dz, 那 么 式 (4.5.5) 对 次 
数 小 于 2 的 多 项 式 矿 成 为 等 式 , 系数 A, 化 为 


Ai 一 (RE 一 1,2, 2) (4.5.6) 


二 -人 人 本 全 
En(CTtJSrHCZE) 
定理 4. 5. 2 ”对 于 高 斯 型 求 积 公式 (4. 5.5) , 若 FE Cz[a,O， 
。186 。 


那么 有 
ecepremaz 一 Avro 


6 
= 吉 JTfe" ( 几 | oz)[oCzD]dz， JE [a, 扫 ]， 


其 中 w(z) 一 (z 一 zl)…(z 一 工 )。 
定理 4.5.3 高 斯 型 求 积 公式 (4. 5. 5) 中 的 系数 A,(k 一 1， 
2,… ,7) 全 部 为 正 . 


令 
Q.CP = 六 Aufdz)， 
下 1 
有 下 面 定理 . 
定理 4.5.4 设 F(z) 为 FCzi)(=1,2,…,m) 的 近似 值 , 那 
么 有 
19.CP) 一 Q.CD < max | Cr 一 Fri) | | oz)dz 


定理 4.5. 4 说 明 采 用 高 斯 型 求 积 公式 在 数值 计算 中 是 稳定 
的 .下 面 给 出 收敛 性 定理 . 
定理 4.5.5 设 JEcCfra,0], 对 于 高 斯 型 求 积 公式 (4. 5.5) 有 


limQ'm (CP = | ocz7Gzydz， 
其 中 
Qm(CP = 六 Airdzfn)， 
zi = 1,2, 为 高 斯 点 ,AP 为 求 积 系 数 ,上 标 (m) 表 示 它 们 
依赖 于 变化 着 的 


出 于 正 交 多 项 式 随 区 间 、 权 函数 不 同 而 不 同 , 因 此 有 不 同类 型 
的 高 斯 求 积 公式 . 
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4.5.2 高 斯 - 勒 让 德 求 积 公 式 


设 区 间 [a, 纪 =[ 一 1, 菇 ,在 [一 1,1] 上 取 权 函数 po(Cz) 王 1，, 那 
人 P,， 


2 
2 


设 FE C[ 一 1,1] ,那么 高 斯 求 积 公式 化 为 
repaz= 站 hrGzD+TRIO， (5.7) 
其 中 高 斯 点 zi,zz,…，z 为 勒 让 德 多 项 式 P.(z) 的 零点 , 求 积 公 
式 (4. 5.7) 称 为 高 斯 - 勒 让 德 求 积 公式 . 公式 4. 5. 7 中 求 积 系数 


二 迄 1 
4 和 如 P。: (zs)P。(Czs) 


高 斯 - 勒 让 德 求 积 公 式 (4. 5.7) 中 的 高 斯 点 zi, 求 积 系数 A 
见 4. 16 节 中 表 4. 23. 
定理 4.5.6 人 求 积 公式 (4. 5. 7) 的 误差 


天 一 -Cn047zo( 力 ，7E [一 1,1]. 





了 P,(z) 一 


2 
R.[ 让 = TEST 下 


由 表 4. 23 的 节点 zx 和 系数 A+, 利 用 高 斯 - 勒 让 德 求 积 公 
式 (4. 5.7) 容 易 计 算出 积分 的 近似 值 , 而 且 精度 相当 高 . 表 4. 9 列 
出 了 定理 4. 5. 6 的 误差 ,可 以 看 出 产 ”” ( 力 的 系数 下 降 得 很 快 . 


表 4.9 












十 
也 12577326507”( 


_]_ ro Se 
1357” (7) 8558448651507”( 力 





国人 we 
天 750 太 (7 4700501921115007”( 录 






人 
3472875 思 ( 力 


例 4.5.7 用 牛顿 - 科 茨 求 积 公 式 和 高 斯 - 勤 让 德 求 积 公 式 计 
算 积 公 


IC 一 提 Vz 十 1.5dz. 
解 ”积分 精确 值 FCP) 一 2. 399529. 计算 结果 见 表 4. 10. 


家 4.10 










[Was | 
2. 401843 
由 表 4. 10 可 以 看 出 ,在 节点 数目 相等 的 情况 下 ,高 斯 - 勒 让 德 
求 积 公 式 的 结果 更 为 精确 ， 
对 于 权 函 数 o=1 的 在 任意 有 限 区 间 [a,5] 上 的 积分 ,可 以 通 
过 自 变数 的 线性 变换 


一 


Newton-Cotes 


2. 288246 







2. 395742 


把 积分 化 为 标准 区 间 [ 一 1,1] 上 的 积分 
Jr -与 rtee-oaj 
例 4.5.8 用 高 斯 - 勤 让 德 求 积 公 式 计 算 积 分 
IC7) = | seoszdz 


解 ” 积 分 精确 值 为 一 12. 0703463164. 用 高 斯 - 勒 让 德 公式 计 
算 的 结果 见 表 4. 11, 可 以 看 出 这 是 相当 好 的 (这 个 积分 在 例 4. 3.6 
中 曾 分 别 用 复合 梯形 公式 和 复合 辛普森 公式 计算 过 ). 
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甫 4.11 





顾 (万 - 















天 

2 一 12. 33621046570 2.66X10-! 
3 一 12. 12742045017 5.71X10-? 
4 一 12.07018949029 一 1.57X10- 
5 一 12.07032853589 一 1.78X10- 
.6 一 12. 07034633110 1.47X10-s 
7 一 12.07034631753 1.14X10-? 
8 一 12.07034631639 < 一 5.0X107-22 






高 斯 - 勒 让 德 求 积 公式 的 误差 由 定理 4. 5. 6 给 出 ,但 是 在 很 多 
应 用 中 ,用 被 积 函数 求 导 的 办 法 来 估计 误差 是 不 方 任 的 . 此 外 有 的 
被 积 函 数 没 有 高 阶 导数 或 不 可 导 , 因 而 不 能 采用 这 样 的 方法 来 估 
计 误 差 .下面 两 种 方法 在 估计 求 积 公式 的 误差 是 经 常 采用 的 . 

(1) 用 更 高 阶 的 高 斯 - 勒 让 德 求 积 公式 来 检验 其 结果 . 

(2) 把 积 公 区 间 分 成 几 个 子 区 间 ,在 这 些 子 区 间 上 采用 同样 
的 高 斯 - 勒 让 德 求 积 公式 . 

例 4.5.9 用 方法 (1) 来 计算 积分 | 二 dz. 


解 ”以 了 表示 用 ”个 节点 的 高 斯 - 勒 让 德 求 积 公式 计算 的 结 
果 , 有 
瑟 一 0.693122， 
JT 一 0.693146， 
玉 一 0.693147, 
可 以 看 出 , 和 天 相当 车 近 , 因 此 取 7 作为 积分 的 近似 值 . 
应 该 注意 ,数值 接近 有 些 是 虚假 的 ,因此 还 必须 用 更 高 阶 公式 


来 检验 . 例如 计算 积分 
_ 基 世 
= 上 村 
"， 190 。， 


了 一 1.585026， 

1 = 1.585060， 
由 此 似乎 可 以 看 出 , 取 1. 585 作为 近似 值 就 有 4 位 有 效 数 字 ,但 用 
五 个 节点 的 高 斯 - 和 下 入 未 各 公 坏 加 玉山 上 而 结果 不 对 - 积分 工 的 
精确 值 应 是 1. 582233. 

方法 (2) 的 使 用 可 以 取 不 同 的 方式 . 最 简单 的 就 是 先 把 积分 区 

间 分 成 两 个 相等 的 子 区 间 ,而 在 每 个 子 区 间 上 采用 同样 的 高 斯 - 
勒 让 德 求 积分 式 . 


例 4.5.10 用 方法 (2) 来 计算 积分 I 一 dr 
解 “ 先 把 积分 区 间 二 等 分 ,有 

1.5 1 2 1 

r= | 二 dz 十 | ,dz 


= 绪 : 5 十 v du+ 二 1 地 ad 


对 上 面 的 每 个 积分 应 用 三 点 高 斯 - 勒 让 德 求 积 公 式 有 
工 一 0. 405464 十 0. 287682 一 0. 693146， 
分 区 间 的 过 程 可 以 继续 下 去 ,直到 子 区 间 (as , 姑 ) 上 的 积分 近似 值 


与 (fw 到 (ai 十 各) ) 及 (于 Ca 二 名), 色 ) 上 的 积分 近似 值 之 和 的 关 


在 允许 的 误差 范围 之 内 . 

上 述 计算 过 程 的 缺点 是 前 次 计算 的 函数 值 没有 利用 ,为 克服 
这 个 缺点 可 采用 和 鲁 宾 逊 (Robinson) 方 法 . 其 方法 如 下 : 先 用 三 点 
高 斯 - 勒 让 德 求 积 公式 进行 计算 ,然后 把 积分 区 间 分 为 三 个 子 区 
间 ,使 其 每 个 区 间 的 中 点 为 求 积 的 节点 zs(k 一 1,2,3), 于 是 区 间 
(一 1,1) 分 为 (一 1, 一 a),( 一 aya),(ay1), 其 中 =2V0.6 一 1. 最 后 
把 三 点 高 斯 - 勒 让 德 求 积 公式 应 用 到 这 三 个 区 间 . 
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例 4. 5. 11 用 Robinson 技巧 计算 T 一 fa 工 dz . 
解 





I= 上 | 1] du 
-1 3 十 & 
=- 三 寺 - -dx 十 | 二 5 于 -1 du 


= 有 5 do+o| 二 do+ 

中 5 了 Te 

其 中 oa 一 2V0. 6 一 1,7y=V0.6,8=1 一 7 
计算 (用 三 个 节点 的 高 斯 - 勤 让 德 求 积 公式 ) 得 

T<z 0. 203270 十 0.370303 十 0. 119574 

一 0.693147. 
这 样 的 过 程 可 以 继续 下 去 ,如 果 在 子 区 间 (ax,) 上 直接 用 三 点 高 
斯 - 勤 让 德 求 积 公式 ,所 得 到 的 积分 值 与 在 该 区 间 上 用 重 宾 示 方 
法 的 积分 值 之 差 在 允许 误差 范围 内 , 即 得 计算 结果 . 


4.5.3 高 斯 - 切 比 雪夫 求 积 公式 





以 区 间 [a, 刀 =[ 一 1,1], 权 函数 p(z) 一 的 正 交 多 项 式 


序列 为 切 比 雪夫 多 项 式 


了 T,(Zz) 一 cos(m arccosZ) 


构成 的 序列 {T,). 设 JE C[ 一 1,1], 高 斯 求 积 公 式 为 


1 外 旦 
(z)dz = > ArCzi) 十 R,[ 门 ， .5. 
汪 二 7Cz 它 krCze) 十 R[ 门 (4.5.8) 


其 中 二 为 慰 次 切 比 雪夫 多 项 式 T。(z) 的 零点 , 求 积 公式 (4. 5. 8) 
称 为 高 斯 - 切 比 雪夫 求 积 公式 . 
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1 
V1 一 并 





定理 4.5.12 设 Jec:"[ 一 1,1], 高 斯 - 切 比 雪 夫 求 积 公 
式 (4. 5.8) 的 误差 为 


R,[ 旋 一 元 本 
例 4.5.13 计算 积分 
T( 户 二 | 一 衬 _dr， 
7 上 1 一 民 
使 其 精确 到 10-… 
解 利用 定理 4.5. 12， 人 
及 ,[ 万 一 IE [一 1,1]， 
从 而 有 估计 


0 (7 ， 7 和 [一 1,]]. 





元 洛 j。 的 


| R,CP) | 去 ee 三 也 。， 


2r 
22(2z) 1! 
对 于 x" 一 4,B, 王 1. 66X10- ,而 对 于 一 5,B,=4.6X10-*, 因 此 
取 "一 5. 利用 求 积 公 式 得 
TCF) 和 3. 977463. 


4.5.4 高 斯 - 拉 莱 尔 求 积 公式 


区 间 [a, 妇 =[0, 十 ce), 权 函数 o(Cz)=e ,zeE[0, 十 co) 此 时 
高 斯 求 积 公式 为 
[三 srcodz= 六 Auyczp 十 R,[ 胜 ， 《4.5.9) 
汪 km=1 
其 中 节点 zi(R 一 1,2, 2) 是 了 次 拉 盖 尔 多 项 式 
001 
dz 
。 193 。 


的 零点 ,而 系数 
， 《721)2 
L,(zs)L (za) 


公式 (4. 5. 9) 称 为 高 斯 - 拉 盖 尔 求 积 公式 . 节点 ze 与 系数 A+ 可 见 


4. 16 节 中 表 4. 24， 
定理 4.5.14 设 feEcC?"(0,co), 高 斯 - 拉 盖 尔 求 积 公 式 的 误 


差 为 


As 





(721)2 2m) co 
R[ 记 = 7 大 (7，7E [0,co). 
例 4.5.15 用 高 斯 - 拉 盖 尔 求 积 公式 (4. 5.9) 计 算 积分 
ITCP) 一 0 
解 解析 求解 TCF 一 0. 5. 用 高 斯 - 拉 盖 尔 求 积 公 式 ”一 2， 
了 (一 0.43246. mn 一 3,TiCF) 一 0.49603. 
4.5.5 高 斯 - 埃 尔 米 特 求 积 公 式 
区 间 [a, 妇 一 (一 covco), 权 函数 p(z) 一 e”,zE( 一 cco)， 
此 时 高 斯 求 积 公式 
三 一 redz 一 Aurczo 十 R 门 ， (4.5.10) 
其 中 节点 z(E 一 1,2,…，,72) 为 于 次 埃 尔 米 特 (Hermite) 多 项 式 


H,(z) = (一 1D)vez 吕 本 





的 零点 ,而 系数 


AAA 一 一 2"rrlmlVTX 
“HGCzoHsCzi) 


求 积 公式 (4. 5. 10) 称 为 高 斯 - 埃 尔 米 特 (Gauss-Hermite) 求 积 公 
式 . 节 点 zk 及 系数 A, 可 见 4. 16 节 中 表 4. 23. 
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定理 4.5.16 设 feEc2”( 一 co,co) ,那么 高 斯 - 埃 尔 米 特 求 积 
公式 的 误差 为 





IVx_ raw 
R,[ 门 一 CT ( 力 ，T7E (一 coyco). 


4.6 预先 给 定 节点 的 高 斯 求 积 公 式 


在 ? 个 节点 的 高 斯 求 积 公式 中 ,节点 是 取 为 带 权 函数 o(z) 的 
次 正 交 多 项 式 的 零点 . 但 是 在 有 些 应 用 中 ,希望 一 个 端点 或 两 个 
端点 预先 固定 ,由 此 就 要 对 高 斯 求 积 公式 作 一 定 的 修正 . 

最 常用 的 情况 是 求 积 区 间 为 [一 1,1]. 把 区 间 [ 一 1,1] 的 一 个 
端点 一 1 或 1 预先 固定 的 高 斯 求 积 公 式 称 为 高 斯 - 拉 道 (Gauss- 
Radau) 求 积 公式 . 把 区 间 [ 一 1,1] 的 两 个 端点 一 1 和 1 都 预先 固定 
的 高 斯 求 积 公 式 称 为 高 斯 - 洛 巴 托 (Gauss-Lobatto) 求 积 公 式 . 


4.6.1 高 斯 - 拉 道 求 积 公式 


积分 TCP) = | ,7Fz)dz 的 高 斯 - 拉 道 求 积 公式 为 
ICP = 号 /一 D 十 AczD 十 R.[ 门 ， (4.6.1 
其 中 mx 一 2,3,…，m) 是 多 项 式 
gz) = 一 _[P,,(z) 十 Pu(z)]，xze [一 1,1 
Z 十 1 


的 零点 ,P,(z) 为 半 次 勤 让 德 多 项 式 ， 


= 1 -1 
1 一 ze [P。 (ze)]2 


求 积 公式 (4. 6. 1) 中 仅 有 一 个 端点 z 一 一 1 预先 固定 . 求 积 公 
式 对 于 "=2,3,4,5 的 节点 和 系数 见 表 4. 12. 


A， 


s。 195。 







4k(sk 皮 2) 


ZI 二 sz) 


二 1 
0. 333333 
一 
一 0.289898 
0. 689898 
一 】 
一 0.575319 
0. 181066 
0. 822824 







222222 
752806 
.024972 
125000 
657689 
776387 
440925 























一 1 0. 080000 

一 0.720480 0. 446207 

5 一 0. 167181 0. 623653 
0.446314 0. 562712 

0. 885792 0. 287427 





定理 4.6.1 设 fe Co-:[ 一 1,1], 那 么 高 斯 - 拉 道 求 积 公式 
的 误差 为 


22e17 ae 
R,[ 六 一 [有 下 [2 一 1) 匡 onDKC7DJEIE 1L,1]. 


4.6.2 高 斯 - 洛 巴 托 求 积 公式 


设 志 一 一 ,zu 一 1 预先 固定 积分 ICP) = | 7Cz)dz 的 高 
斯 - 洛 巴 托 求 积 公式 为 


1 
和 尝 
mepdrz = 远 2 TCD+AGD]+ 
wo 一 > 
> 4kF(zo 十 R,[ 门 ， (4. 6.2) 


其 中 rr(RE 一 2,3,…,m 一 1) 是 多 项 式 P'_， (Zz) 的 零点 ,P,-,(z) 为 
*，196 。 


?一 1 次 勒 让 德 多 项 式 . 


4 一 《zk 天 士 1). 


2 
( 有 一 1)LP。 (ze) 


高 斯 - 洛 巴 托 求 积 公式 的 节点 zt 和 系数 A: 见 表 4. 13. 


囊 4.13 


ol alw| ol 一 四 


二 安 久 


局 多 


士 0.654654 


士 0.285232 0. 554858 
号 765055 0. 378475 
号 0.066667 


定理 4.6.2 设 FEC"“[ 一 1，,1], 那 么 高 斯 - 洛 巴 托 求 积 公 
式 (4. 6. 3) 的 误差 为 


se: 〔《 一 1)322 一 ) 一 2 1 和 本 
R,[ 门 = 一 2 一 -2 [一 21 2 二 秆 | ero(，TE [一 1,1] 


在 高 斯 - 洛 巴 托 求 积 公式 中 ,被 积 函 数 f(Cz) 要 在 z 一 士 1 处 计 

算 函 数值 ,因此 失去 了 两 个 自由 度 ( 注 意 ,高 斯 - 洛 巴 托 求 积 公式 

中 要 在 z 一 一 1 或 = 一 1 处 计算 jz) 的 值 , 因 而 失去 了 一 个 自由 

度 ). 由 此 可 知 ,? 个 节点 的 高 斯 - 洛 巴 托 求 积 公式 的 代数 精度 为 
*，197 。 





2 一 3. 一 般 个 节点 的 高 斯 - 勒 让 德 求 积 公式 的 代数 精度 为 
2n 一 1. 然而 ,如 果 知 道 被 积 函 数 fj(z) 在 区 间 的 端点 上 取 值 为 0， 
则 宜 使 用 高 斯 - 洛 巴 托 求 积 公式 (对 高 斯 - 拉 道 求 积 公式 也 类 似 ). 
这 种 情况 下 ,z 十 2 个 节点 的 高 斯 - 洛 巴 托 求 积 公 式 只 需 计 算 ” 个 
函数 fj(z) 的 值 , 而 且 具 有 2 十 1 次 代数 精度 . 注意 ,mn 个 节点 的 高 
斯 - 勒 让 德 求 积 公式 也 需要 计算 个 函数 j(z) 的 值 , 但 代数 精度 
仅 为 2 一 1. 
例 4.6.3 用 5 个 节点 的 高 斯 - 洛 巴 托 求 积 公式 计算 积分 


TCF) 一 cos 至 dz 
-1 


解 (7 的 精确 值 为 , 取 5 位 小 数 为 1. 27324. 由 于 被 积 函 
数 在 积分 区 间 [ 一 1,1] 的 端点 取 值 为 0, 因此 5 个 节点 的 高 斯 - 洛 
巴 托 求 积 公式 仅 需要 计算 3 个 函数 值 . 


49 ] 32 
工 亡 ) 六 90cos X (一 0.654654》 十 站 cos0 十 


区 cos 至 X (0.654654) 一 1. 2732. 
利用 高 斯 - 勒 让 德 3 个 节点 的 求 积 公 式 , 同 样 要 计算 3 个 函数 值 ， 
其 结果 是 

TICP) 1.27412， 


两 者 相 比 ,显然 高 斯 - 洛 巴 托 求 积 公 式 更 为 精确 


4.7 切 比 雪夫 求 积 法 


对 于 积分 
ICP) 一 三 rezyar， 


如 果 了 是 [一 1;1] 上 的 有 界 变 差 的 连续 函数 ,那么 了 可 以 展 成 一 
*，198。 


致 收敛 的 切 比 雪夫 多 项 式 的 级 数 


jz) = 于 


其 中 TiCz)(CR 一 0,1,…) 是 多 项 式 ， 


4oTo(Cz) 十 ATiGz) 十 ATzCz) 十 … (4.7.1) 


人 瑟 z)Titzy 2 
4 去 峻 Vi dz , 妃 cosb)cosMd0. 
下 一 0,1,2,… (4.7. 2) 


切 比 雪夫 求 积 法 就 是 先 将 被 积 函 数 fj(z) 展 成 式 (4. 7. 1), 然 后 取 
级 数 的 部 分 和 


S. (一 到 4 十 ATi(z) 十 心 十 AT (Cz)， 


， zE [一 1,1] (4.7.3) 

来 近似 jz). 
直接 用 公式 (4.7.2) 计 算 系 数 ,一 般 相 当 困难 ,因此 通常 采用 

近似 式 S,(z). 下 面 给 出 两 种 方法 . 
(1) S.(z) 取 为 


SCz) = > 人,T,(z)， (4.7.4) 


其 中 求 和 号 习 右上 方 的 “表示 第 一 项 要 用 二 来 乘 .而 








2, 一 TI 乌 70T (ze (4.7.5) 
上 式 中 TI 取 为 
志 兰 cos( 闪 二 至) 人 = 了 


1 1 疝 由 
ID = 人 rpdz= | SoDdz= 袜 下 Tc)dz 


rmm0 
由 于 
。 199 ， 


Ti(Z) 十 co， 7 一 0， 





1 二 
[reoaz= 地 了 2Cz) 十 cl， 广 一 1， 
1 节 ， 1( 垃 ) 了 《并 ) 
有 二 和 
其 中 积分 常数 coycl 和 cs 已 作 了 调整 . 
因此 得 
人 7r 为 奇数 ， 
T:(z)dz 一 1 1 
和 





把 上 式 代 和 工 亡 的 近似 式 有 
[ 字 ] 
I(P) = 全 readz < >，B:h， (4.7.7) 
其 中 | 去 "表示 小 于 等 于 去 "的 最 大 整数 
pz: 一 「[ 工 


bz 一 bo- 
2r 十 1 


(2) S, 的 另 一 种 近似 式 取 为 


有 -+ 一 (Cr 一 0, 1 ,5 一 1). 


SCz) 一 2 ec:T(z) 《4.7.8) 


re0 


= 半 c Ti(z) 十 aitz) 十 -十 辐 本 瑟瑟 区 于 ecT,Cz) 
0 一 项 和 最 后 一 项 
用 并 来 乘 


~ :2 FPCzoTiCz， (4.7.9) 
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式 中 “” 意 义 同 前 ,zk 一 cos 备 (k=0,1，)， 
求 积 公 式 为 


1 [本 [ 志 ] 
ICP =| Fapdz=| 5oDdz= 袜 cr， (GT7.10) 


0 一 


cazr+l 一 0 52 一 ! 一 2 一 ac2;)， 
25 十 1 2 一 1 
= [3 ] - 25 一 72，7 二 2， 
5 一 交 ， 4Q 一 
1， 2s 天 m， 


on 一 下 (ce 一 co Cr 一 0 一 2 
例 4.7.1 用 切 比 雪 夫 求 积 法 计算 积分 
ICP = | 二 dz 
解 IC 一 In2<z0.69315， 
先 用 线性 变换 z 一 亏 (x 十 3) 把 积分 区 间 [1,2] 变 为 [一 1,1]， 
这 样 有 


采用 方法 (2), 取 z 一 2, 则 有 
co 一 于/(zo)To(z) 十 Frzi)ToCzl) 十 于 f(za)TuCrz)， 


其 中 xz 一 一 z 一 1,zl 一 0. 计 算得 一 站- 同 理 有 一 丈 要 


二 过 塌 
c 14472 16, 由 此 得 工 的 近似 值 
11 风光 20 
T< (天 十 现 )= 秀 0. 69444. 
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取 一 4, 有 
ce 一 0.70710， c: 一 0.00674， cs 一 0.00122， 


因此 得 
cs 一 0.0012， cs 一 0.00674， cl 一 0.68627. 


这 样 可 以 得 出 工 的 近似 值 
了 cl 十 cs 十 cs 一 0.69313. 


这 是 一 个 很 好 的 近似 结果 . 


4.8 三 次 样 条 函数 求 积 法 


用 代数 捅 值 多 项 式 已 来 代替 被 积 函 数 太 , 可 以 得 到 许多 实用 
的 求 积 公式 . 用 三 次 样 条 函数 S 来 代替 被 积 函 数 矿 ,以 求 得 到 新 的 
求 积 公式 ,这 种 方法 称 为 三 次 样 条 函数 求 积 (numerical 
integration by cubic spline), 


为 计算 定 积分 
ICP) = [epar， 


可 先 将 区 间 [a, 忆 分 成 等 分 ,其 节点 为 
zi 一 4 十 胁 (RE 三 0,1， 72)， 


其 中 心 = 所“ ,而 且 在 节点 的 两 端 处 各 延 拓 一 点 ,z-; 一 a 一 全 


Zn+i 一 Q 十 (7 十 1) 太 。 
设 S 为 被 积 枉 数 的 三 次 样 条 插值 逼近 ,那么 对 任 zxE[a, 疏 有 
用 十 】 
oz) = SCz)j 之 oa， 全 二 由 
由 此 可 以 得 到 
rP) ~ | sczdz= 人 | oa:( 于 至 )dz， (4.8.D 
和 江 人 :人 ( 大 ) 昌 =。 
对 于 m 过 3, 有 
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TCP) | scdz 下 (有 
= 贰 (c- 十 cn) 十 委 ( 十 co) 十 
23 [al 
肌 A(c 十 cr) 十 放 1et (4.8.2) 


4.8.1 一 般 情 况 的 求 积 公式 


为 了 确定 公式 (4. 8.2) 中 的 ce(CE 一 一 1,0,…,m 十 1) ,可 用 三 次 
样 条 函数 的 第 一 边界 条 件 来 解决 .由 三 次 样 条 函数 的 第 一 边界 条 
件 的 条 件 可 以 得 到 如 下 关系 ， 


媳 十 
(nm) 一 >) ai (一 站 


天 m 一 1 


一 cg0: (0) 二 ago: (一 1) 十 c-0:(1) 
一 二 十 站 十 车 9 
十 1 
Cr) 一 > cu03 (7 一 愉 
一 一 1 
一 cx0:(0) 十 crap: (一 1) 十 cp:(1) 
汪 ec 汪 阁 cm 二 站 cr (4.8.3) 
ra 于 ao 
To 所 3 项 9 
间 二 CetL 一 Cn 
拖 (2 二 天 0 本 7 1 
二 1 
jz) 一 >7o0:(R 一 旋 
和 -一 ! 


一 cu03: (0) 十 cos (一 1 十 cplos(1) 
二 半 a 十 言 cr 十 二 cr (天 RE 1 2，…， 姑 一 1), 


。 203。， 


由 公式 (4. 8.3) 的 各 式 可 以 得 到 


| 
六 > FCze) 一 只 
厂 一 1 





1 一 2 大 
> CR 十 一 (co 十 cv) 十 
2 6 


号 A(o 十 cc) 笃 [f(m) 十 (zu] 


一 条 (ao 十 co) 十 总 (c 十 c) 十 在 Ce 十 co 
由 上 面 两 式 得 
2 一 1 
了 [7czo) 二 zx) 十 2Y7Cz)] 
1 


一 (有 万 十 南 (c- 二 省 于 二 志 训 3 罗 


其 中 了。(C 户 由 式 (4.8.2) 所 定义 . 再 利用 公式 (4. 8. 3) 的 第 三 式 和 
第 四 式 可 得 到 求 积 公式 
TCF) 、T (六 


ar 一 1 
= 冯 (J(zo) 十 fr) 十 2 7(zi)) 十 
mm 


2 
得 (7"(zo) 一 7(z,))， (4. 8. 4) 


这 就 是 三 次 样 条 函数 第 一 边界 条 件 的 求 积 公式 ， 
定理 4.8.1 设 JEcC[a,b, 那 么 求 积 公式 (4. 8.4) 的 误差 为 


R.[ 门 = KP 一 LOP = 和 ito( 力 ，3E [ab 


4.8.2 简单 情况 的 求 积 公 式 
公式 (4. 8. 2) 仅 对 "过 3 时 才 成 立 , 因 此 对 于 =1,n= 一 2 这 两 
种 特殊 情况 必须 单独 讨论 . 当 ”一 1 时 ， 


|o， ( 瑟 宇 )dz= | o:( 瑟 三 )dz= 吕 .ocz?dz 一 共 /， 
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oa 人) oj- 可 oow- 雪 
由 式 (4. 8.1) 得 
TCP) > 亏 (ec-， 十 cg) 十 员 hCas 十 o). 

对 于 三 次 样 条 第 一 边界 条 件 ,ce(& 一 一 1,0,1,2) 可 由 以 下 方程 组 
确定 

一 ci 十 ci =2hF(zo)， 

c_i 十 4ce 十 cl 一 67(zo)， 

co 十 4ci 十 cs 一 6FCzrl)， 

一 co 十 cs = 2hr (zi)， 
解 之 ,得 
= (2F(z) 一 zu)) 一 号 (27"(zi) 十 7f(Czo))， 


一 (27(Czo) 一 fr) 十 全 (27'(zn) 十 (zi))， 
cl 一 (2FCz) 一 rzo)) 一 号 (27"(z) 十 (ro))， 


一 (2F(Czo) 一 CCzi)) 十 生 (27"(zo) 十 ?7'CziD))， 


由 此 得 到 
「 repdz= 乞 Crcm?+ FrD)+ 生 和 (ro) 一 大 (zi))， 
《4. 8.5) 
与 mn 一 1 的 推导 相似 ,可 以 得 到 xn 一 2 的 求 积 公式 
[re 


~ 于 hCH(zo) 十 21(z) 十 fra)) 十 让 电 人 《zo) 一 小 (zz)). 
(4.8.6) 
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例 4.8.2 用 三 次 样 条 函数 求 积 法 计算 积分 
ja 


权 人 
解 ID= 了 (1 一 ( 启 ) )=0. 4309644 
对 于 "一 1, 利 用 公式 (4.8.5) 有 
、 0.5 0.5|[ 一 = 村 | 
,vaaz 汪 [V55+I]+9 当 [二 2 
一 0. 43109142. 
对 于 "一 2, 利 用 公式 (4. 8.6) 有 
[| Vzdz s 0.43097338. 
0.5 
对 于 "一 3, 利 用 公式 (4. 8.4) 有 
Vzdzr 0.43096623， 


可 以 看 出 ,三 次 样 条 求 积 公式 对 于 "一 1,2,3 分 别 有 三 位 、 四 位 、 五 
位 有 效 数字 . 





4.9 自 适应 积分 法 


被 积 函 数 在 整个 积分 区 间 [a, 纪 上 变化 不 是 很 均匀 的 ,如 在 某 
点 附近 函数 变化 非常 急剧 ,而 在 其 余地 方 的 变化 比较 平缓 . 这 种 情 
况 用 等 距 前 分 小 区 间 的 复合 求 积 公式 不 很 适合 . 为 了 使 计算 达到 
预定 的 精度 又 要 节省 工作 量 , 则 可 以 在 本 数 变化 急剧 的 部 分 增多 
节点 , 即 子 区 间 分 得 细 , 而 在 阔 数 变化 平缓 的 地 方 减少 节点 , 即 子 
区 间 分 得 大 . 这 个 方法 称 为 自 适应 积分 法 (adaptive quadrature 


methods). 
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4.9.1 自 适应 辛普森 方法 


采用 逐次 将 区 间 二 等 分 的 方法 ,为 写法 统一 ,将 积分 区 间 [a， 
引 记 为 [aa 十 搓 , 其 中 一 0 一 a 为 区 间 长 度 , 称 原 区 间 为 0 级 区 
间 . 在 区 间 [e, 刀 上 采用 辛普森 公式 (4. 2. 9), 把 结果 记 作 


So 一 和 寺 [ reoy +4f(a+ 和 冯 )+ Fa+ 甩 | (4.9.1) 
将 区 则 分 成 两 个 相等 的 子 区 间 | aa 十 公 ] 和 [a 十 公 ,a 十 4] ,这 两 


个 子 区 间 称 为 1 级 子 区 间 ,其 长 度 为 二 .在 每 个 1 级 子 区 间 上 采用 


辛普森 公式 计算 积分 ,然后 相 加 并 令 
SC 一 So 和 十 Se 人 oh (4.9.2) 
再 将 1 级 子 区间 中 的 一 一 个 或 所 有 的 两 个 二 等 分 ,所 得 的 子 区 间 称 


为 2 级 子 区 间 ,其 长 度 为 方 凡 ，…. 如 此 继续 下 去 ,最 后 将 区 间 


[ea,a 十 自分 成 环 个 子 区 间 [ai,aisr](G 一 0,1,…， 一 1) ,这样 有 
a 一 a < 二 … 才 4 之 ad 所 … 玫 an 

一 必 一 a 十 由 . (4.9.3) 
子 区 间 的 长 度 一 般 是 不 同 的 ,如 果子 区 间 [ai,ai+i] 是 ~ 级 , 则 其 长 
度 为 
用 
2 
实际 上 ,区 间 的 划分 (4. 9. 3) 是 根据 函数 的 变化 情况 而 定 的 ,函数 
变化 平缓 的 地 方 , 子 区 间 大 ,函数 变化 急剧 的 地 方 , 子 区 间 就 小 . 


设 Snw 表示 IJP) 一 [reopaz 的 近似 值 , 那 么 有 


QHl 一 Qi 一 


mr 一 1 
-四 3 《2)》 
人 -和 Se， 。 
im0 
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若 计算 I. 记 的 允许 误差 为 e, 则 需 有 
| So 一 ID 1<e. 


如 果 记 工 wCP) 一 redr， 则 上 式 化 为 


m1 
| 袜 (CS2 一 工 。 CD)| 一 e (4. 9.4) 


如 果 取 每 个 级 子 区 间 上 误差 控制 为 二 , 即 取 [ai,ai+i] 为 级 子 


区 间 , 则 当 
| SA 


Re 

要 直接 验证 式 (4. 9. 5) 是 否 成 立 是 相当 困难 的 ,可 以 采用 间接 
方法 . 设 了 在 [ava:] 上 为 五 次 连续 可 微 , 则 辛普森 求 积 公式 的 
误差 


(CD < 加 《4. 9.5) 


0 
1 3， 一 一 -Focy) 
一 一 而 con 一 Qi)5 0 (a 十 本 坟 2 翔 
oCCarHl 一 ai)5) (ai < 去 办 <arl)， 
1 
Te 《的 < 一 Se EL: Ta0(Car 一 aiD)5 9 (六 ) 


5 A(4) Qirtl 一 Qi 
一 Co 一 oO570(w 十 天 于 汪 ) 
oC(Carl 一 ai)5) (ai 一 关 王 arl)， 
如 果 忽 略 o((ai+: 一 aij)5), 则 有 
2 二 
戌 [及 二 S。 本 | 15 二 | Seo So | 
因此 ,如 果 


| < 15e 皮 


局 向 _ GD 
| 光 


ivai+l 


《4.9.6) - 
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那么 式 (4. 9.5) 就 满足 ,从 而 式 (4.9.4) 也 满足 . 

在 逐次 二 等 分 区 间 的 过 程 中 ,可 以 根据 不 等 式 (4. 9. 6) 判 断 是 
否 要 将 一 个 ~ 级 子 区 间 继 续 分 成 两 个 相等 的 r 十 1 级 子 区 间 . 如 果 
式 (4. 9.6) 成 立 , 则 认为 在 子 区 间 [ai,ai+y] 上 已 达到 计算 的 精确 
度 , 因 而 可 以 再 考虑 与 [ayai+i] 右 相 邻 的 那个 子 区 间 ; 否则 ,将 继 
续 分 [ai ,ai 为 两 个 相等 的 r 十 1 级 子 区 间 . 


在 实际 计算 中 , 式 (4. 9. 6) 的 右边 经 常用 10e 立 来 代 车 . 


4.9.2 计算 步骤 
将 区 间 [a,a 十 门 , 关 一 5 一 ao, 分 成 两 个 相等 的 1 级 子 区 间 
[aa+ 入 ] 和 [十 公 ,a+A] ,区 间 长 度 为 号 . 在 这 两 个 1 级 子 区 间 


上 应 用 辛普森 求 积 公式 (4. 2. 13) ,得 到 结果 SS 上 和 SG 和 rn- 然 
后 在 1 级 区 间 上 计算 
SS9 生 十 So 生 。 


在 1 级 区 间 aa 十 笃 上 比较 S 呈 与 5 ;如果 不 等 式 
和 


1S9 全 一 S95[<< 10X 读 (4.9.7)》 


成 立 ， 则 说 明 在 1 级 子 区 间 | aa 十 冯 ] 上 已 达到 要 求 ， 然后 在 下 一 


个 1 级 子 区 间 | 十 公 ,a 十 | 上 计算 
So eah 再 So 全 和 二 站 So 二 ahvarwata 
如 果 不 等 式 


SS ES 人 | 一 10X 六 (4.9.8) 
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成 立 , 则 认为 在 整个 区 间 [a,a 十 四 上 计算 完成 , 令 
oo So 入 十 SS 9 
这 就 是 区 万 的 近似 值 . 
如 果 不 等 式 (4. 9.7) 和 (4. 9.8) 中 有 一 个 不 成 立 , 例 如 式 (4.9. 7) 不 


成 立 , 则 不 考虑 1 级 子 区 间 | 十 乞 ,a 二 Ai] ,而 将 | aa 十 过 ] 分 
成 两 个 相等 的 2 级 子 区 间 | ava 十 胡 ] 和 [十 委 ,a+ 却 ]. 对 2 级 


子 区 间 |a,o+ 友 ] 采 用 辛普森 公式 (4. 2. 9) 计算 S82: 如 和 
一 二 十 可 ha .+ 皮 ， 然 后 比较 Seo+ 如 和 S2 o+ 如果 
不 等 式 


| sw 一 & | 一 10X 久 三 (4.9.9)》 


22 
满足 ， 则 说 明 在 2 级 子 区 间 | aa 十 5 ，] Er 儿 忆 达到 要 来， 继续 


在 其 右边 2 级 子 区 间 | 十 亏 hva 十 喜 冯 4] 上 进行 类 似 计算 ,并 满足 


类 似 于 式 (4. 9. 9) 的 不 等 式 , 此 时 可 取 
Sr 一 Soet 和 十 So 未 寺 去 A 十 Set 和， HA 
为 天 万 的 近似 值 ， 
如 果 不 等 式 (4. 9. 9) 不 成 立 , 则 再 进一步 将 2 级 子 区 间 


[aa+ 序 ] 分 成 两 个 相等 的 3 级 子 区 间 等 ,类 似 上 述 步 邓 继 续 
进行 ， 
例 4.9.1 用 自 适应 辛普森 求 积 公式 计算 ICP = 
| readr， 其 中 FCz) 一 2 了. 
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解 自 适 应 辛普森 求 积 方法 中 允许 误差 为 10…“. 方法 要 求 
23 个 小 区 间 . F(z) 的 图 形 及 小 区 间 的 端点 分 布 见 图 4. 3. 计算 有 


3 
| rnpdz 一 -1.426014， 


此 近似 值 已 在 1. 1X10”* 的 精度 范围 之 内 ,其 中 计算 函数 值 的 总 
数 为 93. 
若 用 复合 辛普森 求 积 公式 使 其 误差 小 于 等 于 10“, 几 的 取 


值 为 志 , 需 计算 177 次 函数 值 . 由 此 看 出 ,接近 于 自 适应 辛普森 
求 和 方法 的 两 倍 . 






-1o- 坎 am( 2) 


.0 1.25 1.5 忆 ,75 2.0 2.25 2.5 
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4.10 奇异 积分 的 计算 


奇异 积分 (singular integral) 的 计算 要 针对 具体 情况 选择 具 
体 方 法 . 


4.10.1 积分 变量 替换 


采用 积分 变量 替换 (change of the variable of integration) 可 
消除 奇异 性 ,举例 说 明 如 下 ， 
例 4.10.1 设 rec[a, 习 ,计算 奇异 积分 


=:7rcoadr， 之 2， 
解 ”为 消去 奇异 性 , 令 刀 =z, 那 么 将 积分 化 为 
中 reoxrdu， 
这 是 一 个 正常 积分 . 
例 4.10.2 考虑 积分 
IC 站) 一 | snzvi 三 厚 
解 被 积 函数 的 第 2 个 因子 VI 一 产 的 一 阶 导数 在 zx=0 处 
有 麻 点 . 令 


& 一 V1I 一 工 
那么 有 


TI(.P) 一 2 2VE 一 wsinGl 一 巡 )du 
例 4. 10.3， 讨 论 
亲人 rnpdr， 


其 中 二 为 既 约 分 数 ,FE C[0,a]， 
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解 令 z= 一 巡 , 可 得 


ICP) = 臣 et Gas) du 
例 4.10.4 常用 的 变量 替换 有 
交 了 recosodv， 


VI 一 好 


加 人 汪 2 sinzx) dx. 


WVZCI 一 Zz) 
上 述 第 一 个 积分 可 使 用 高 斯 - 切 比 雪夫 求 积 公式 (4. 5. 8). 
应 注意 到 ,有 时 采用 变量 替换 可 能 没有 解决 问题 的 困难 . 例 


如 ,对 于 积分 | /rz)Inzdz,y e C[a, 习 ,7Ko) 关 0, 若 用 变换 
u 一 一 Inz, 那 么 就 得 到 一 | ve Je)du, 这 是 一 个 无 穷 区 间 上 
的 积分 ,因此 困难 没有 解决 . 
4.10.2 极限 过 程 
设 /(z) 在 z=0 的 邻 域内 无 界 ,反常 积分 可 以 定义 为 
rpdz = 加 | renpdr， (4. 10.1) 


由 此 可 得 到 一 个 计算 方案 . 令 1>m > 六 二 … 是 收敛 于 0 的 数 
列 , 例 如 王 一 2 记 


[rou -大 且 rou+- 


右边 的 每 个 积分 都 是 正常 积分 . 一般 地 , 当 | | adz| < 时， 


计算 停止 . 
必须 注意 ,这 仅 是 一 种 实践 准则 . 
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例 4.10.5 计算 积分 
才 太 三 下 
| 





解 ” 取 /一 2-", 计 算 L=| 了 dr, 其 结果 见 表 4 14， 


1 
mm 


囊 4.14 








0. 28492598 
0.47448022 
0. 68323927 
0. 81280497 
0. 84029678 
0.84111612 
0. 8411663 
0.8411692 





4.10.3 奇异 性 的 解析 处 理 


奇异 性 的 解析 处 理 (analytic treatment of singularity) 也 称 区 
间 的 截 去 方法 ,是 把 积分 区 间 分 成 两 部 分 ,使 一 部 分 有 奇异 点 而 另 
一 部 分 没有 奇异 点 . 如 果 


下 二 [repuz 


中 被 积 函数 了 在 z 一 ca 处 有 奇异 点 , 则 适当 地 选取 小 数 3>0, 可 使 
在 小 区 间 [a,a 十 纪 ] 上 的 积分 值 处 在 允许 的 误差 范围 之 内 , 即 


| 六 reodz| 去 本 
而 对 于 积分 
| renpaz， 


则 可 以 按 标准 的 数值 积分 方法 进行 . 
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例 4.10.6 计算 积分 
| &(CZ) dd 过 
2 十 
其 中 & 在 [0,1] 上 充分 光滑 , 且 满 足 lg(z)|<1,zE[o,1]. 
解 ” 因 为 在 [0,1] 上 ,zt<z, 则 有 
&( 工 ) 1 


1 肌 水 
十 了 








这 2 
因此 





由 了 |< 训 寺 -上 


如 果 精 度 要 求 为 10 , 则 6 委 10” ,而 在 [， 1] 上 的 积分 
人 -ELz7 dx， 
太 十 三 
可 以 采用 标准 方法 进行 计算 . 
例 4.10.7 计算 积分 


芭 repimzdr 
解 ” 先 将 积分 工分 成 两 部 分 ， 
IT 一 | repmzdz+| rmimzdz 一 了 十 厂 . 


假定 fCz) 在 [8, 纪 上 充分 光滑 , 则 可 用 标准 方法 数值 计算 卫 . 假定 
Jz) 在 [0,e] 上 可 展 成 收敛 的 泰勒 级 数 , 并 使 用 初等 积分 


3 
| zazdz= 汪 
0 


> HI)|. 
= 2 (一 寺 ). 





这 样 可 得 到 
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- 忆 “ 夺 (mw 一 二 让 
对 于 给 定 的 精度 ,可 以 对 级 数 进行 估计 . 
取 F(z) 一 cosz,b 一 4r, 即 计算 
T 一 三 soszmzadz. 
取 $ 一 0. 1, 则 


也 三 | soszinzdz 
到 _1) 于 一 过 
= (ln 一 1) (ln3 3) 上 +D(ln8 了 】 
这 是 一 个 交错 级 数 , 取 前 三 项 可 以 求 得 五 的 相当 精确 的 值 , 而 在 
[o. 1,4x] 上 的 积分 臧 可 以 用 标准 的 方法 求 出 . 


4.10.4 乘积 积分 


考虑 积分 
TCP) 一 [werezadr， 


其 中 忆 是 一 个 奇异 的 权 函 数 ,和 是 一 个 光滑 的 函数 . 构造 一 个 画 
数 序列 户 ,使 得 
(1) 当 nco 时 有 
1 7 一 户 包 = maxX | xz) 一 户 Cz) | 一 0 
(2) 积分 
(7) 三 [wereczdz 


容易 计算 . 
乘积 积分 方法 (product integration method) 通 常 采 用 三 的 分 
段 多 项 式 插值 矿 来 确定 T.( 六 ,可 以 用 乘积 梯形 方法 (product 
trapezoidal method) 来 计算 积分 - 
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让 
ITCP) 一 | rczinzdr (4. 10. 2) 


令 nz1WA 一 之 , 辣 一 六 G 一 0,1 和 mv 大 定义 为 了 在 节点 
工 09 19 9 rn 上 的 分 段 线性 函数 插值 . 对 于 j 一 1,2, ,定义 
户 () = 六 [zi 一 z)f(z) 十 (z 一 zi)FCzi)] 


(zr < 委 工 委 ) (4. 10. 3) 
如 果 太 在 [ae,b] 上 二 次 连续 可 微 ,那么 利用 插值 多 项 式 的 误差 估 
计 可 以 得 到 


17 一 大 包 入 乞 1 疡 计 . 
由 此 有 
1rP 一 1CD 二 和 1 mnzldz 
而 地 (是 容易 计算 的 ， 


JP= 福 《天 分 [ 包 一 工 )f(Czi-1) 于 《z 一 世 -: 2 二 |dz 


和 1 zx 
一 Arcz， 《4. 10. 4) 
其 中 
4 = 站 三 Ia， 
4, 一 六 了 (二 二 lnzdz， 
4 = 工 人 于 (zu 一 z)lnzdz， 


六 1 多 
了 一 1 一 1. 


作 变 量 替 换 并 一 立 ) 一 ! 一 ti(0 过 zx 和 1) + 有 
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天 (z 一 zlnzdz 一 分 Inh 十 丰 ainG 一 1 十 adu 
五 一 ! 

工 | 1 
| (一 zinzdz 一 全 mh + 吕 ,G 二 二 人 三 车 访 让 


1 
办 (RD) = | .vince+edu， 《4. 10.5) 


办 (有 一 |a 一 nz 十 有 du ( 才 = 0,1m， 


YUo 一 


loh 十 ips(0)， 


co| > 


本 分 Im 十 in 一 1)， 

j 一 刀 ]n 大 十 [办 (一 1) 十 央 (7)] 人 一 1 2 一 1)， 
(4. 10.6) 

加 (上 ) 和 内 () 不 依赖 于 关 ,5 或 m, 因 此 它们 可 以 预先 计算 好 . 

力 () ,办 (RD) 的 前 8 个 数值 见 表 4. 15. 


表 4.15 













一 0. 250 
0. 250 
0. 4883759281 
0. 6485778545 
0.7695705457 
0. 8668602747 
0. 9482428376 
.018201652 


--0.75 
0. 1362943611 
0.4211665768 
0. 6007627239 
0.7324415720 
0. 8365069785 
0. 9225713904 
0. 9959596385 













了 二 口 | 和 
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4.10.5 削减 奇异 性 方法 


把 积分 TCF) = | reodz 分 解 为 奇异 和 非 奇 异 两 部 分 ,奇异 


部 分 可 用 解析 方法 求解 , 非 奇异 部 分 可 应 用 标准 数值 方法 求解 .此 
方法 称 为 削减 奇异 性 方法 (methods of subtracting the 
singularity). 


例 4. 10.8 计算 奇异 积分 


精确 到 3 位 ， 
解 分解 积分 为 


TI= | 2 上 az+| 和 二 dr 





第 一 个 积分 是 初等 积分 ， 和 注意 到 由 于 
声 e 一 D 在 0 附近 性 态 与 Vz 相 似 , 它 有 一 个 奇异 点 在 其 一 阶 导 


数 中 ,因而 使 数值 积分 不 精确 ,为 此 将 积分 写成 


人 f1 十 z 1 er 一 1 一 工 
上 dz 


和 攻 十 0.2583 ~ 2. 925. 





4.10.6 康 托 洛 维 奇 方法 
积分 
: 
二 | FS 


的 被 积 函 数 了 存在 一 个 奇异 点 . 康 托 洛 维 奇 (Kontorovich) 方 法 不 
是 直接 对 TCF) 进行 求 积 . 而 是 选取 一 个 下 数 g, 使 其 与 上 有 相同 的 
"，219。 


奇异 点 ,并 在 给 定 的 积分 区 间 [a, 纪 上 可 解析 求 积 , 而 且 F 一 5E 有 
一 定 阶 的 导数 . 把 积分 写成 


[redz 世 站 ecoaz +| Lrcen 一 g(z)]dzr， 


右边 第 一 个 积分 可 直接 求 积 ,第 二 个 积分 可 用 标准 的 数值 求 积 公 
式 计 算 . 

康 托 洛 维 奇 方法 应 属于 削减 奇异 性 方法 范畴 . 

函数 g 的 选取 ,有 很 多 方法 . 例如 被 积 函 数 了 用 公式 

J(z) = 一 (z 一 c)*p(z)，a 委 c 委 0，zE [ao 
(4. 10. 7) 

来 表示 ,其 中 一 1 和 一 0,p 在 [a, 纪 上 足够 光滑 .p 在 工 一 c 处 展 成 
泰勒 级 数 , 则 可 以 得 到 


F(z) -|roc-o 十 罗 外 cz 一 on 十 
罗 (z 一 on 十 … 十 2 人 ez 一 on] 十 
全 一 orca 一 和 0 一 纪 介 Cz 一 ) 一 
2 和 (cz 一 o - 宝 P2c-o| 


(4. 10. 8) 
上 式 右边 第 一 个 方 括号 中 是 一 个 寡 函 数 , 可 以 逐 项 求 其 积分 ; 而 
第 二 个 方 括号 内 已 无 奇 点 , 且 相当 光滑 ,可 以 用 标准 的 数值 求 积 公 
式 计 算出 来 . 
_ 舍 1 
例 4.10.9 求 了 = | 志士 的 近似 值 . 
解 ”被 积 函 数 在 zx=0 处 间断 , 且 可 用 公式 


CCz) 三 zl1 一 并) 十 
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表示 ,于 是 = 一斑,c=0,9(z) 一 (1 一 z)- 证 .由 泰勒 级 数 展开 ,有 
g(z) 一 1 十 喜 z 十 二 也 十 基 症 十 访 z 十 R,(z). 
因此 , 广 可 以 写成 
jz) = (二 十 寺 二 十 县 本 十 右 二 + 该 二 ) +%2， 
其 中 


VCz) - 7 一 (十 本 十 囊 只 十 让 后 十 125z 
-一 光 





因此 
一 用 / 十 工 和 3 二 5 35 
| (z 十 过 7 十 襄 z 二 天 十 说 节 )dz 二 
一 1.5691585 十 卫 ， 


其 中 


用 ”= 10 的 复合 辛普森 公式 计算 生 ,得 卫 =0.0016385, 由 此 
得 [一 1.5707970. 


为 比较 起 见 , 求 出 工 的 精确 值 , 工 一 
是 相当 精确 的 . 
4.10.7 高 斯 求 积 


如 果 被 积 函 数 分 解 成 两 个 函数 的 乘积 ,那么 奇异 积分 常 可 应 
用 高 斯 型 求 积 ,考虑 
二 | cprcmpdr， (4.10.9) 


其 中 凤 是 一 个 固定 的 非 负 的 权 函 数 . 它 在 积分 区 间 [a,b] 上 存在 
。，221。 


到 一 1 5707963. 由 此 可 见 


一 个 或 几 个 奇异 点 ,并 且 积分 | ww(z)ztdz(k = 0,1,…，n) 存在 ， 


”而 了 是 一 个 充分 光滑 的 函数 . 这 样 可 以 按 4. 5 节 的 方法 来 确定 积 
分 公式 的 节点 和 系数 . zw 有 以 下 几 种 特殊 情况 : 


(1) rw(z) 一 (1 一 xz 六 ,相应 的 求 积 公式 
三 Erepdzm 袜 AdaD， (10.10) 
二 下 m1 
其 中 








误差 为 
忆 一 CD je (7， 了 和 (一 1,1). 


(2) (oz) 一 5， 让 二 ,相应 的 求 积 公式 


1 娠 
Fa 
人 i 二 2z/(z)dz 立 A7(zo， (4. 10.11) 





其 中 





邢 2r 
了， 汪 一 于 二 ix 
误差 为 
W 
开 。( 1] TI (7)， 5 及 (0,1). 
(3) w(z) 一 (1 一 z) 主 ,相应 的 求 积 公式 
1 班 
[VER 二 codz= 六 hua， (10.13) 
娄 m 
其 中 


一 1 一 到 
(z 是 27m 十 1 次 勒 让 德 多 项 式 了 PP: 的 第 天 个 正 零点 )， 
。 222 。 


A, 一 2zAfrD， 
(2n 十 1) 一 2 _ 
此 处 A8 Ci= 避 [TBT CO 下 是 27z 十 1 个 节点 的 高 斯 勒 让 
德 求 积 公式 中 相应 于 节点 zk 的 系数 . 
误差 为 
可 24rts[(2m 十 1)1] 5 
素 (7 一 TCR 十 5[Ctn 十 加 下 人 96 《0 
(4) zw(z) 一 (1 一 z)- 二 ,相应 的 求 积 公 式 


( 工 ) 吉 
| 2 y Asf(zo， (4. 10. 13) 





二 一 1 
其 中 居 =1 一 好 (zx 是 2n 次 勒 让 德 多 项 式 PC(z) 的 第 & 个 
正 零 点 )， 
A， 一 2A4w ， 


此 处 AL 一 





二 
CE 本 EEC 下 是 2n 个 节点 的 商 斯 勒 让 德 求 积 
公式 中 相应 于 节点 = 的 系数 . 

误差 为 


m 3 
已,( 户 一 2 [L(2z2) 日 zw 人)，7E (0,1)， 


(4m 十 1)L(C4z) 
(5) ww= (1 一 心 ) 全 ,相应 的 求 积 公 式 为 高 斯 - 切 比 雪夫 
公式 (4.5.8). 


4.11 振荡 函数 的 积分 


Fit) 一 | repKcrpdr， (4. 11. 1) 


其 中 天 (z, 蚊 是 一 个 “振荡 核 ”, 即 (zz, 切 是 关于 工 的 振荡 函数 , 而 
。，223 。 


7 为 非 振东 函数 . 传 里 叶 积分 

站 rempsinnrdaz，| rnpeoswrdz 
为 典型 例子 . 
4.11.1 在 两 零点 之 间 的 积分 


设 被 积 函 数 振 功 部 分 在 [a, 引 上 的 零点 为 ae 受 习 二 za 一 … 到 
Zps<b, 那 么 将 [a,b] 上 的 积分 分 解 为 子 区 间 [zk,zti] 上 积分 之 
和 . 在 每 个 子 区 间 上 , 因 被 积 范 数 在 端点 之 值 为 零 , 所 以 可 以 采用 
高 斯 - 洛 巴 托 求 积 公式 (4. 6. 2) ,这 样 可 以 不 必 增 加 计算 量 就 可 以 
得 到 较 高 的 精度 . 例如 


2x Sb 
| J(Cz)sinzzzdz 一 下 (z)sinmzdz， 
等 式 右边 求 和 号 中 每 项 积分 的 被 积 函数 在 端点 处 的 值 均 为 零 , 因 
LEDs 
此 |。 yz)sinmrdz 可 用 高 斯 - 洛 巴 托 求 积 公式 计算 , 若 用 5 个 


节点 的 高 斯 - 洛 巴 托 求 积 公 式 (2 个 端点 ,3 个 内 点 ) ,那么 在 每 个 
子 区 间 上 只 要 计算 3 个 函数 值 就 可 以 了 . 


对 于 | 7(z)cosnrdz 可 用 类 似 的 方法 计算 . 


4.11.2 菲 隆 方法 
设 了 可 以 表示 为 
(z) 一 ia 人 庆 zE [a, 拟 ，(4.11.2) 
其 中 e(z) 是 [av 拉 上 的 小 量 ( 当 然 为 工 的 函数 ), 令 
由 (D 一 | wzKGzDdz 人 一 2 
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可 以 用 初等 积分 显 式 表示 出 来 .如 当 mrCz) 一 己 ,KCzyt) 一 ee 时 
就 是 这 种 情况 . 


6 晶 站 
TCD= | 7rCDKCz,pdz 一 ooyi(D 十 | ezDKGz,Ddz 
a | e 


= > ,ax 人 (4. 11.3) 
大 mm 上 


上 述 算法 是 由 菲 隆 (Filon) 首 先 给 出 的 ,因此 称 为 菲 隆 算法 ， 
考虑 积分 


ICE) 一 | rr)sinkrdz、 


把 区 间 [a,b 等 分 为 2N 个 子 区 间 ,在 每 两 个 子 区 间 上 用 了 的 二 次 
插值 多 项 式 来 代替 ,那么 相应 的 积分 可 以 用 分 部 积分 准确 计算 ， 
于 是 


| repsinkrdz NEaEFCDeos 有 5 一 浆 间 6oaMa] 十 





AS: 十 rSswi)， 《4. 11.4) 
其 中 
一 & 
“一 责 ， 
二 总 (人 二 ne 一 2sin?0) ， 
fg 
8= PCb) 一 2 2singcosg] ， (4. 11.5) 
y = y(b) 一 人 es ， 
8 一 胁 ， 


Su = 玛 f(a)sinta 十 大 和 2 全 0/ 


J(a 十 47)sinR(Ca 十 47) 十 十 去 /Co)sin 邮 ， 《4. 11.6) 
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Szv-i 一 ja 十 尹 )sin&(a 十 天) 十 Fa 十 3A)sinke(a 十 36) 十 … 士 


CD 一 六 )sin(B 一 大 )， (4. 11.7) 
类 似 地 ,有 
| rmpyeoskrdz =he[7Cb)sinM -- Fa)sinka] 十 
BCsN 十 YXCanw-l}， (4. 11. 8) 
其 中 Cov-i, Cs 与 Saw-i， Sa 相对 应 ,用 相应 的 cosg 来 代 蔡 


sing 即 可 . 
应 注意 , 当 0 较 小 时 ,函数 ,8,y 有 泰勒 级 数 展开 


7 2 2 
a(0) 一 熙 4 一 554 十 17554 十 … 


pb) = 达 十 号 2 十 二 十 汪 4 十 必 (4. 11.9) 


2 
x(9) = 至 一 8 + 二 8 一 4 十 … 
例 4.11.1 用 Filon 3 
ITC) 一 | rempsinkrdz， 


其 中 F(z) 王 zcosz。 





， 一 到 ， R 一 1， 
解 ro = 上 Zcoszsin&r dz 一 入 
0 
让 玉 尖 1 


用 Cs 表示 32 个 节点 的 高 斯 求 积 公式 ,用 2 XI, 与 2 X 工 , 分 别 
表示 以 sin&z 的 零点 划分 子 区 间 ( 共 2 个 ) 上 四 点 与 五 点 的 高 斯 - 
洛 巴 托 求 积 公式 ,FE, 表示 /一 2x/ 庆 的 菲 隆 方法 (4. 11. 4). 计算 结果 
见 表 4. 16. 
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一 0.63466518 | 一 0.63402096 | 一 0.70206954 
一 0. 31494663 | 一 1.2092524 | 一 0.34818404 
一 0. 20967243 | 一 1.5822272 | 一 0.23177723 











一 0.5587594 
一 0. 2778962 
一 0. 18508448 



















下 1 
10 一 0. 63466469 一 0.63466497 一 0.63466508 
一 0.31494462 一 0. 31494463 一 0. 31494463 
一 0. 20967248 一 0. 20967248 一 0. 20967248 





注意 到 , 当 上 越 大 时 ,振荡 越 严重 ,高 斯 型 求 积 公 式 精度 很 差 . 
但 对 于 小 的 &, 高 阶 高 斯 求 积 公式 还 较 好 ,例如 , 当 z=1 时 ,积分 
准确 值 为 一 1. 57079633 ,Ga 一 一 1. 5704811; 当 一 2 时 ,积分 准 
确 值 为 一 4. 1887902,Ga: 一 一 4. 1842807. 


4.12 无 穷 区 间 上 的 积分 


考虑 无 穷 区 间 上 的 积分 
ICP) = [cpdz， (4.12.1) 
其 中 a 为 有 限 值 或 一 co. 


4.12.1 变量 替换 


对 于 式 (4.12. 1) , 作 变 量 替 换 :一 ez, 可 将 区 间 [0, 十 co) 变 为 
区 间 (0,1). 因 此 有 


oo 1 
上 大 2 运 人 二 7( 一 Inpd = | ECDdr, (4.12.2) 


这 样 就 把 无 穷 区 间 上 的 一 个 积分 化 成 了 有 限 区 间 上 的 积分 . 车 
&(bDV 在 :一 0 的 邻 域内 有 界 , 那 么 式 (4. 12. 2) 的 右边 是 一 个 正常 
。 227。 


积分 ,反之 ,积分 是 一 个 反常 积分 ,上 述 变 换 只 是 把 一 种 困难 转换 
成 另 一 种 困难 . 

变量 替换 还 有 许多 不 同类 型 . 

例 4. 12.1 计算 积分 


直 六 sin 坟 dz， 
解 令 y 一 二 ,那么 有 
大 总 sin 羡 dz 一 | sinydy， 
对 siny 泰勒 级 数 展开 ,有 
| snydy= 了 一 态 j 涡 一 元 十 必 
A 0. 310268. 
4.12.2 无 穷 区间 的 截断 


将 被 积 函 数 的 “尾巴 ? 略 去 ,可 使 无 穷 区 间 化 为 一 个 有 限 区 间 . 
此 方法 要 求 事先 用 某 种 简单 的 解析 方法 估算 出 尾部 的 量 值 . 选取 
尺 这 a ,使 





[reodz 二 
其 中 e 为 允许 误差 , 那么 无 穷 区 间 上 的 积分 (4.12.1) 可 以 用 
人 re?dz 来 近似 . 
例 4.12.2 计算 


三 一 上 

0 

解 ” 当 >z>R 时 有 :二 Rz, 所 以 有 估计 式 
本 本 6 
必 dz 三 * dz 六 se。 
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对 于 R=4, 则 南 e- 中 10-*. 因此 对 于 允许 误差 为 10-? 来 说 ,只 要 


计算 | dz 就 可 以 了 . 
例 4.12.3 计算 





> 之 
| 1 十 赤 民 . 


下 3 
信 )22 er 过 
CatH 产 Dox 了 十 区 


那么 ,有 





| dz|=1m 十 ma 十 人 


2x 工 十 并 


由 于 mr,<0,ra+i>0, 以 及 | 六 | 二 |m| 盖 …, 所 以 有 


(2k+1)e sinm 
| 关 十 普 十 | 去 广 一 TI 十 头 dz 





(2kFl)e 1 1 
< “sz< 币 
若 截断 误 盖 为 10: ,可 取 A=<z28. 
4.12.3 无 穷 区 间 上 的 高 斯 求 积 公 式 


无 穷 区 间 上 的 积分 . 高 斯 - 拉 盖 尔 求 积 公式 (4. 5. 9) 和 高 斯 - 
埃 尔 米 特 求 积 公式 (4. 5. 10) 是 使 用 最 广泛 的 . 下 面 作 些 补充 ， 
(1) 移 位 的 拉 盖 尔 公 式 
对 于 积分 
[syreod， 
作 变 量 替 换 :一 z 十 a, 则 得 
三 = 一 cycz+adr， 
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右 端 每 个 积分 都 是 正常 积分 , 当 
| 六 reoaz| < 一 上 


时 ,计算 终止 , 
例 4.12.4 计算 积分 


一 和 
本 二 人 


解 取 六 一 2 忆 一 | 和 dz, 计算 结果 见 表 4.17. 


囊 4.17 




















用 无 计算 本 数 值 个 数 
0 0. 57202582 35 

0. 62745952 52 

2 ” 0. 63043990 100 

3 0. 63047761 178 

4 0. 63047766 

确 0. 63047783 


如 果 能 找到 | 7(z)dz 的 一 个 较 合理 而 良好 的 估计 ,那么 可 


以 进行 外 推 加 速 . 
用 移 位 的 拉 盖 尔 求 积 公式 (4. 12. 用 和 本 12. 4 中 积分 


oo SEE 
了 
| 一 dz sc 一 一 


- 十 也 1 十 天 证 
用 里 查 森 外 推 法 有 
收 ; 专 了 8(rrHi) 一 TCD) 
本 一 内 rs) ” 
$(r) 一 天 一 2" 


辣 且 1 十 天 
计算 结果 见 表 4. 18. 
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表 4.18 






0. 62996722 
0. 63046682 
0. 63047765 
0. 63047766 







注意 到 , 太 比 到 好 , 尹 与 到 几乎 相等 . 


4.13 重 积分 的 数值 计算 


4.13.1 基本 概念 
设 函 数 了 在 某 一 有 界 区 域 Q 内 有 定义 并 且 是 连续 的 ,计算 积分 
TCP = ree,ydzdy (4. 13.1) 


假定 积分 区 域 Q 是 由 两 条 连续 单 值 的 曲线 > 一 P(z),y 一 内 z)(p(z) 扩 
Wz)),a<z<28 和 两 条 垂直 线 zx=a,z= 六 围 成 的 ( 见 图 4. 4). 





图 4.4 


可 以 把 积分 (4. 13. 1) 表 示 成 
站 ce 7 = 上 dz| 王 re )d 
| 9 了 区 2 GCy- 
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从 而 有 
ES 二 (zz1): wm) 
六 (rz)dz 一 ee 于 hy +oO+tT (6， 
(4. 12.3) 
其 中 Ari(E 王 1,2,…,m) 分 别 为 拉 盖 尔 公 式 中 的 求 积 系数 和 求 
积 节点 , 见 附 表 4. 21. 
(2) 广义 拉 盖 尔 公 式 
权 郴 数 p(z) 一 zee (Ca 一 1)， 
站 1FPCaz 十 十 1) am 
[ reerzr(z)dz 一 67 人 几 (6) 
(0 一 上 < 一 co)， (4. 12.4) 


其 中 节点 zx 是 广义 拉 盖 尔 多 项 式 
Le (z) = 0D-{ 


认 mm 人 姑 一 7 


”“) 二 > (4.12.5)》 
772 


的 零点 ,As 一 z1 PC 十 c 十 1) ztV/[LS Crze)]， 
FF(8) = 三 se di 


广义 拉 盖 尔 多 项 式 可 以 由 递 推 关 系 
(十 1)L' (Cz) 一 [(22 十 ac 十 1) 一 六 ]L42 (zz) 一 
(7 十 a)Le (Cz) (4. 12. 6) 


得 到 ,其 中 
Lo(z) 王 1，L(z) 王 1 十 a 一 7 


4.12.4 极限 过 程 
三 reodz 莹 lm| ez?dz 
0 mooJ 0 


提供 了 极限 过 程 . 令 0 一 一 产 二 … 是 趋向 于 co 的 数列 . 记 
三 repaz 全 人 FGzdz 十 | 7(zdz 十 六 7(zydz+ 交 


*，230。 


zh) 
和 上 (z) 一 | (zyy)dy， 
人 Kx) 
则 有 
少 
人 rer,drdy = | F(z)dz， 
昌 ea 
上 式 右 边 的 定 积分 可 以 采用 数值 方法 求 积 . 
由 cpardy = 六 CFan (4. 13. 2) 
力 业 王 1 
其 中 msE[a, 妇 ,CC 一 1,2, ,70) 为 求 积 系数 . 对 于 
下 (zk) 机 谎 mm yy)dy， 
RD) 
也 可 以 用 求 积 公式 
FCzi) 二 BurnasyoD (4. 13. 3) 


来 求 得 ,其 中 Bu 是 求 积 系 数 ， 
由 式 (4. 13. 2) 和 式 (4. 13. 3) 可 以 得 到 


和 cparay = 六 Y CiBupdzsyD)， (4.13. 人 4 
时 二 一 1 1 一 1 

此 公式 称 为 乘积 型 求 积 公式 . 

4.13.2 梯形 公式 及 其 复合 公式 


设 积分 区 域 是 矩形 
及 =({((zy) |a 和 过 工 和 4，0 委 yy 入 了 B)， 
它 的 每 一 边 平行 于 坐标 轴 . 令 
To 一 aa，X1 一 AAA， 一 0， 力 一 
于 是 得 到 4 个 点 (ztyy)(, 一 0,1). 如果 了 在 尺 内 连续 , 则 有 


4 fB 
rcesadzdy = | dz| .rezvy)dy (4. 13. 5) 
六 
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利用 梯形 公式 计算 内 部 积分 
jepare 三 2 [rz 十 frzym)]dz， 


对 上 式 右边 再 次 应 用 梯形 公式 ,可 得 
和 re,maray = 填 (B 一 0)(A 一 a[7(zovyo) 七 公 237 二 
民 


(rzoyy) 十 jzyyi)， (4. 13.6) 
此 公式 称 作 梯 形 公式 . 
为 了 提高 精度 , 互 可 以 采用 复合 求 积 公式 ， 即 把 求 积 区 域 R 划 
分 为 一 组 矩形 ,而 在 每 个 矩形 上 应 用 梯形 求 积 公 式 . 
设 把 矩形 R 的 边 分 别 分 为 ! 等 分 和 mm 等 分 ,这 样 便 把 R 分 为 
边 长 为 六 和 的 mx 个 小 矩形 . 在 每 个 小 矩形 上 应 用 梯形 公式 得 


二 1 一] 
由 carday 、 笃 > [frzy) 十 
10 7J20 


zyyiHD) 十 J(zH 分 )》 十 CrzHl yyH+1)]， 
其 中 三 王 历 (01 一 六 (一 0,1,…，m). 
上 式 可 以 改写 为 ， 


由 reeparay= 名 六 2)， (13.7) 
2 7 


其 中 心 是 下 面 矩 阵 4 的 相应 的 元 素 ， 
It22 2 2 1 
2 44… 和 4 4 2 


2 44… 4 4 2 
4=|: 本 
2 4 4 … 4 2 
2 4 4 4 4 2 


。 1 2 2 人 2 
公式 (4. 13. 7) 称 为 复合 梯形 公式 . 
， 234 ， 


4.13.3 辛普森 求 积 公式 及 其 复合 公式 


取 积 分 区 域 为 

及 ={(z,y) |a 生 z 迄 4 过 ?过 了 )， 
分 别 用 点 

Zzo 一 0， ZI 一 十， xz 一 4 十 2 一人 A 
和 

加 一 50， 丸 一 50 十， 罗 一 5 十 2 一 了 
划分 区 间 [a,A] 和 [4,B], 其 中 

下 王 去 (A 一 o)， 三 到 (B 一 虽 . 


这 样 得 到 9 个 点 (ziyy)(Giy 一 0,1,2), 点 的 分 布 见 图 4. 5. 





4.5 


利用 式 (4. 13. 5) ,并 对 内 部 积分 用 辛普森 求 积 公式 ,有 
人 rc,mardy 
及 


= 乞 [ 六 rcz,ypdz+ 才 revyodaz+| rezvyodz| 


〈4. 13. 8) 
再 对 上 式 右 边 的 每 个 积分 应 用 辛普森 求 积 公 式 , 有 
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由 edrdy ~ 各 {[J(zovyo) 十 F(zavyz) 十 FCzavyo) 十 
玉 


(zzyy)] 十 4[FCzyyo) 十 FCzoyy) 十 
(zyyi) 十 FGzyy)] 十 16FCzyy))， 
(4.13.9) 
此 公式 称 作 辛普森 公式 . 如 果 令 o 为 被 积 函 数 了 在 抵 形 民 的 角 点 
上 的 值 之 和 ,ao 为 了 在 矩形 尺 的 每 边 中 点 上 的 值 之 和 ,co 是 了 在 
和 矩形 尽 的 中 心 上 的 值 ,那么 公式 (4. 13. 9) 可 以 表示 为 


外 cpardy 一 怠 (o 十 4o 十 16oo). 
尺 


上 式 右边 的 mi (=0,1,2) 系 数 见 图 4. 5. 

为 提高 求 积 精度 ,一般 采用 复合 公式 . 设 把 矩形 尺 的 每 边 分 
别 分 成 ”等 分 和 zz 等 分 ,这 就 得 到 了 zz 个 小 矩形 . 再 把 每 个 小 矩 
形 等 分 为 四 部 分 ,这 样 就 把 尺 剖 分 成 更 小 的 矩形 ,并 把 这 些 矩 形 
的 顶点 用 作 求 积 公式 中 的 节点 ， 


您 








那么 节点 的 坐标 为 - 
盖 To 十 不 (zo 一 Qi 一 0,1,…27)， 
| (4. 13. 10) 
3 二 大 (3 07 一 0,1,……，2772)， 

在 第 一 次 分 尺 的 mm 个 矩形 上 应 用 公式 并 记 户 王 Cry) 


后 ,有 
有 大 二 ec 
由 cmaray 一 本 > 六 了 (7 十 Jaaz 十 
站 i0 js0 


Jaa.airs 十 Jaiarz) 十 4(oi 十 aaaitt 士 
Jslaita 十 aiarHl) 十 16.F2ruazrt]. 
改写 上 式 可 以 得 到 
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2zn 2m 
由 crazy 和 些 六 > 13.1 
下 


im0 jm0 
其 中 系数 1 是 矩阵 4 的 相应 的 元 素 .4 定义 为 
1 1 本 
4 16 8 1 8 … 1 8 16 
2 8 有 4 84… 和 8 4 8 
2 8 有 4 84…8 4 8 
4 16 8 16 8 … 16 8 16 
1 4242… 和 42 4 1 
例 4.13.1 用 复合 辛普森 公式 计算 积分 


je 十 2y)dzdy (精确 值 为 0.4295545265) ， 
其 中 尺 = {(Cz,y)11.4 过 z 受 2.0,1.0 过 > 过 1.5)， 


解 ” 先 训 分 尺 , 取 贿 =0.15, 人 一 0.25, 则 有 2 一 2,m 一 1. 节 点 
(ziyyi)i 一 0,1,2,3,4i7 一 0,1,2 分 布 见 图 4. 6. 





1.40 1.55 1.70 1.85 2.00 


图 4.6 


利用 求 积 公式 (4. 13. 11) ,万 一 In(zi 十 2y ) ,系数 力 在 图 4.6 
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上 标 出 , 则 有 
2.0 1.5 
[mc 十 2y)dydz 一 | ,dz| incz 十 2y)dy 
J 人 


生 了 放 
〈0. 是 25) 2 > hyln(zi 十 2y ) 


im0 J 一 0 


一 0. 4295524387. 
此 计算 值 与 精确 值 相 比 精确 到 2. 1X10“. 


4.13.4 高 斯 型 求 积 公 式 
在 高 斯 - 蔓 让 德 求 积 公式 (4. 5.7) 


[sod = 4Agdt 
对 2" 一 1 次 的 代数 多 项 式 是 精确 成 立 的 ,上 式 中 的 节点 志 及 系数 


4, 见 表 4. 23, 定 积分 的 高 斯 - 勒 让 德 求 积 公式 很 容易 推广 到 重 
积分 


1 
FTCP) = | 国 国 人 (4.13. 12) 
的 求 积 . 求 积 公式 
1 E 汪 L 
太太 repaedy ~ 半 44ifc ,) (4.13.13) 


对 于 二 元 函数 F(z,y) 一 zy 一 ] 委 zy 和 1,0 和 o 委 2 一 1,0 入 狼 
27 一 1 精确 成 立 , 其 中 系数 4, 及 节点 上 仍 由 附 表 4. 21 确定 .由 此 
可 知 , 求 积 公 式 (4. 13. 13) 对 任意 二 元 4 一 2 次 多 项 式 精 确 成 立 . 
求 积 公式 (4. 13. 13) 也 称 为 重 积 分 的 高 斯 型 求 积 公 式 . 

例 4. 13.2 用 高 斯 型 求 积 公 式 计 算 例 4. 13. 1 中 的 积分 . 

解 ”首先 用 线性 变换 


一 
“一 
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1 
1.5 一 1.0 





刀 一 


(2y 一 1.0 一 1.5)， 


将 积分 区 域 
R=({(zy)114 和 zz 二 2.0,1.0 雪 y 扫 15) 
变换 到 正方 形 区 域 
玉 = {(z,y) | 一 1 和 xx 迄 1, 一 1 入 v 这 1). 
经 变换 后 积分 为 


2.0「『1.5 
| | ln(Cz 十 2y)dydr 
1.4J 1.0 


一 0. 75| [ In(0. 3u 十 0.59 十 4 2)dudu 
罗 开 


对 上 式 右边 积分 ,使 用 高 斯 求 积 公 式 (4. 13. 13) , 取 ?一 3, 则 采用 
节点 

一 同一 0， 由 二 内 二 一 0.7745966692， 

一 内 一 0.7745966692 
相应 的 权 

A, = 0.8888888889， A， = A, 一 0.5555555556. 

于 是 

.0Tf1.5 

In(z 十 23)dydz 


2 2 
>) >)AAiln(3uw 十 5 十 4.2) 一 0.4295545313. 


i=0 和 0 


此 结果 与 精确 值 相 比 精确 到 4.8X10“. 
注意 到 此 例 仅 计 算 6 次 函数 值 ,而 例 4. 13. 1 则 计算 了 15 次 
函数 值 ,可知 高 斯 求 积 公式 是 很 实用 的 . 


4.13.5 一 般 积 分 区 域 


考虑 积分 区 域 为 一 般 的 曲线 围 成 的 区 域 Q, 则 构造 一 个 矩形 
尺 使 RD, 且 民 的 边 平行 于 坐标 轴 ( 见 图 4. 7). 
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图 4.7 


考虑 辅助 枉 数 太 ,其 定义 为 
JCzyy)， (zy) En， 


人 请 (zy ER 一 o， 


”显然 有 

由 ee,drdy = 二 (zy7dzd 

人 
上 式 右 边 的 积分 区 域 为 矩形 ,因此 可 以 采用 已 介绍 的 各 种 方法 来 
求 积 . 


4.14 数值 微分 的 基本 方法 


4.14.1 数值 微分 的 概念 


在 微分 学 中 ,函数 的 导数 是 通过 极限 定义 的 ,但 当 函 数 用 表格 
给 出 时 ,就 不 可 用 定义 来 求 其 导数 ,只 能 用 近似 方法 求 数值 导数 . 
最 简单 的 数值 微分 公式 是 用 差 商 近似 地 代替 微 商 , 常 见 的 有 
Fa /二 人 xz) ， 


Fa FCz) 二 te 二 已， 
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7 让 帮 Z 十 上 一 大 ( 工 一 产 ) 
和 《2 2 。 


使 用 近似 公式 帮 (z) 玉 帮 z 二 全 8 一 和 的 方法 称 为 中 点 方法 ， 


为 了 使 用 上 述 近 似 公式 的 方法 来 近似 计算 微 商 ,首先 必须 选取 合 
适 的 步 长 ,为 此 要 进行 误差 分 析 . 假定 了 是 一 个 光滑 的 函数 ,利用 
泰勒 展开 有 


F(z 士 j 一 zxz) 士 Fr(Cz) 十 生 F(z) 士 
每 Prcz) 十 后 Fo(z) 士 全 FoCz) 十 … 
如 果 用 中 点 公式 进行 分 析 , 则 有 
[十 介 于 有 一 名 一 刻 (z) 十 生产 (z) 十 千 foCz) 十 … 
故 步 长 越 小 ,结果 越 准确 . 但 是 ,事实 并 非 如 此 ,因为 当 户 很 小 时 ， 


由 于 jz 十 a) 与 f(z 一 a) 很 接近 ,直接 相 减 会 造成 有 效 数 字 的 严 
重 损失 ,所 以 必须 适当 选取 六. 


例 4.14.1 用 中 点 公式 计算 F(z)=Vz 在 zx=2 处 的 一 阶 导 
数 ( 导 数 精确 值 f(2) 一 0. 353553). 
解 ”计算 采用 公式 


取 4 位 数字 计算 ,结果 见 表 4. 19. 
家 4.19 


去 VE | ，| 训 vETE 
V23-i | VZ 一 内 
0.3660 | 0.05 0.3530 | 0o0 
0.3564 0.01 0.3500 | o.ooo5 
0.3535 | 0.005 0.3500 
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可 以 看 出 ,j=0. 1 的 逼近 效果 最 好 ,如 果 贿 再 缩小 , 则 通 近 的 效果 
反而 差 . 


4.14.2 用 插值 多 项 式 求 数值 微分 


设 了 是 定义 在 La, 扑 上 的 函数 ,并 在 [a, 刀 上 给 定 十 1 个 节点 
zoyzl，…yzo, 则 可 以 求 得 了 在 这 些 节点 上 的 插值 多 项 式 已,. 若 取 
拉 格 朗 日 形式 , 则 


PCz) 天 >)f(ziD)lz)，xzE[a,o]， 
10 
其 中 


4Cz) 一 直 (z= 之 ) Gi 一 0,1，…ym)， 


J=0 ZE 一 


Ji 
利用 插值 多 项 式 P,, 可 以 把 扩 表 示 为 
卫 一 卫 , 十 尺 ,， (4. 14. 1) 


其 中 尺 , 为 插值 多 项 式 已 , 的 余 项 . 如 果 有 ?十 1 阶 的 连续 导数 ， 
则 拉 格 朗 日 形式 的 插值 多 项 式 的 余 项 为 


R,Cz) 一 全 委 贡 < 一， ee (ab)、 
此 余 项 也 可 以 写成 均 差 形式 , 即 

及 .(z) 一 FLzoyzi ,本 TT 全 一 )， 
如 果 Je Crz[a, 拉 ,那么 可 以 得 到 


Fa 二) 十 拒 疝 远 交 元 ,可 主 天 CE ) 十 


和 


jLzo 工 1 zyzz]TTCz 一 z)， 


清二 


从 而 有 


_ 2 1 
广 (z) Pa IT 荆 ) 十 
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2 【(〔 力 ) - 
人 
(十 2)17=5 





其 中 ,7E (a,6). 


(zi) 一 PCz 十 一 一 For cczo) 了 cr 一 忆 )。 


经 4 


《7 二 1 


(4. 14. 2) 
此 公式 称 为 大 (ze)CR 一 0,1,…,) 的 (2 十 1) 点 公式 ， 
在 等 距 节点 的 情况 下 , 设 间 蝗 为 疡 , 令 zx= 一 zo 十 专 , 利 用 牛顿 前 
插 公 式 有 
十 姑 一 ]7A 
2 
tt 一 1)。 (一 于 十 LAvy 


P.(z) 一 yo 十 tiAyo 十 





A:yo 十 … 人 


其 中 y%=(zo). 于 是 得 到 
太 (zo) s PCzo) 
1 


上 二 As 工 As 罗 
一 站 | Ay 六 Azyo 十 襄 Asye 十 … 十 





(一 1 
二 A > |] 
(4. 14. 3) 
此 式 适 用 于 表 头 . 同样 ,适用 于 表 末 (t 委 0) 的 公式 是 
了 (zo) 


本 六 {Ay-， 十 半 A:y 再 于 Ary 趟 喇 二 二 Ay-。). (4.14.4) 
对 于 表 中 间 , 则 采用 斯 特 林 (Stirling) 捅 值 多 项 式 的 微 商 ,有 


] 
F(Czo) ~ 元 ( 2 十 Ayo 1 A y-: 了 A3 3- 二 


2 池 : 
工 Ay-: 十 Ay- 
二 全 这 二 村 二 下 (4. 14.5) 


在 实际 计算 中 ,使 用 公式 (4. 14. 5) 更 方便 ,并 且 比 公式 (4. 14. 3) 和 
公式 (4. 14.4) 有 更 高 的 精度 . 
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如 果 在 公式 (4. 14. 3) 和 公式 (4. 14.4) 中 仅 取 一 项 , 则 有 


工 


(rzo) = 站 (一 yo)， 


(4. 14.6) 
(rzo) 之 于 Co 一 -1)， 
此 式 称 为 二 点 公式 . : 
如 果 在 公式 (4. 14. 3) 和 公式 (4. 14. 4) 中 取 前 面 两 项 ,而 在 公 
式 (4. 14.5) 中 取 一 项 , 则 得 到 三 点 公式 


yzo) 入 去 一 3yo 十 4 一 yz)， 


frzo) 一 击 (?: 一 人- 十 3yo)， (4.14.7) 


(ma) 二 遍 ( 一 y 1). 


此 外 ,常用 的 还 有 五 点 公式 


FACzoy 二 训 一 25 矶 填 各 六 二 386 部 半 16m 二 3 


FF 记 一 3 一 10% 十 18 六 一 16 六 十 为 )， 


Fr = 珊 C 一 8 下 8 现 三 坟 7 (4.14.8) 


大 ( 交 ) 辣 训 一 天 二 和 二 机 于 各 四 于 到 


(Jo 就 Gy 一 16》 二 86 六 一 4 十 25 和 交 


对 于 给 定 的 数据 表 , 用 五 点 公式 (4. 14. 8) 求 节点 上 的 导数 值 一 般 
可 以 获得 好 的 结果 . 

例 4.14.2 根据 F(z)=Vz 的 数值 ( 见 表 4. 20) ,利用 五 点 公 
式 求 出 节点 上 的 近似 导数 值 . 

解 结果 见 表 4. 20. 
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囊 4.20 






10. 000000 
10. 049875 


0. 050000 
0. 049751 


0. 050000 
0. 049752 










102 10. 099504 0. 049507 0. 049507 
103 10. 148891 0.049266 0. 049267 
104 10. 198039 0. 049029 0. 049029 











10. 246950 0. 048795 


用 插值 多 项 式 P, 来 代替 函数 将 产生 截断 误差 ,公式 (4. 14. 3) 
和 公式 (4.14. 4 可 以 用 二 和 | For5 (6)1 来 估计 ,其 中 # 分 别 属于 


区 间 (zo,z,) 和 (z-,zo). 通 常 , 大 "并 不 知道 ,所 以 这 样 的 截断 
误差 估计 很 难 应 用 . 此 外 ,由 于 伟人 误差 的 影响 ,在 数值 微分 的 计 
算 中 一 般 不 采用 高 阶 差 商 ,而 对 于 仅 包 含 低 阶 差 商 的 数值 微分 公 
式 ,截断 误差 是 容易 估计 的 . 例如 ,对 于 公式 (4. 14.7) 的 第 三 式 , 如 
果 三 阶 差 商 的 变化 是 充分 光滑 的 ,那么 可 以 近似 地 用 


1 1Asy-: 十 Asy-i| 
计 一 一 未 估计 : 


利用 插值 多 项 式 求 数值 导数 时 , 插 人 多 项 式 P。 可 收敛 到 
但 P, 不 一 定 收敛 到 jj ; 此 外 , 当 疡 缩小 时 ,截断 误差 减 小 ,但 售 
人 误差 可 能 增加 ,因此 计算 必须 注意 . 


4.14.3 将 微分 问题 化 为 积分 问题 


微分 是 积分 的 逆 运 算 , 因 此 可 借助 于 数值 积分 来 计算 数值 
微分 . 
设 了 是 一 个 充分 光滑 的 函数 ,其 导数 为 w. 由 积分 定义 有 


FGz) = 7C2) 十 | CDd， (4. 14.9) 


0. 048795 
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其 中 工 为 任意 指定 的 数 . 设 zx; 一 z 十 庚 (i 王 0,1,…,m) 为 一 组 等 距 
节点 ,并 设 闪 =Fzt). 在 公式 (4.14. 9) 中 取 工 一 zt 一 zil, 于 
是 式 (4. 14. 9) 变 为 

(za) = FCzr) +|” 8(D)dt (一 1,2， 一 1). 

(4. 14. 10) 

对 上 式 右 端的 积分 采用 不 同 的 求 积 公式 就 得 到 不 同 的 数值 微分 
公式 ， 

(1) 对 积分 采用 中 点 公式 


ai 3 
站 wpd = 2ipzCzoD+ Core)， 
zt 
从 而 得 到 中 点 微分 公式 
ai 2 
天 人 二 沁 二 十 全 汉 后 P(6)， 


(4. 14. 11) 

其 中 zyr 委 总 委 ztl (CR 一 1,2,… 和 ,2 一 1). 可 以 看 出 ,此 式 与 公 
式 (4. 14. 7) 的 第 三 式 是 一 样 的 . 

(2) 如 果 对 式 (4. 14. 10) 中 的 积分 采用 辛普森 求 积 公式 , 则 有 


必 大 ji 5 
PCt)dt 一 本 [9(zri) 十 4p(zt) 十 9Czea)] 一 了 0 大 (后 )， 


(4. 14. 12) 
其 中 zt 到 总 天 zi 
如 果 记 w 为 大 (zt) 的 近似 值 , 且 在 上 式 中 略 去 高 阶 项 ,那么 
从 式 (4. 14. 10) 可 得 到 辛普森 数值 微分 公式 


pr 十 48 十 par 一 32 一 2 (一 开 ,2 一 1. 
(4.14. 13) 
式 (4. 13.13) 有 z 十 1 个 未 知 函 数 my,P ,py, 但 只 有 一 1 个 方 


程 .如 果 在 端点 有 p(zo) 一 (rz),yp(zo) 一 太 (z)， 那 么 
*。， 246 。 


式 (4.14.13) 可 以 写作 
| 


从 3( 史 一 m)/ 人 /一 (rm) 
1 4 隐 3( 为 一 为 )/ 
1 4 Jp- 3(0m 一 XDA 一 广 (z) 
《4. 14. 14) 


于 是 ,数值 微分 化 为 解 线性 代数 方程 组 的 问题 . 显然 ,用 追赶 法 容 
易 求 解 . 

例 4.14.3 给 定 fj(Cz)=Vz 在 z 一 100,101,102,103,104， 
105 的 一 个 表 , 求 函数 太 在 z 王 101,102,103,104 上 的 一 阶 导 
数值 . 

解 ”假定 了 在 z 一 100 及 z=105 处 的 一 阶 导数 值 已 知 , 按 方 
程 组 (4.14. 14) 解 之 ,结果 见 表 4. 21. 


囊 4.21 






10. 000000 0. 05000000 












101 10. 049875 0. 049751859 0. 049751859 
102 10. 099504 0. 049507377 0. 049507376 
103 10. 148891 0. 049266463 0. 049266463 
104 10. 198039 0. 049029033 0. 049029033 


10. 246950 0. 049795003 


从 算 例 看 出 ,采用 辛普森 数值 微分 公式 计算 的 精度 相当 高 . 

如 果 端 点 的 导数 值 并 不 知道 ,对 (zi) 和 yp(zs) 的 近似 值 
o 和 go 则 可 用 中 点 微分 公式 来 近似 ,这 样 辛 普 森 微分 公 
式 (4. 14. 13) 可 以 写作 
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_ ye 一 Jo 
和 2 





pr 十 4 十 pr = 20 天， 大 一 1,2a 一 1 








pe 一 2 2， 
(4. 14. 15) 
当 m 一 3 时 ,有 
EN 
Ka 
mw 十 4p 十 mn 一 32 一 和 ， 
3(33 一 妨 ) 
7 十 492 十 9a 一 2 
因 Ce 
21 ” 
求解 得 
(mm) 一 站 [20% 一 %) 一 (六 一 鸭 )]， 
(zi) 一 习 一 加， 
山 (4.14. 16) 


(zy) 2 2 





(za) 到 藉 [20 一 加 ) 一 (一 加)]， 


4.14.4 用 三 次 样 条 函数 求 数 值 微分 


设 在 区 间 [a, 引 上 给 定 一 个 剖 分 
aa 一 zo<z 二 … 一 TIrli<zn 一 0 
Eee ， 一 二 G 一 0) 


及 相应 于 {zt} 的 函数 值 {y} (一 0,1,…,m) ,如 果 给 定 适当 的 边界 
条 件 , 则 可 以 惟一 确定 三 次 桩 条 函数 S, 其 表达 式 为 


玫 十 1 


SCz) 三 27c0:(2)， ZE [a,0]. 


六 
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对 上 式 两 边 求 导 数 , 则 有 
F(z) = S'(Cz) = 记 04 (于 二)， (4.14.17) 
令 一 Zr* 则 有 


天 (zk) 全 S7 (zt ) 一 二 冯 so (二 元 二 ) 


一 二.06G 二 为 
me 一 
由 此 得 
Hz 一 基 (cr 一 cr 丰 一 12 一 D. 
(4. 14. 18) 
此 公式 说 明 ,本 数 F(Cz) 在 zk 处 的 导数 值 近似 地 由 它 的 三 次 样 条 
踊 数 的 系数 ct+iyct-i 线 性 表示 . 


如 果 了 有 一 阶 连 续 导 数 ,那么 S: 在 [a,6] 上 一 致 收敛 到 广 , 因 
此 当 六 取得 充分 小 时 用 样 条 求 数值 微分 是 很 精确 的 . 


4.14.5 二 阶 导 数 
如 果 了 在 区 间 [zu 一 Ai,zo 十 和 上 有 四 阶 连 续 的 导数 , 则 利用 
泰勒 级 数 展开 有 
(zxzo) 三 记 [F(zs 一 几 ) 一 27Czo) 十 FCzo 十 内] 一 每 Fo(e)， 


其 中 zo 一 hi 一 6<zo 十 jh. 如 果 略 去 上 式 右边 的 最 后 一 项 ,可 得 数值 
微分 公式 
(Crzo) 志 [Fz 一 站 一 27Czo) 十 FGzo 十 有 ]. 


利用 反 值 多 项 式 来 求 二 阶 数 值 微分 是 经 常 使 用 的 方法 ， 设 P， 
是 ,的 插值 多 项 式 , 对 于 任意 rx, 有 
xz) = P.(z). 
对 于 等 距 节点 ,有 以 下 常用 公式 ,为 简便 起 见 , 记 3 一 (ze)， 
*。 249 。 


(za) 记 (% 一 2 页 平 疯 ) 
(xzo) 总 Cy-， 一 2% 十 办)， (4. 14. 19) 
人 和 志 (y-， 一 2 开 填 广 计 


(zxo) 下 (12y。 一 30 六 十 24y? 人 6ys) 9 


本 


(xzo) 这 一 7 (6>-: 一 12y 十 6 )， 


页 


0 


J(zo) 一 大 


(4. 14. 20) 


(zeo) 一 104y 十 114y* 一 56ys 十 11y4)， 


JP"(zo) 一 (11y 一 20yo 十 6y 十 4y: 一 3a)， 


可 


(ro) 一 二 (一 十 16y 一 30y 十 16y 一 罗 )， 


1 


本 


《一 了-3 十 47y-> 2 6y-) 十 20y 十 11y) )， 


(z) 之 一 (11y ,一 56y :十 114y 一 104y 1 十 35yo)， 


(4. 14. 21) 
二 阶 数值 微分 也 可 以 用 三 次 样 条 函数 方法 来 计算 . 设 在 La, 妇 
上 给 定 一 个 剖 分 
& 一 z<z<…< 一 一 0， 
4 一 4 
姑 


Zi 一 QQ 十 碌 ， 页 一 


及 相应 于 这 个 剖 分 {zi} 的 函数 值 {y%}. 如 果 再 给 定 适 当 的 边界 条 
件 就 可 以 构造 出 惟一 的 三 次 样 条 函数 S， 其 表达 式 为 
SGz) 一 本 (< 汉 ) 


2 
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对 式 (4. 14. 17) 再 求 一 次 导数 有 
Jy 、 ， 下 业 La 多 『 字 一 光 ; 
(rz) = SCz) 一 到 之 co04 (于 至 ) 
令 z 一 zi ,得 
Kxi 训 人 (2 二 让 (cn 二 


利用 样 条 函数 的 c 和 y: 之 间 的 关系 式 
于 co 十 呈 二 c 
就 得 到 
Fr ss Sr) 一 总 (一 人 一 12 一 1)， 


(4. 14. 22) 
有 些 问 题 还 可 以 应 用 下 面 的 方法 来 提高 精度 . 令 
站 一 SCr) (一 0,1, 2)， 
加 一 (zzo) 多 一 (zz)， 
满足 这 个 条 件 的 插值 函数 记 为 $ : 
S'(z) 一 忆 50, (玉宇 ). 


Jj 一 一 


对 $ 求 导 , 有 





SnD = 下 2a04( 瑟 二) 


如 果 以 字 来 近似 产 , 那 么 对 zx 一 zi 就 有 
rz) 一 去 (en 二 (4. 14. 23) 


4.15 数值 微分 的 外 推算 法 


在 数值 积分 中 应 用 外 推算 法 产生 了 龙 贝 格 求 积 方法 ,这 是 非 
常 有 效 的 . 同样 ,在 数值 微分 中 采用 外 推算 法 也 是 很 有 效 的 . 
用 中 心 差分 来 计算 导数 值 有 
。251 。 


让 】 
太 (z) 一 GO) 一 四 。 (4. 15.1) 


利用 泰勒 级 数 展 开 有 
FM(z) 一 G(h) 一 ai 大 十 azji 十 as 十 … 


其 中 常数 。 与 无 关 . 利用 理 查 森 外 推算 法 , 取 9 一 寺 有 


《4. 15.2) 


Ci(h) 一 CO)， 


Cn+l (jh) 一 


《4. 15. 3) 


这 个 算法 见 表 4. 22， 
囊 4.22 @,…,@ 表 示 计 算 步 最 
COG(Cn) 
@c( 寺 ) @G:(1) 
@c( 去 ) 。 @c:( 千 ) 。 @G 
Oc( 去 ) @c: (去 ) ”6@c (对 ) 0cn 


利用 这 个 算法 的 误差 为 
6 (Zr) 一 CntH(A) 一 人 这 A20m》 下 遍 


所 以 , 当 着 越 大 时 越 精确 ,但 受 伟人 误差 的 影响 ,zz 不 能 取得 很 大 . 
例 4.15.1 用 外 推算 法 计算 F(z)=tanriz 在 z=V2 处 的 


导数 . 
解 ”计算 步 骤 及 结果 如 下 ， 
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GD) = 0. 3926991， 
G( 半 )= 0. 3487710，Gs(1) = 0. 3341283， 


1 


G( 坏 )= 0. 3371938，G， ( 却 )= 0. 3333348，G (1) = 0. 3332819， 
Gf 去 )= 0.3342981，Gu (于 ) = 0. 3333329， 


4 
G 伺 )= 0.333328，G,(1) = 0. 3333336， 


直 )= 0. 3335748， G.( 言 )= 0. 3333336， G( 革 )= 0.3333337， 


G,( 工 )= o.3333337，G(1) = 0. 3333337. 


可 以 看 出 ,由 G(1)，G (去 ),，…,G( 癌 ) 经 简单 运算 便 得 


) 7 二 下 、 
中 | =- 于 二 | ,一 于 的 相当 精确 的 近似 值 ， 


外 推算 法 也 可 应 用 于 计算 二 阶 数值 微 商 . 仍 采用 中 心 差分 公 
式 来 计算 导数 值 
rz) w SC) = [ 袜 上 人 5 寺 1z 一 总 ， 


利用 (z 十 凡 ),FCz 一 刀 ) 在 z 处 展 成 泰勒 级 数 , 经 运算 可 得 
F(z) 一 S(Oh) 一 ci 庆 十 coji 十 csjs 十 … 
由 此 可 以 导出 如 同 式 (4. 15. 3) 的 算法 . 


4.16 附 表 


4.16.1 高 斯 - 勒 让 德 求 积 公式 的 节点 和 系数 
求 积 公 式 为 





| repaz 入 六 Adz)， 
| 1m1 
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节点 二 士 zi( 勒 让 德 多 项 式 的 零点 ), 系 数 =Ai, 节 点 数 一 m, 见 
表 4. 23. 


囊 4.23 












[CEZSRZZEIIZI 天 汪 
0. 00000 ”00000 00000 志 
罗 二 和 
0. 33998 10435 84856 
0. 86113 63115 94053 
0.00000 
.53846 
.90617 
0. 23861 
0. 66120 
0. 93246 
0. 00000 
0. 40584 
0. 74153 
0. 94910 
0. 18343 
0. 52553 
0. 79666 
. 96028 
0. 00000 
0.32425 
0.61337 
0. 83603 
“0. 96816 









.47862 86704 99366 
.23692 68850 56189 











91860 
93864 
95142 
00000 
51513 
11855 
78123 
46424 
24099 
64774 
98564 





.36076 15730 48139 
.17132 44923 79170 























0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0.38183 00505 05119 
0.27970 53914 89277 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 









.12948 49661 68870 

















.31370 66458 77887 
.22238 10344 53374 
,10122 85362 90376 


















.31234 70770 40003 
.26061 06964 02935 
18064 81606 94857 
.08127 43883 61574 
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440185 
913230 
386342 
748447 
033895 
743880 
576078 
932596 
333755 
078080 
560673 
098004 
025453 
792614 
823395 
905868 
791268 
924786 





16 





20 


续 表 





.18260 
.16915 
. 14959 
.12462 
.09515 
. 06225 


.15275 
.14917 
.14209 
, 13168 
.11819 
.10193 
.08327 
.06267 
.04060 


55068 
44923 
95002 
16576 
55533 
82492 
38647 


30725 
72603 
18382 
49176 
61518 
17240 
76704 
34109 
00386 





[3 





496285 
588867 
538189 
732081 
872052 
784810 
892863 
094852 
850698 
746788 
051329 
626898 
417312 
435037 
748725 
063570 
941331 
118312 
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4.16.2 高 斯 - 拉 盖 尔 求 积 公 式 的 节点 和 系数 
求 积 公式 为 - 
三 rear hrdr)， 


1 一 1 


[scedz 玉 4iesgCzi) ， 
0 


节点 = 一 闷 ( 拉 盖 尔 多 项 式 的 零点 )， 系数 =A4i，, 节 点 数 一 mn， 见 
表 4. 24. 


0.58578 ”64376 ”27 |0.853553 ”390593 
3.41421 ”35623 73 |0. 146446 609407 
0. 41577 83 |0.711093 ”009929 
2.29428 ”03602 ”79 |0.278517 733569 
6. 28994 37 |0. 103892 ”565016X10-: 
0. 32254 104342 
1.74576 11011 ”58 |0.357418 692438 
4.53662 ”02969 21 |0.388879 085150X10-: 
9. 39507 01 |0. 539294 ”705561X10-3 
0. 26356 18 |0. 521755 ”610583 
1.41340 ”30591 “07 | 0. 398666 ”811083 
3.59642 ”57710 41 |0.759424 496817X10-: 
7.08581 ”00058 ”59 |0. 361175 867992X10-: 
12. 64080 76 |0.233699 723858X10- 
0. 22284 673950 
1.18893 ”21016 73 |0.417000 830772 
2.99273 ”63260 ”59 |0.113373 382074 
5.77514 ”35691 ”05 |0. 103991 974531X 10-: 
9.83746 ”74183 ”83 |0.261017 202815X10-: 
15. 98287 906430X10“ 
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603312 
4 45095 ”733505 
1.07769 
2.76214 296190 

5.60109 “462543 
0. 83273 
2.04810 ”243845 
3.63114 ”630582 
6.48714 ”508441 
0. 67909 
1.63848 ”787360 
2.76944 324237 
4.31565 ”690092 
7.21918 ”635435 
0.57353 ”55074 
1 36925 ”259071 
2. 26068 ”459338 
3.35052 ”458236 
4.88682 ”680021 
7.84901” 594560 











































































































续 表 


























0. 13779 

0.72945 45495 03 
1.80834 29017 40 
3.40143 36978 55 
5.55249 61400 64 
8.33015 27467 64 
11. 84378 58379 00 
16. 27925 78313 78 
21.99658 58119 81 
29. 92069 


115765 
929115 
287612 
0. 620874 ”560987X10-: 
0.950151 697518X10- 
0.753008 388588X10 
0. 282592 ”334960X10“ 
0. 424931 398496X10“ 
0. 183956 482398X10 
721961X10- 





0.35400 97386 07 
0.83190 23010 44 
1.33028 856175 
1.86306 ”390311 
2.45025 555808 
3.12276 415514 
3.93415 ”269556 
4.99241 487219 
6. 57220 ”248513 
9.78469 584037 
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4.16.3 高 斯 - 埃 尔 米 特 求 积 公 式 的 节点 和 系数 


求 积 公 式 为 
由 er FFCz)dz 六 Ada)， 


思 城 光 区 二 袜 4 dg(z)， 


节点 一 士 z( 埃 尔 米 特 多 项 式 的 零点 )， 系数 一 Ai, 节 点数 二 
表 4. 25. 


囊 4.25 


0.70710 67811 86548 |0.886226 92545 28 1.46114 11826 6]11 
1.18163 59006 037 


0. 00000 00000 00000 |1.18163 ”59006 04 
0.52464 76232 75290 10.804914 09000 55 











2 









0. 81026 
0. 82868 73032 836 
0.89718 46002 252 
1. 10133 
0. 76454 

-|0.79289 00483 864 
41X10-:|0.86675 26065 634 
14X10-*| 1.07193 
61 
26 
38X10 一 
37X10-: 
26X10 一 








1.67355 
2.65196 
















0.76460 81250 946 







0. 68708 
0.70329 63231 049 
0. 74144 19319 436 
0.82066 61264 048 
1. 02545 








48X10-: 
81X10 一 
33X10- 
25 
42 
88X10- 
29X10- 
88X10 
56X10“ 


















0. 66266 ”27732 669 
0.70522 03661 122 
633 










s 方程 求 根 
5.1 方程 求 根 与 二 分 法 


5.1.1 方程 求 根 与 根 的 隔离 


在 科学 技术 的 数学 问题 中 ,经 常 遇 到 求解 函数 方程 
JCz) 一 0， (5.1. 1) 
这 里 帮 (。) 是 单 变量 z 的 函数 , 它 可 以 是 代数 多 项 式 , 即 
FCz) 一 aoz" 十 az 十 … 十 az 十 a。 (ao 和 关 0)， 
〈《5.1. 2) 
也 可 以 是 超越 函数 . 满足 f(z"* )=0 的 值 zx" 就 是 方程 (5. 1. 1) 的 
解 ,z" 称 作 方 程 的 根 , 又 称 作 函数 F(、，) 的 零点 . 如 果 7j(Cz) 可 分 解 
为 
JGz) = (并 一 a)”g(Cz)， 《5.1.3》 
z 为 正 整 数 且 E(e) 天 0, 则 称 < 为 X(z)=0 的 严重 根 .六 一 1 称 为 
单 根 ,mz 二 1 称 w 为 方程 (5.1.1) 的 zz 重 根 , 或 为 jz) 的 思 重 零 
点 , 若 w 是 Frz) 的 普 重 零点 , 旦 &(Cz) 充 分 光滑 , 则 
Fa 一 广 (a) 一 …= Fw-D(a) 一 0， om (a) 天 0. 
方程 求 根 首先 要 解决 根 是 否 存在 的 问题 ,如 果 是 由 式 (5.1.2) 
表示 的 代数 多 项 式 , 则 由 代数 基本 定理 可 知 , 在 复数 域内 方程 有 
个 根 ( 含 复 根 ,mm 重 根 为 zm 个 根 ), 对 一 般 函 数 方程 , 若 fF(Cz) 在 区 
间 [a, 执 上 连续 ,上 且 F(a)7(b)<0, 则 方程 (5.1.1) 在 [ab 上 至 少 
有 一 个 实 根 ,[a, 纪 称 为 有 根 区 间 ， 
在 根 存在 的 前 提 下 , 求 方 程 的 根 通常 是 采用 逐次 鼻 近 思想 构 
。， 259 。 


造 的 迭代 方法 ,这 类 方法 产生 一 个 序列 zzi，…， 使 它 收敛 于 方 
程 的 根 ,为 此 需要 先 找 到 有 根 区 间 [a, 纪 或 近似 根 ae 的 初始 值 
xro, 这 就 是 根 的 隔离 问题 . 通常 可 用 逐次 搜索 法 求 有 根 区 间 [a,， 


具体 做 法 可 从 zu 一 a 出 发 取 步 长 九 一 4&(n 为 正 整 数 ), 令 zx 一 


a 十 ip 一 0,1,…，,2)， 从 左 至 右 检 查 jzs) 的 符号 ,如 发 现 节点 
zk 与 端点 a 的 函数 值 异 号 , 则 得 到 一 个 缩小 的 有 根 区 间 [zkt-,， 
zi] ,其 宽度 为 矿 . 再 检查 下 去 ,只 要 发 现 相 邻 两 点 函数 值 异 号 则 可 
得 一 个 缩小 的 有 根 区 间 . 

例 5.1.1 给 定 方程 

Jz) 一 了 一 工 一 1 = 0， 

由 于 j(0)<0,(2)> 之 0, 故 [0,2] 是 有 根 区 间 . 若 取 太 一 0. 5, 从 左 
向 右 检 查 fF(zt) 的 符号 ( 见 下 表 ) ,可 发 现 [1,1.5] 是 一 个 缩小 的 有 
根 区 间 . 


克 0 0.5 1.0 1.5 2.0 
了 (zk) = 人 人 赴 十 


用 这 种 逐步 搜索 的 方法 进行 实 根 隔 离 的 关键 是 选取 步 长 万 ， 
如 疡 选 得 太 大 , 则 有 的 根 可 能 被 遗漏 ; 如 户 选 得 太 小 , 则 可 得 到 较 
精确 的 有 根 区 间 ,但 工作 量 较 大 . 要 选择 适当 的 天 ,使 之 既 能 把 根 
中 离开 来 ,工作 量 又 不 太 大 ,可 采用 二 分 法 (bisection method) , 它 
可 看 作 逐 步 搜索 法 的 改进 . 
5.1.2 二 分 法 

设 /(。) 在 [a,b] 连 续 , 假 定 fa) 一 0, Fo) 之 0, 取 中 点 zo 一 
季 ,检查 Fn ) 符 号 . 若 fxz) 一 0, 则 男 就 是 一 个 根 ; 若 Fn )>0， 


记 a 为 a) ,0 为 , 则 得 有 根 区 间 [al ,六 ]; 若 (Cro)<0, 记 xzo 为 
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at 为 Di , 则 得 有 根 区 间 [a， ,六 ]. 后 两 种 情况 都 得 到 有 根 区 间 


[ea , 儿 ], 它 的 长 度 为 原 区 间 的 一 半 . 对 [ai ,加 ], 令 zi 一 生子 笃 , 再 
施 以 同样 方法 ,可 得 新 的 有 根 区 间 [as ,名 ], 它 的 长 度 为 [ai ,如 ] 的 
一 半 ,如 此 反复 进行 下 去 可 得 到 一 系列 有 根 区 间 

[a ,] 3 [ao， 0] 人 [a。 ,bb ] Re 
其 中 每 一 个 区 间 都 是 前 一 区 间 的 一 半 , 见 图 5. 1. 








因此 ,[a， :bw] 的 长 度 为 


让 一 Q 


也 一 &， 一 





2n 





当 六 ~c 时 趋 于 零 , 且 limz, 一 im 和 二 一 z" ,这 就 是 方程 的 根 . 


而 zx, 一 笠 地 色 即 为 方程 的 近似 根 , 且 有 误差 估计 





一 
2 (5.1.4) 





| 到 一 之 种 E 
例 5.1.2 用 二 分 法 求 
zz) 一 了 一 工 一 1 一 0 
在 区 间 [1,1. 5] 的 一 个 实 根 , 准确 到 小 数 点 后 第 2 位 数 ， 
。261 。 


解 这 里 a 一 1,06 一 1.5, 根 据 上 述 步骤 取 区 间 中 点 zo 一 1. 25， 
检查 jzo) 的 符号 ,决定 新 区 间 . 如 此 反复 得 到 一 系列 区 间 如 下 ， 


J (1)< 一 0 有 根 区 间 
(1.5)>0 [1,1.5] 

(1.25) 一 0 [1.25,1.5] 
(1.375) 二 0 [1. 25,1. 375] 
(1.3125) 一 0 [1.3125,1. 375] 
(1.34375) 二 0 [1.3125,1. 34375] 
1.3281) 二 0 [1. 3125,1. 3281] 
(1.3203) 一 0 [1.3203,1. 3281] 


取 阅 一 1.3242, 误 差 限 |z 一 z |< 社 <0.005, 故 关 即 为 所 求 近 
似 根 , 实 际 上 根 zx" 一 1. 324717.…. 
上 述 二 分 法 的 优点 是 计算 简单 ,收敛 性 有 保证 ,缺点 是 收敛 不 


够 快 ,特别 是 精度 要 求 高 时 工作 量 大 ,而 且 ,不 能 求 复 根 及 双重 根 . 


S.2 和 帮 代 法 及 其 收敛 性 


5.2.1 不 动 点 迭代 法 


为 了 构造 方程 求 根 的 迭代 公式 ,通常 可 将 方程 (5. 1. 1) 改 写成 
等 价 形 式 
并 一 辟 (Z)， 〈5. 2. 1) 
则 求 z "满足 fr" ) 一 0 等 价 于 求 z' 使 z* 一 &(Cr), 称 z* 为 
&g(z) 的 不 动 点 . 于 是 求 fCz) 的 零点 等 价 于 求 g(z) 的 不 动 点 . 若 已 
知 方程 (5. 1. 1) 的 一 个 近似 根 ze, 代 入 式 (5. 2.1) 右 端 , 即 可 求 得 
zl 二 gE(zo), 如 此 反复 迭代 ,可 得 到 迭代 序列 
ZHl 一 Br) (R 王 0,1,…)， SA2) 
sg(Cz) 称 为 迭代 函数 . 如 果 对 初始 近似 0 ,迭代 序列 {zt} 有 极限 
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Jimz' 一 工 ”， 

则 称 和 迭代 过 程 (5. 2. 2) 收敛 , 且 对 式 (5. 2. 2) 取 极限 得 到 xz” 一 
g(r" ).z" 就 是 g5(Cz) 的 不 动 点 , 故 方法 (5. 2. 2) 称 为 不 动 点 迭代 
法 . z" 就 是 方程 (5. 2. 1) 的 根 . 

方程 (5. 2. 1) 的 求 根 问题 ,从 几何 图 像 考察 就 是 在 zxOy 平面 
上 确定 曲线 y=z 与 y=g(z) 的 交点 已 " .用 和 迭代 法 (5. 2. 2) 求 根 
就 是 从 > 一 ze 与 ?> 一 g(Cz) 的 交点 出 发 逐次 求 点 己 " 的 横 坐 标 zx” ， 
图 5. 2(a) 表 示 和 迭代 序列 (5. 2. 2) 收 往 ,(b) 表 示 和 迭代 不 收敛 . 





功 列 王 
0<g'eJ< 1 
(a) 





例 5.2.1 用 和 迭代 法 求 方程 
J(z) 一 2 一 工 一 1 一 0 
在 ro 一 1.5 附近 的 根 zx *. 


解 ”将 方程 改写 成 
xz 一 二 
并 建立 和 迭代 程序 
zul 一 ViITzm (一 0,1，…). (5.2.3) 


只 要 按 式 (5. 2. 3) 逐 步 计算 g(zi) 一 YI 二 zt， 便 可 得 到 迭代 结果 ， 
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2Zo 一 1.5， zl 一 1.35721， zz 一 1.33086， 

zi 一 1.32588， zi 一 1.32494，  x 一 1.32476， 

ze 一 1.32473， 六 一 1.32472， za 一 1.32472， 
这 说 明和 迭代 序列 (5. 2. 3) 收 敛 , 且 rs 三 1. 32472 为 方程 的 近似 根 . 
但 如 果 将 方程 改写 为 x 一 己 一 1, 并 建立 迭代 公式 

2 到 奏 一 1， (5.2.4) 

则 zxo=1.5,zi 一 2.375,zs 一 12. 39,…. zk 的 值 越 算 越 大 ,说 明 选 
代 序 列 (5. 2.4) 不 收 镀 , 因 此 这 个 迭代 序列 不 能 用 . 

例 5.2.1 表 明 原 方程 化 为 方程 (5. 2.1) 的 形式 不 同 , 得 到 的 迭 
代 法 有 的 收 义 ,有 的 发 散 , 只 有 收敛 的 迭代 法 (5. 2.2) 才 有 意义 .为 
此 需要 研究 E(z) 不 动 点 存在 性 与 选 代 法 (5. 2. 2) 的 收敛 性 . 


5.2.2 不 动 点 存在 性 与 迭代 法 收敛 性 


车 方程 (5. 2.1) 在 Le,b] 上 有 根 z", 则 由 选 代 (5. 2. 2) 得 
Zr 一 并 一 gzi) 一 gz ) 一 gr(6)(z 一 )， 
(5.2.5) 

在 zt 与 zx" 之 间 , 当 然 SE [a, 拉 .因此 , 当 |g (z)| 去 工 <1 时 ,由 
式 (5. 2.5) 可 得 

| ze 一 z | 过 上 | 一 zz | 委 … 近 Ler|lz 一 z |. 
当 K->co 时 ,| 立 一 工 * | 一 0, 迁 代 序 列 {ze} 收 敛 到 根 和 实际 上 ,对 
选 代 序列 (5. 2.2) 有 以 下 不 动 点 存在 和 收敛 定理 . 

定理 5$.2.2 假定 g&(z) 在 [oa, 执 上 可 导 , max18 (z)1 福 了 <<1， 
且 当 zE[a, 妇 时 gz)E[a,b, 则 g(Cz) 在 [ae,O 上 存在 惟一 的 不 
动 点 " , 且 对 YxzoE[a, 世 ,由 迭代 法 (5.2.2) 生 成 的 序列 {zx)} 收 
敛 于 z" ,并 有 误差 估计 


玫 


也 
一 二 





[二 亲生 肌 | zi 一 z|. (5. 2.6) 
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在 例 5. 2. 1 中 , 当 g(z) 一 二 时 &'(z) 一 村 (1 十 z) ,在 


区 间 [1， ,2] 中 ,mm18(Cz)1 一 言 秀 <0. 21 一 1 且 当 zxE[1,2] 时 ; 


1] 入 g(z) 委 2, 故 迭代 序列 (5. 2. 3) 收敛. 对 和 迭代 公式 (5. 2. 4)， 
&'(z) 一 3z:, 当 zE[1,2] 时 ,g'(z) 三 3, 定 理 条 件 不 满足 ,因此 和 迭 
代 公 式 (5. 2.4) 不 能 使 用 . 定理 5. 2. 2 既 给 出 了 和 迭代 法 (5. 2. 2) 收 
敛 到 根 xz" 的 充分 条 件 ,也 给 出 了 方程 (5. 2.1) 在 Le, 所 上 根 的 存在 
人 性 , 它 是 一 个 大 范围 收敛 的 定理 ,条 件 较 强 ,不 易 满 足 , 通 常 只 在 所 
求 根 z* 附近 研究 序列 {zt} 的 收敛 性 及 收敛 速度 . 

定义 5.2.3 对 任何 zxoER,R={(z:|z 一 z" | 去 8,8>0}, 迭 
代 法 (5. 2.2) 生 成 的 序列 {zt} 均 收 剑 到 rz" , 则 称 此 和 迭代 序列 具有 
局 部 收敛 性 (local convergence). 

定理 5.2.4 假定 z* 是 方程 (5. 2. 1) 的 根 ,g'(z) 在 "的 邻 
域 连续 , 且 1g'(z" )| 王 1, 则 和 迭代 法 (5. 2. 2) 是 局 部 收敛 的 . 

和 迭代 序列 {zt} 的 局 部 收敛 性 反映 了 和 迭代 序列 在 g(z) 不 动 点 
z* 附 近 的 收敛 情况 ,必须 知道 g&(z) 的 不 动 点 z* 才能 使 用 ,或 在 
z" 的 邻 式 |z 一 z" | 天 96 有 1g (z)|1 过 工 一 1, 而 |g(z* )| 的 大 小 与 
选 代 序 列 {ze} 的 收敛 快慢 丰 关 , 先 看 下 例 . 

例 5.2.5 ”用 不 同方 法 求 方程 衬 一 3 一 0 的 根 rz* 一 V3. 

解 ” 本 例 F(z) 一 袜 一 3, 可 改写 为 不 同 的 等 价 形式 zx 一 E(Cz)， 
& 的 不 动 点 z "=V3. 下面 给 出 4 种 不 同 的 迭代 法 : 

(1)-2R+1 一 友 十 冯 一 3， g&Cz) 一 2 十 z 一 3， 

g'(z) 一 2z 二 1， gz ) 一 g(CV3) 一 2V3 十 1>1， 


3 
《2 ze 一 二 &(Z) 一 过， 
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(32 了 短工 ( 划 一 区 ECz) 王 一 z 一 于 (zz 一 3)， 


4 
&(z) 一 1 一 十 z， 芝 (z” )=1 一 次 ~ 134 一 1. 
二 3 二 上 3 
(4) zeri 一 到 ( 怀 十 二 )， 区 (并 ) 到 (xz 十 六 )， 


&'(z)= 半 (1 一 号 )， gr'(z' ) 一 &(V3) 一 0. 
若 取 zo 一 2, 对 上 述 4 种 迭代 法 各 计算 3 步 结 果 列 于 表 5. 1， 
表 5.1 计算 V3 的 不 同 迭 代 


EECEECEI 


注意 V3 一 1.7320508…, 从 表 5. 1 看 到 迭代 法 (1) 及 (2) 均 不 收 
伍 , 它 们 均 不 满足 定理 5. 2. 4 中 局 部 收敛 条件 , 而 迭代 法 (3) 和 (4) 
均 满 足 局 部 收敛 条 件 ,但 迭代 法 (4) 比 (3) 收 敛 更 快 , 因 克 代 法 (4) 中 
gf'(z" ) 一 0. 为 了 衡量 迭代 法 (5.2. 2) 收 敛 速度 的 快慢 ,有 下 面 定义 . 

定义 5.2.6 和 迭代 序列 {ze} 收 勾 于 zx" ,如 果 存 在 实数 尹 三 1 
和 常数 C 天 0, 且 当 A>A 时 z 关 xz , 渐 近 关系 式 


刘 
7 


成 立 , 则 称 和 迭代 序 列 {zx)} 是 呈 阶 收敛 的 (order 刀 convergence). 
z 一 1 称 为 线性 收敛 (linear convergence) ,b 二 1 称 为 超 线性 收 和 伍 
(superlinear convergence), 旋 于 2 称 为 平方 收敛 (quadratic 
convergence) 
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和 迭代 法 (4) 
2 









和 1..75 
1.73475 1.732143 


1.732361 1. 732051 





若 记 
(一 0,1,……)， 《5 3 1》 


其 中 Az 一 zl 一 如 是 zt 点 的 一 阶 差分 ,Ar 一 zirz 一 27thl 十 4 
是 zx 点 的 二 阶 差分 . 故 式 (5. 3. 1) 称 为 艾 特 肯 加 速 方法 ,也 称 各 : 
“加 速 方法 , 可 以 证 明 
lim Za 一 工 _ 和 一 0. 
人 Tt 一 并 
它 表 明 序列 (五 } 的 收敛 速度 比 {zx*} 快 . 
例 5.3.1 用 艾 特 肯 加 速 方法 求 方程 
工 二 B 
在 zo 王 0. 5 附近 的 根 . 
解 若 用 和 欠 代 法 4 一 人 全 求 根 ， 计算 18 步 可 得 T8 一 
0. 56714. 用 艾 特 肯 加 速 方法 , 则 g(zi) 一 e ,代入 公式 rerl 一 
sg(Cz)y* 由 式 (5. 3.1) 计 算 一 步 得 ， 
xzo 一 0.5， zl 一 0.60653， xzz 一 0.54524， 元 一 0.56762. 
计算 第 二 步 时 应 从 去 出 发 ,于 是 可 取 zi 一 坪 , 即 
zl 一 0.56762， xz 一 0.56687， 
Za 一 0.56730， 五 一 0.56714， 
这 里 只 计算 2 步 ( 相 当 于 选 代 ztr: 一 S(Czt) 计 算 4 步 ) 就 得 到 与 不 
动 点 迭代 法 zt 的 相同 结果 . 


5.3.2 斯 蒂 劳 森 选 代 法 


艾 特 肯 加 速 方法 不 管 原 序 列 {z*} 是 怎样 产生 的 ,对 {zt} 进 行 
加 速 计算 , 得 到 序列 { 元 }. 若 把 这 种 加 速 技巧 与 不 动 点 迭代 法 结 
合 , 则 由 式 (5. 3. 1) 可 得 如 下 迭代 法 : 
3 一 BEOz)，， zz 一 有 CO)， 
| 于 《办 一)2 (5. 3.2) 
Tt 一 PR 一 2 上 元 
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定理 -$.2.7 设 z' 是 方程 (5. 2. 1) 的 根 , 若 go2(z) 在 根 z* 

附近 连续 ,并 且 
gz ) 一 … 一 BoDz) 一 0，Sm(z) 尖 0， 
则 和 迭代 法 (5.2.2) 是 户 阶 收敛 的 . 

上 述 定理 表明 ,和 迭代 法 (5. 2. 2) 收 敛 快 慢 取 决 于 迭代 枉 数 
&(z) 的 选取 , 若 mw (z) 兴 0, 则 该 迭代 法 即使 收敛 也 只 能 是 线性 收 
伍 . 在 例 5. 2.5 中 ,迭代 法 (3) 的 g (z" ) 和 0, 它 是 线性 收敛 ,而 和 挝 
代 法 (4) 中 以 (z") 一 0, 而 好 (rr 2 二 0 由 定理 5. 2.7 知 一 2， 
即 该 方法 为 二 阶 收 敛 ,所 以 收敛 很 快 . 

对 收敛 慢 或 不 收敛 的 迭代 法 ,可 用 加 速 收 和 敛 的 方法 改善 迭代 
的 收 和 敛 性 . 


5.3 和 迭代 法 的 加 速 收敛 


5$.3.1 艾 特 肯 加 速 方法 


如 果 和 迭代 序列 (5. 2. 2) 收 剑 很 慢 ,要 达到 要 求 的 精度 将 使 计算 
量 很 大 ,为 此 , 需 采 用 加 速 迭 代 收 敛 性 的 方法 ， 
设 zx, 是 根 z* 的 近似 , 立 一 z" 尖 0, 由 式 (5.2.5) 可 得 
TH 一 并 7 
8 (6)， 扣 在 zt 与 ”之 间 . 
假定 g'(z) 在 工 变 化 时 改变 不 大 ,可 令 g (Cz)= 工 关 0( 线 性 ), 于 是 . 
可 得 
LT AR > 
Tu 一 字 人 HH 一 工 
由 此 解 出 


2 2 
一 (ztl 一 ) 
Ttz 一 2zhl 十 THz 一 27zHI 十 区 
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& 一 0, 1, …， 称 为 Steffensen 迭代 法 , 它 是 将 原 不 动 点 选 代 法 
(5. 2. 2) 计 算 两 次 合并 成 一 步 得 到 , 它 可 改写 成 为 一 种 不 动 点 迭 
代 法 ， 

THl 一 zt)， 大 一 0 1 (5.3.3) 
其 中 


和 (并 ) 一 工 半 
g(CE(Cz)) 一 2g(T) 十 工 


对 不 动 点 迭代 法 (5. 3.3) 有 下 面 的 局 部 收敛 性 定理 . 

定理 5.3.2 若 z* 为 式 (5.3.4) 定 义 的 迭代 函数 wz) 的 不 动 
点 , 则 zx* 也 为 g(Cz) 的 不 动 点 .反之 , 若 z" 为 g(z) 的 不 动 点 , 设 
&(z) 连 续 , 且 gz ) 天 1, 则 z* 是 人 且 和 迭代 法 
(5. 3.3) 是 二 阶 收敛 的 . 

例 5.3.3 用 Steffensen 迭代 法 求解 例 5. 2. 1 中 方程 的 根 ， 
&g(z) 用 不 收敛 的 迭代 公式 (5. 2. 4)， 

解 ” 式 (5.2.4) 中 的 g(Cz) 一 已 一 1， 现 用 迭代 公式 (5. 3. 2) 计 
算 ,结果 见 表 5. 2. 


WCz) 一 工 (5.3.4) 

























表 5S.2 

人 

0 1.5 2. 37500 12. 3965 
1 1.41629 1. 84092 5. 23888 
2 1.35565 1.49140 2. 31728 
3 1.32895 1.34710 1.44435 
4 1.32480 1.32518 1.32714 
5 1. 32472 


计算 5 步 则 得 6 位 有 效 数 字 的 近似 根 , 它 说 明 即 使 迭代 
法 (5. 2.4) 不 收敛, 用 Steffensen 迭代 法 仍 可 能 收敛 ,至 于 原来 已 
收敛 的 迭代 法 (5. 2. 2) , 则 可 达到 二 阶 收敛 
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S.4. 牛顿 法 


5.4.1 牛顿 法 及 其 收银 性 


牛顿 法 是 通过 非 线 性 方程 线性 化 得 到 迭代 序列 的 一 种 方法 . 
对 于 方程 
F(z) = 0， (5.4.1) 
若 已 知 根 z* 的 一 个 近似 值 zx, 可 将 F(。) 在 zt 处 展 成 一 阶 泰勒 
公式 
ja) 二 Fax 二 70 去 一 号 ) + 万 昌 ( 一 ao 


取 其 线性 部 分 近似 , 即 用 线性 方程 
Fri) 十 大 (zz 一 zi) 一 0 (5.4.2) 
近似 方程 (5.4.1). 若 广 (zi) 天 0, 方 程 (5.4.2) 的 根 记 作 zt+, 则 得 
和 = 了 一 (一 0,1,…) (5.4.3) 


这 就 是 牛顿 法 的 迁 代 程序 , 它 实 际 上 是 在 点 zk 处 作曲 线 一 F(z) 
的 切线 ,并 用 切 或 与 并 轴 交 点 Zi+l1 作 为 根 亦 ” 的 新 近似 ,如 图 5. 3 
所 示 , 故 牛顿 法 也 称 切 线 法 . 
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从 和 迭代 程序 (5. 4. 3) 可 知 , 和 迭代 函 数 为 
8(Z) 一 工 一 f 沿 ， 


(Z) 

于 是 
若 F(z") 一 0, 太 (rz ) 天 0, 则 gz ) 一 0, 且 gz ) 天 0. 由 定 
理 5. 2.7 可 知 , 牛 顿 法 生成 的 迭代 序列 {z*) 在 z "附近 平方 收敛 ， 
说 明 牛 顿 法 收敛 很 快 . 

例 5.4.1 用 牛顿 法 求 方程 

7(z) 一 ze" 一 1 一 0 

在 zo 一 0.5 附近 的 根 . 

解 ”此 方程 的 牛顿 欠 代 程序 为 


0 e 人 


1 十 克 





Ti+Hl 一 Tt 
直接 计算 可 得 : 
xzo 一 0.5， zl 一 0.57102， xzz 一 0.56716， xs 一 0.56714， 
只 算 3 步 就 达到 10 一 精度, 可 见 牛顿 法 收敛 很 快 . 
将 牛顿 法 应 用 于 F(z) 一 袜 一 c 一 0, 求 得 Vc 的 牛顿 程序 为 





汉 一 < 
TH 一 二 一 -全 
三 去 [二 三] (& 一 0,1,…). (5.4.4) 
上 


如 求 M115, 即 c=115, 取 zo 王 10, 用 公式 (5. 4.4) 计 算 3 步 则 得 
zi 一 10.723805 ,精度 达到 10-. 每 步 只 用 一 次 除法 和 一 次 加 法 ， 
计算 量 小 , 且 对 任意 mm 过 0, 和 迭代 法 (5. 4. 4) 总 收敛 到 Vc, 且 是 二 阶 


收敛, 因此 式 (5. 4. 4) 可 作为 计算 VE 的 标准 子 程序 . 
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5.4.2 简化 牛顿 法 与 牛顿 下 山 法 


牛顿 法 的 优点 是 收敛 快 且 可 用 于 求 复 根 ,缺点 是 每 步 要 计算 
jz 及 疡 (ri)* 计 算 量 较 大 , 且 方法 只 是 局 部 收敛 . 若 初始 近似 
z 给 的 不 合适 则 不 能 保证 其 收敛 性 ,为 克服 这 两 个 缺点 ,可 用 下 
列 方法 . 

(1) 简化 牛顿 法 ,也 称 平行 弦 法 ,其 迭代 公式 为 

Zi 一 一 crz) (R 一 0, 1 c 天 0)， 《5.4.5) 
和 迭代 函数 8g(Cz) 一 z 一 cr(z),g'(z) 王 1 一 cf (Cz)， 
若 |&'(z  )1<<1, 则 方法 局 部 收敛 ,因此 ,只 要 0<c< 挛 亿 -时 ， 
gz )|= 王 11 一 cjF(z)1 天 1 方法 局 部 收敛 . 在 式 (5. 4. 5) 中 取 
< 一 六 此 则 称 为 简化 牛顿 法 ,这 类 方法 每 步 只 算 一 次 太 的 值 , 计 


算 量 小 ,但 方法 只 是 线性 收敛 . 其 几何 意义 是 用 zx 处 的 平行 弦 与 
Z 轴 交 点 作为 根 z" 的 近似 . 

(2) 牛顿 下 山 法 

牛顿 法 只 具有 局 部 收敛 性 , 即 初始 近似 ze 要 在 根 zx" 附近 . 为 
了 扩大 收敛 范围 ,可 以 采用 牛顿 下 山 程 序 


一 世 一 人 工 CzD 三 和 证 
THI 一 Tk 和 FrCz7 (& 一 0,1，…)， (5. 4.6) 
其 中 参数 0 一 MX 近 1, 应 满足 下 山 条 件 ， 


| .7FCza 让 二 人 FRI (5.4.7) 
故 愉 称 为 下 山 因子 . 若 令 


则 牛顿 下 山 法 (5.4.6) 等 价 于 
TiH 一 ADUCGLD 一 轴 区 所 (5. 4.8) 
使 用 牛顿 下 山 法 求 根 时 ,下 山 因 子 xx 可 用 逐步 搜索 法 确定 , 即 先 
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令 丸 一 1, 判 断 条 件 (5. 4. 7) 是 否 成 立 , 若 不 成 立 再 将 1 缩小 了, 直 


到 条 件 (5. 4. 7) 成 立 为 止 . 

例 5. 4.2 ”用 牛顿 法 求 方程 

(zxz) 一 2 一 Z 一 1 一 0. 

解 ”计算 程序 

z 一 z 一 1 
3zi 一 1 

当 zo=1.5 时 ,计算 3 步 得 z:=1.32472, 因 为 zo 与 x"* 很 靠近 , 故 
收敛 很 快 .但 如 取 zo 王 0.6, 则 由 程序 (5.4.9) 求 得 zi 三 17. 9, 再 算 
下 去 显然 不 会 收敛 . 如 用 牛顿 下 山 法 (5. 4. 8) , 令 五 王 17.9, 从 


j 一 1 开始 逐次 搜索 , 当 j 一 芒 时 ,由 牛顿 下 山 法 (5.4. 8) 可 得 


(一 0,1,…). 〈5.4.9) 


Tt 一 .一 


=- 坊 到 十 细 m = 1.140625， 
满足 条 件 | (zi)1 一 |FGzo)l,z 已 修正 了 五 的 严重 偏差 ,以 后 计算 
由 于 X 王 1I 就 能 使 条 件 (5. 4. 7) 成 立 ， 因此 牛顿 下 山 法 与 牛顿 法 结果 


一 样 ,zs 一 五 一 1.366814,zs 一 五 一 1.32628,z, 一 坛 一 1.32472. 


1 


5.5” 弦 截 法 与 抛物 线 法 


牛顿 法 是 用 切线 近似 曲线 > 一 A(z) 求 得 新 近似 值 , 它 要 计算 
导数 六 (zi). 当 计算 六 (zz) 较 困难 时 ,往往 用 F(z) 在 一 些 点 上 的 
函数 值 来 近似 ,如 用 曲线 上 两 点 确定 的 直线 来 近似 介 线 求 得 方程 
的 近似 根 . 这 种 方法 称 为 弦 截 法 . 如 用 曲线 上 三 个 点 作 抛物 线 近 似 
曲线 , 求 得 方程 新 的 近似 根 的 方法 称 为 抛物 线 法 . 更 一 般 的 就 是 用 
?=(z) 的 插值 多 项 式 P,(z) 近 似 fxz) 求 方程 的 根 , 这 就 是 插值 
求 根 法 . 
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5.5.1 蓄 截 法 


如 图 5. 4, 设 曲线 ?=J(z) 上 两 点 (zo,j(zo)) (zf(Cri)) 已 
知 ,通过 这 两 点 的 直线 方程 为 


Pi(z) = Fr) 十 瑟 2 一 疙 zol(z 一 避 )。 《5.5.1) 


ZI 一 Io 
若 jzi) 天 7Czo), 则 直线 > 一 PCz) 与 工 轴 (> 一 0) 的 交点 为 
(zz ,0) ,其 中 


了 一 元 


Taz 一 1 一 Fey 二 CT 
把 zz: 作为 新 的 近似 ,再 由 (zs (zz)) 与 (Zi ,FF(Czi)) 两 点 定 出 3， 
依 此 类 推 , 若 两 点 (zyF(ze)) 与 (zx 1yFCz-i)) 已 知 , 在 (ze) 天 
(zt-i) 时 ,有 


Hi 一 妇 一 一- 一 工 上 (一 1,2,)， 
于 本 


Fe) 一 CDOT7 7 

〔5.。5. 2) 
这 就 是 弦 截 法 ,也 称 割 线 法 . 它 相 当 于 牛顿 法 (5. 4. 3) 中 导数 
大 (zt) 用 zi- 与 了 的 差 商 来 代替 . 
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例 5.5.1 用 弦 截 法 求 方程 
J(z) 一 zer 一 IT 一 0 

在 zo 王 0.5 附近 的 根 . 

解 取 xzo=0.5,zi= 一 0.6, 用 弦 截 法 公式 (5. 5. 2) 计 算 , 每 步 
算 一 次 函数 值 ,可 求 得 

za 一 0.56532， za 一 0.56709， zk 一 0. 56714. 

例 5.5. 1 的 结果 与 例 5.4. 1 的 牛顿 法 结果 比较 ,可 以 看 出 弦 截 法 
的 收敛 速度 也 相当 快 . 它 有 以 下 的 局 部 收敛 定理 . 

定理 $.5.2 假定 F*) 在 根 z"* 的 邻 域 A 一 {(z:|z 一 z | 一 3) 
内 具有 二 阶 连 续 导 数 , 且 对 任意 zxEA 有 三 (z) 天 0, 初 始 近似 zo， 
ziE4, 则 当 A 充分 小 时 , 弦 截 法 (5. 5. 2) 生 成 的 序列 {z*} 收 敛 到 


z…, 且 收 敏 阶 数 为 p 一 1 二 ~1. 618. 


弦 截 法 收敛 阶 数 虽 比 牛顿 法 低 , 但 它 不 用 计算 导数 , 且 每 步 只 
算 一 次 函数 值 ,计算 量 少 ,因此 , 它 是 一 个 效率 较 高 . 适 于 在 计算 机 
上 求 方程 根 的 方法 . 


S.5.2 试 位 法 与 斯 蒂 芬 森 方 法 


试 位 法 是 弱 截 法 的 一 种 变形 , 它 选 择 (z,, 刻 ) 与 zw, ) 的 
割 线 代 替 通过 (z, 广 ) 及 (zi, 帮 > 的 割 线 , 其 中 必 一 几 又 
使 关 . 疡 一 0 成 立 的 最 大 下 标 必 ,当然 初始 值 m 及 zi 应 使 
太 ， 万 天 0, 试 位 法 的 优点 是 当 FCz) 连 续 则 方法 总 是 收敛 的 ,但 
它 一 般 只 是 线性 收敛, 当 F(z) 在 [zu ,zi] 中 为 西 函数 便 是 这 种 
情况 ,如 图 5. 5 所 示 . 因 此 它 只 用 于 求 出 好 的 初始 近似 ,而 不 适 
用 于 根 的 精确 化 . 


弦 截 法 每 步 只 算 一 个 新 的 函数 值 , 但 它 达 不 到 二 阶 收敛 .已 经 
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证 明 没 有 一 种 和 迭代 法 只 算 一 次 函数 值 就 豆 达到 二 阶 收敛 ,然而 弦 
截 法 的 一 种 变形 


ol 一 Tn 一 


xza) 
FTFG 一 FTACz) (5. 5.3) 


是 二 阶 收敛 的 , 它 要 求 计算 两 个 函数 值 而 不 需要 计算 导数 值 . 公 
式 (5.5. 3) 称 为 斯 带 芬 森 (Steffensen) 方 法 , 若 令 F(z)= 王 g(CZz) 一 
zy, 则 公式 (5. 5.3) 就 是 在 5. 3. 2 节 中 得 到 的 斯 蒂 芬 森 和 迭代 公式 
(5. 3. 3) 及 式 (5. 3.47. 


5.5.3 抛物 线 法 


给 定 曲线 ?一 (Cz) 上 三 个 不 共 线 的 点 (zoy,f(zo))，(Czi， 
(zi)),(z,f(zz))， 通 过 这 三 点 作 抛 物 线 >=P:(z) 近 似 > 一 
1(z) ,适当 选取 P:(z) 一 0 的 一 个 根 记 作 zs ,作为 方程 的 新 近似 
根 .这样 确定 的 迭代 过 程 就 是 抛物 线 法 ,也 称 米 勒 (Milier) 法 , 几 
何 图 形 就 是 用 抛物 线 >= P: (z) 与 zx 轴 的 交点 横 坐 标 zs 作为 根 
z 的 近似 ,如 图 5.6 所 示 . 
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图 .5.6 


已 知 (zs FCzt)), (CrzciyFCzci)),(Czayz-a)) 三 点 不 共 
线 ,由 牛顿 插值 多 项 式 有 
P:(z) 三 (zi) 十 CCzeyrei)(Zz 一 2) 十 
(CT 一 冲 Z 一 1 
一 (zuyzriyzrz)(Cz 一 2)2 十 (FCzyzr-i) 十 
(zeozeioZzEz)Czs 一 TI))。( 之 一 22) 十 了 (Ze)， 
由 于 Crzeyzi-iyzt-2) 天 0, 故 P:(z) 一 0 有 两 个 根 


二 二 也 士 (ro 一 4F(ze) 太 (zk 9 工人 1 ZL)7LE 
2(Czkyze-iyZr2) 





(5.5.4) 
其 中 
也 一 (zyzFi) 十 COzeyzeisZrz)(Z 一 TFI)。 (5.5.5) 
为 避免 有 效 位 数 损失 ,对 式 (5. 5. 4) 采 用 有 理化 分 子 , 并 把 xz 记 作 
ztt* 可 得 抛物 线 法 计算 公式 


罗 了 么 oa 
4 也 士 (wz 一 4FCzk)FCzeyzFiyZF2))U2 
(三 2,3,…)， (5.5.6) 


其 中 凤 由 式 (5. 5. 5) 给 出 . 在 两 根 中 应 选 与 zk 靠近 的 值 作为 新 近 
似 根 xi+i ,为 此 , 取 根 式 前 的 “ 士 ? 号 要 与 w 同 号 . 
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例 5.5.3 用 抛物 线 法 求 方程 
(rz) 一 ze 一 1 一 0 

在 zx 一 0. 5 附近 的 根 . 

解 ” 取 rzro=0.5,zi 一 0.6,z: 一 0. 56532 为 初始 近似 ,计算 相 
应 函数 值 与 差 商 值 : 

(zu) 一 一 0.175639， (zi) 一 一 0.093271， 

(zs) 一 一 0.005031， FrCzlyro) 一 2.68910， 

(za yzi) 一 2.83373， Crzsyziyzo) 一 2.75694， 
代入 式 (5. 5. 5) 算 出 =2. 75691, 再 由 式 (5. 5. 6) 求 得 zs = 
0. 56714. 此 例 精 度 已 达到 10- ,说 明 抛物 线 法 比 弦 截 法 收敛 更 
快 .事实 上 ,在 一 定 条 件 下 可 证 明 抛物 线 法 的 收敛 阶 数 p=x1. 840， 
抛物 线 法 具有 收敛 快 ,能 算 复 根 等 优点 ,缺点 是 要 用 开 方 运算 , 计 
算 公 式 较 复 杂 , 因 此 在 计算 机 上 使 用 时 ,计算 公式 应 做 适当 改变 ， 
其 计算 步骤 如 下 ， 

1. 准备 . 过 定 初 络 进 航 志 ,部 ,， 关 计算 相应 的 疡 , 户 , 户 ， 


并 :一 工 
及 = 一 一 . 
1 一 -0 


2. 和 迭代 . 计算 
8 一 1 十 )2， 
a 一 (zj 一 2 亡 十 户 ))a， 
8 一 对 太 一 吕 户 十 (1 十 8) 记 ， 
< 一 0 户 ， 
一 2c 
0 士 V 开 一 4ac” 
上 式 分 母 中 “ 士 ? 号 与 5 取 同 号 ,于 是 得 到 zs 三 zz 十 ha (zz 一 Ni ) ,再 
计算 - 户 =F(Czs). 
”3. 控制 .如 果 za 满足 18| 到 ea 或 | 户 | 委 e (ee: 为 给 定 精度 )， 
则 认为 迁 代 收敛 ,终止 选 代 ,zs 即 为 所 求 , 和 否则 执行 第 4 步 . 这 里 
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As 一 


代 法 . 
对 方程 f(z) 一 0, 给 定 迭 代 函 数 P(z) ,构造 多 重 选 代 函 数 


g&(z) 一 p(z) 一 2 (5.6.6) 
相应 迭代 法 写成 
PCZk)， 
( ) 玉 一 0 1 … 《5.6.7》 
| 9 5 9 


定理 $.6.1 设 Az) 在 根 z* 附近 为 二 次 连续 可 导 ,j 广 (z" ) 天 0， 
且 9(Cz) 为 记过 1) 阶 迭 代 函 数 , 则 g(Cz) 为 忆 十 1 阶 和 迭代 函数 . 
根据 定理 结论 可 知 多 重 和 迭代 法 (5.6.7) 为 p 十 1 阶 收敛, 如 


果 取 
pz) = 一 7 区 (5.6.8) 


即 p(z) 为 牛顿 法 迭代 本 数 ,此 时 娟 一 2, 于 是 多 重 选 代 公 
式 (5. 6.7) 可 写成 


JJ 王 LI6 一 Jaza) ， 
es = 0,1，。 (5.6.9) 
2 SS 凡 
thH 一 产 ez， 
它 的 收敛 阶 为 3. 对 式 (5. 6.9) 每 步 迁 代 只 需 计 算 两 次 了 值 及 一 次 
导数 值 三 . 
利用 牛顿 迭代 法 还 可 构造 另 一 个 具有 更 高 阶 的 多 重 迭 代 法 
忆 CCzt) 
Au 一 LA FrCzo Cr 
开 一 0 1 《5.6. 10) 
6 Ce 一 ) 
“27 一 Fz 
它 的 和 迭代 函数 


王 _ CeGCr))(CeCz) 一 并 ) 
SCZ) 一 PCZ) 2FCpCz)) 一 7) 《556 汪 1) 
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| 了 二 平 | ， 当 | xz | 之 y， 7 为 控制 常数 . 
4. 修改 . 如 和 迭代 次 数 达 到 指定 的 次 数 N, 则 认为 迁 代 不 收敛 ， 
否则 以 (zzizi, 万 ，, 户 , 记 hi) 分 别 代替 (zoyzyz 万 ,六 ， 广 ， 
hz), 转 2 继续 迭代 . 


[ee 当 1xzs 1 一 7， 
记忆 


S.6 多 重 和 迭代 法 


从 选 代 法 加 速 得 到 的 斯 蒂 芬 森 法 (5. 3. 3), 实 际 上 是 一 种 多 重 
和 迭代 法 . 一 般 情形 , 若 给 定 两 个 迭代 函数 p(z) 及 Y(Cz), 可 构造 多 
重 先 代 法 


的 一 VCzt)， 
《5。6. 3 
ZH1 一 内)， 
& 一 0,1,…. 它 等 价 于 不 动 点 迭代 法 
ZHl 一 2B(Z) (R 王 0,1,…)， 《5. 6.2) 
其 中 适 代 函数 
BCz) 一 VPCZ)). (5. 6. 3) 
如 果 zz 时 有 
(Zr) 一 z" 一 O( 工 一 z” 全)， 
(5. 6.4) 
%(z) 一 Z" 一 O(z 一 z" | 二 )， 
则 、 


gE(Cz) 一 Z 一 O( 9p(z) 一 z” 人手 ) 一 O( 工 一 工 ” | 请)， 
(5. 6.5) 
即 和 迭代 画 数 PCz),y(Cz) 的 收敛 阶 分 别 为 记 及 妃 时 ,g(Cz) 一 
%(Pp(z)) 的 收敛 阶 不 低 于 媚 如 ,如 果 构 造 的 多 重 迭 代 收 敛 阶 不 高 
于 户 思 就 没有 实用 价值 ,为 使 构造 的 多 重 和 迭代 法 具有 实用 价值 ， 
就 要 使 其 收敛 阶 高 于 和 锯 户 .下 面 考虑 具有 加 速效 果 的 多 重 选 
”279 。 


其 中 p(z) 是 表达 式 (5. 6. 8). 这 个 迭代 公式 计算 量 与 式 (5. 6. 9) 相 
当 , 但 收 剑 阶 为 4. ， 

定理 $.6.2 设 f(z) 于 根 "附近 三 次 连续 可 导 , 且 广 (z" ) 尖 
0, 则 多 重 迁 代 法 (5. 6. 10) 是 四 阶 收敛 的 . 

例 5.6.3 用 多 重 和 迭代 法 (5. 6.9) 及 (5. 6. 10) 计 算 FCz) 一 
她 一 2z 一 5 一 0 在 区 间 (2,3) 内 的 实 根 . 

解 取 zo=2, 此 方程 的 一 个 根 z" 一 2.09455148154， 

用 式 (5. 6.9) 及 式 (5. 6. 10) 计 算 , 结 果 见 表 5. 3. 


表 5.3 


三 阶 和 迭代 法 (5. 6. 9) 四 阶 迭 代 法 (5. 6. 10) . 
2 


2. 093900000 | 一 0.651X10-3: | 2.0945632798 | 0.118X10 
2. 0945514813 | 一 0. 240X.10-" | 2.0945514815 | 一 0.400X10- 2 
2.0945514815 | 一 0.400X1072 















从 表 中 结果 看 到 三 阶 与 四 阶 和 迭代 法 只 要 迭代 2,3 步 则 可 得 到 
精确 度 很 高 的 根 , 而 要 达到 同样 精度 的 根 用 弦 截 法 至 少 要 和 迭代 6 
次 . 可 见 这 是 两 种 比较 有 效 的 友 代 法 . 


s.7 重 根 计算 


前 述 牛顿 法 、 弦 截 法 和 多 重 选 代 法 关于 收 伍 阶 的 结论 都 假定 
了 方程 为 单 根 ,如 果 z" 是 F(z)=0 的 疡 重 根 (m 二 1), 则 结论 不 
成 立 . 此 时 , F(z) 一 (z 一 rz" )"g(z)g(z ) 天 0,m 过 2, 且 
FGz) = fr) 一 …= jerbr) 一 0，jfm(z') 头 0， 
(5.7.1) 
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若 用 牛顿 法 (5. 4. 3) 求 根 , 其 和 迭代 函数 


wz) 一 一 到 六 ，wz = 1 十 关 0， 
故 用 牛顿 法 求 重 根 收 敛 阶 为 1, 若 取 
大 () 


PCZ) 一 工 一 l 7 全 


三 ( 工 
则 w (z* ) 王 0. 由 此 构造 的 迭代 法 


立 导 1 1 (有 一 0,1,…) 《672 


用 于 计算 六 重 根 ,其 收敛 阶 仍然 是 2, 但 必须 事先 知道 根 z* 的 重 
数 m. 通常 m 并 不 知道 ,为 了 构造 不 受 普 影响 的 迭代 方法 , 令 
wz 一 太 ,着 z 是/(z)=0 的 六 重 根 , 则 


( 工 一 并 )g(z) 
12g (Z) 十 ( 工 一 Z)g8 (xz)” 


故 z" 是 vx(z) 王 0 的 单 根 . 对 它 用 牛顿 法 得 


&() 一 


__ &CZE) 
Ti 一 Zu 一 一 一， 
下 《Zr )》 
1 
这 (z) 二 1 一 矶 Ce(z)， (5.7.3) 
了 (zkD) 


其 迭代 函数 
3 FCz)F(z) 
9(z) 一 “一 IC 一 站 XiCz) FrC27。 
于 是 式 (5.7.3) 可 改写 成 
ES (ze) 大 (zi) 
xz 一 二 一 [EEC (57.4) 
它 的 收敛 阶 为 2. 它 要 计算 矿 (z), 当 矿 (z) 较 复杂 时 计算 量 较 大 ， 
可 改 用 弦 截 法 求 wx(z) 一 0 的 根 , 其 迭代 程序 为 
kt 一 工 寻 1 


一 了) 下 有 人 0 芝 2 〈5.7.5) 


TH 一 
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例 5.7.1 方程 六 一 4z: 十 4 一 0 的 根 xz* =VZ 是 二 重 根 , 用 牛 
顿 法 及 迭代 公式 (5.7.2),(5.7.4) 求 根 ， 

解 因 jz) 王 z4 一 4z2 十 4, 太 (zz) 一 4z 一 8z (rz) 一 12z2， 

分 别 求 出 三 种 方法 的 迭代 公式 如 下 ， 


革 二 二 
(1) 牛顿 法 “zt 一 六 一 全 < 








4 
2 一 
(2) 和 迭代 公式 (5.7. 2) 为 ”zi 一式 一- 2 
生 
和 
(3) 选 代 公式 (5.7.4) 为 “zh 一心 一 于 (和 一 2 
十 2 


取 初 始 近似 zo=1.5, 用 上 述 三 种 方法 计算 结果 见 表 5. 4. 
家 5S.4 


1 1.458333333 1. 416666667 
1. 436607143 1. 414215686 
IT3 1.425497619 1. 414213562 


计算 三 步 ,方法 (2) ,方法 (3) 均 达到 10 位 有 效 数字 ,而 用 牛顿 
法 直接 计算 只 有 2 位 有 效 数字 , 若 要 达到 10 位 有 效 数字 必须 计算 
30 步 . 


s.8 代数 方程 求 根 与 迭代 法 


5.8.1 引言 与 多 项 式 求 值 


当 f(z) 是 由 式 (5.1.2) 给 出 的 代数 多 项 式 时 ,方程 f(z)= 一 0 

就 称 为 代数 方程 , 按 代数 学 基本 定理 . 此 方程 在 复数 域 中 有 ?个 根 

zy ez 且 Frz) 一 ao(z 一 zfr)…(T 一 ZJ ). 当 系数 aoval,…， 

av 为 实数 时 ,如 果 方 程 有 复 根 , 则 它 必 共 斩 地 成 对 出 现 .由 于 多 项 
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1.411764706 
1. 414211438 
1. 414213562 


式 有 很 多 特殊 性 质 , 求 根 要 求 不 同 ,有 时 只 要 知道 根 的 界 , 有 时 只 
要 判断 右 半 平面 有 没有 根 , 有 时 则 要 求全 部 根 , 因 此 ,代数 方程 求 
根除 了 可 用 一 般 函 数 方程 求 根 方法 ,还 有 很 多 特殊 方法 . 
在 各 种 求 根 方法 中 ,计算 工作 量 主要 指 求 fCz) 值 的 多 少 . 如 
用 牛顿 法 求 根 ,每 步 要 计算 F(zi) 及 j(zi) 各 一 次 . 对 多 项 式 方 程 
:7(Cz) = aoz 十 az 十 … 十 ariz 十 as 一 0， (5.8.1) 
为 了 计算 F(Czo) 的 值 , 可 用 z 一 zx 除了 (z) 得 
zxz) 一 gqCr)(Gz 一 zi) 十 JCze)， 〈《5. 8.2) 
其 余 式 f(zt) 就 是 多 项 式 F(Cz) 在 点 xx 的 值 . 商 gCz) 可 表示 为 
SCz) 一 poz 十 … 十 pb 十 Di， 
比较 式 (5. 8. 2) 两 端 二 同 次 守 系 数 , 则 得 


ao 一 an 
|， 一 Qi 十 Ti， (一 1 72)， (5. 8. 3) 
Crze) 一 六 ， 
用 这 个 公式 计算 多 项 式 值 的 方法 称 为 秦 九 部 算法 , 它 只 需 用 ) 次 
乘法 和 >” 次 加 法 运算 ,因此 计算 量 小 ,结构 紧凑 ,便于 编制 程序 . 应 
用 这 个 方法 求 六 (zi), 只 要 对 式 (5. 8. 2) 两 端 求 导 , 则 可 得 F(zi) 一 
q(Cz), 也 就 是 对 g(z) 继 续 用 秦 九 韶 方法 . 令 
3(CZ) 一 旋 (Z)(Z 一 Zi) 十 qCz)， 
人 一 cozo 十 心 十 cz 十 crz， 
比较 (5. 8.4) 两 端 系数 则 得 


(5. 8. 4) 


ce 一 bo 
| (一 1 一 1). 《5. 8.5) 


(ze) 一 gr) 三 ci， 
5.8.2 牛顿 法 与 拉 盖 尔 迭代 法 


根据 上 述 多 项 式 求 值 方法 (5. 8. 3) 和 (5. 8. 5) 可 知 , F(zi) 一 
ty, 丰 (zi 一 cy, 于 是 用 牛顿 法 求 方程 (5. 8. 1) 根 的 计算 公式 为 
。284 。 





由 zt 算出 zi 的 步骤 是 : 
1. 令 名 =co 一 ao 
2. 对 i 一 1,…， 一 1 做 
记 一 ai 十 Zip， ci 一 及 十 ThcPl3 


3. 由 久 一 a, 十 zib。 -得 zi=z 一 色 . 


Cn-1! 

整个 求解 过 程 只 要 对 = 0,1,…, 算 到 zi 满足 精度 要 求 
为 止 . 

除了 牛顿 法 ,还 可 用 弦 截 法 及 多 重 和 迭代 法 求 多 项 式 方 程 的 根 ， 
但 这 些 方法 与 牛顿 法 都 必须 给 出 足够 好 的 初始 近似 ze, 因此 这 些 
方法 都 不 是 特别 好 用 ,于 是 选取 某 种 具有 全 局 收敛 性 的 方法 显得 
更 为 重要 . 具有 这 种 特性 的 一 个 较 好 方法 是 拉 盖 尔 迭代 法 , 它 的 计 
算 公式 是 

二 FFCze) 

Ze 一 如 TO 二/ 有 (一 0,1,)， (5.8.7) 

其 中 
万 (z) 一 (一 1)[(2 一 1)CF(z))2: 一 nrCz)F(zr)， 
(5. 8.8) 
这 里 ” 是 多 项 式 f(z) 的 次 数 . 式 (5. 8.7) 分 母 中 符号 应 选 得 与 
六 (zt) 符 号 相同 ,使 得 | zi+; 一 zx 的 值 尽 量 小 . 拉 盖 尔 法 每 步 要 计 
算 (zi),F(zD 和 产 (zo) 对 于 疡 (ze) 的 计算 ,由 式 (5. 8.2) 和 
式 (5. 8.4)? 可 得 六 (zi) 一 2(zte)， 而 计算 户 (ze) 可 在 式 (5. 8.5) 的 
基础 上 类 似 得 到 
do 一 co， 友 一 dz 十 cl (一 1 2 22 一 2)， 
站 zi) 一 dr 
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可 以 证 明 , 拉 盖 尔 迭代 法 对 于 单 根 ( 实 或 复 ) 是 三 阶 收敛 的 , 且 
对 于 实 根 , 任 给 初始 近似 ze, 和 迭代 序列 都 是 收敛 的 . 设 方程 的 个 
实 根 排列 成 六 和 受 zz 和 … 委 zi, 如果 初 始 近似 zeoE (zy ), 则 
拉 盖 尔 法 收 义 于 根 z 广 :或 六 (一 2,…,z); 若 z<zy 或 ro 二 
碟 , 则 分 别 收敛 于 zi 及 姜 . 这 些 结论 对 复 根 不 再 成 立 , 但 经 验 表 
明 对 复 根 全 局 收敛 性 质 还 是 好 的 ， 

注意 ,对 于 实 系数 多 项 式 f(z), 当 zt 为 实数 时 , F(Czr)， 
大 (z) 和 大 (zs) 都 是 实数 ,这 意味 着 从 实 初 始 近 似 ze 出 发 ,牛顿 
法 、 弦 截 法 和 多 重 和 迭代 法 都 不 能 收敛 于 复 根 , 可 是 拉 盖 尔 法 即使 
zx 是 实 的 ,zt+: 也 可 以 是 复 的 ,因为 有 五 (zi 一 0, 因 此 这 个 方法 
用 实 初 始 近似 re 也 可 收敛 到 复 根 . 

用 和 迭代 法 求 出 f(Cz)=0 的 一 个 根 zx", 则 可 通过 因 式 分 解 
得 到 

(z) 一 (一 )8ICZ)， 
其 中 
8g1 (并 ) 一 boz 1 十 … 十 D 2 工 十 六 1。 

于 是 方程 剩 下 的 根 也 是 g; (z)=0 的 根 , 重 复 此 过 程 即 可 求 得 方 
程 的 全 部 根 . 应 特别 指出 的 是 这 种 算法 的 伟人 误差 影响 逐次 商 多 
项 式 的 零点 ,使 它们 越 来 越 偏 离 f(z) 的 零点 . 为 保险 起 见 , 可 对 每 
一 个 根 用 原始 多 项 式 F(z) 作 最 后 一 次 迭代 . 


s.9 根 模 的 界 与 实 根 隔 离 


5.9.1 根 模 的 上 下 界 


有 的 问题 只 要 求知 道 根 模 的 界 , 如 特征 值 估 计 ; 而 知道 根 模 
的 界 也 就 得 到 有 根 区 域 . 为 了 估计 根 模 的 界 , 可 把 方程 (5. 8. 1) 改 
写成 标准 形式 
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丰 (z) 一 闷 十 az 十 … 十 aiz 十 ay 一 0. (5.9.1) 
它 的 ?个 根 riG 一 1,…，,2) 的 绝对 值 |z, | 称 为 根 模 . 如 有 常数 
0 一 A 一 中, 使 
4 委 |zj 和 过 B 人 一 1，…7) 
成 立 , 则 称 A 为 根 模 下 界 , 日 为 根 模 上 界 . 求 根 模 上 界 有 以 下 
定理 . 
定理 $.9.1 对 方程 (5.9.1) 的 所 有 根 ri, 有 
| zi 1 委 max{(|la | 十 1,…，| oa- | 十 1，| a, | 十 1)， 
或 


| z， | 入 max{1, >》 1 | 
Jj=1 


这 种 求 根 模 的 方法 很 简单 ,但 求 出 的 上 界 通 常 太 大 . 为 求 得 更 

好 的 上 界 ,可 令 
&(p) 一 局 一 | al po 一 一 …… 一 | apo 一 | ao |. 

显然 |J(z》>| 三 x(Czl),. 由 于 xx(0) 一 一 |as|l,zx( 十 cc) 二 0, 方 程 
x(o) 一 0 在 (0, 十 ce) 有 惟一 正 根 m, 所 以 当 pE (pm, 十 co) 时 
up) 二 0. 若 存 在 cl ,使 x(oo) 二 0, 则 当 |z1 三 p 时 |FCz)| 
&w(|zl)>0, 这 时 方程 (5. 9. 1) 无 根 , 故 w 是 根 模 的 一 个 上 界 . 

例 5.9.2 估计 方程 f(z) 王 己 一 2z 一 5 一 0 的 根 模 的 上 界 . 


解 ”由 定理 5.9.1 有 |zi|l 委 6,6 是 根 模 的 一 个 上 界 . 为 了 求 


更 好 的 上 界 , 可 取 m 一 3, 则 x(3) 一 16 二 0, 故 |zi| 过 3,3 是 一 个 更 
好 的 上 界 . 若 取 m 一 2.1, 因 v(2.1)= 一 0.061>0, 故 |zi| 委 2.1 是 一 
个 更 好 的 根 模 上 界 . 
为 了 求 根 模 下 界 , 可 令 
工 (c) 一 十 | al | oo 十 … 十 | ao lc 一 | ao。 |. 
显然 有 | FCz)1| 人 三 一 L(C|z1). 当 c>0,L(c) 是 单调 增 函 数 时 ， 
L(0) 一 0,L( 十 ce) 二 0, 故 工 (c) 只 有 一 个 正 根 me 二 0. 当 0 过 c 一 om 
时 L(oO< 一 0, 若 存在 ma <a ,使 直 (om ) 一 0, 则 当 |zl 委 c ,有 工 (|zl) 王 0， 
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因此 |.F(z)| 伍 一 工 (|zl) 盖 0, 表 明 |z| 迄 c 时 方程 (5.9. 1) 没 有 根 , 故 
1zi| 三 oa ,os 即 是 根 模 的 一 个 下 界 ,而 根 模 jz | 的 最 大 下 界 为 mw， 


如 果 7(z) 天 0, 令 = 一 二 , 则 = 满足 另 一 个 次 代数 方程 


anz" 十 aizr 十 … 十 az 十 1 一 0. 
若 a, 天 0, 以 a, 除 之 即 得 
1 


g(z) 一 z 十 红 !zr 十 … 十 至 z 十 二 一 0. 
QQ _ Qnr CQn 
对 g(z) 王 0 应 用 定理 5.9. 1 的 结论 , 则 得 
1 
1zm1= 中 局 | 
一 0 三 1， 


1 mr 
| = [= 1 :5 吕 


J=1 





QGr 一 ! 
一 | 十 1,…， 
Cn 





QI) 
Qn 





+|+ 寺 
Qn 


CQn 














->: 


于 是 有 根 模 下 界 1z,| 之 十 或 1z,| 之 过， 


例 S$.9.3 估计 方程 fF(z)=z 一 2z 一 5 一 0 的 根 模 的 下 界 . 
解 由 于 


故 了 是 根 模 的 一 个 下 界 . 1 是 一 个 更 好 的 下 界 , 若 取 o 一 1. 3, 则 


工 (1.3) 王 一 0. 203 一 0, 故 1, 3 是 一 个 更 好 的 根 模 下 界 . 与 例 5. 9. 2 
的 结果 合 在 一 起 ,可 知 fF(z) 王 衬 一 2z 一 5 一 0 的 根 均 在 下 列 贺 环 
内 , 即 1. 3 过 j zj| 和 2.1. 

例 5.9.4 估计 方程 Faz) 一 z 十 也 十 1 一 0 的 根 模 的 上 .下界 . 


解 ” 若 用 定理 5.9.1 可 估 得 根 模 上 界 为 2, 下 界 为 工 , 即 十 雯 


1zij 委 2. 若 取 om =1.018, 计 算 函 数值 v(1. 018) 一 (1. 018) 一 
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(1.018)3 一 1=0.023 二 0, 故 1.018 是 一 个 更 好 上 界 .为 估计 下 界 ， 
考虑 工 (o) 王 of 十 叶 一 1, 取 mm 一 0.9524, 计 算 工 (0.9524) 一 0. 9993 一 
1 一 一 0.0007 一 0, 故 0.9524 是 一 个 更 好 的 下 界 . 于 是 得 到 这 个 方 
程 41 个 根 都 在 以 原点 为 中 心 的 下 列 圆 环 内 

0.9524 去 | rz | 委 1.018. 
这 是 单位 圆 邻近 很 狭窄 的 一 个 圆 环 域 . 


5.9.2 施 图 姆 序列 


为 了 解决 代数 方程 根 的 隔离 问题 ,引进 以 下 定义 . 
定义 5.9.5 实 多 项 式 序列 
FFCz) 一 万 (z) 万 (z)，…j(Z) (5. 9.2) 
称 为 施 图 姆 (Sturm) 序 列 ,如 果 
(1) Se 是 户 (z) 的 实 零点 , 则 对 天 一 1，…， 了 一 1， 有 
-CS) Jr (5 一 0; 
(2) 最 后 一 个 多 项 式 放 Cz) 没 有 实 根 . 
设 六 (z) 和 方 (z) 是 两 个 z 的 多 项 式 , 其 中 户 (z) 次 数 低 于 
六 (Cz). 用 方 (z) 除 PCz) 得 商 qu(z) 及 余 式 R:(z),R:(z) 的 次 数 
低 于 户 (z). 令 关 (z)= 一 人 (z) 为 序列 的 下 一 个 函数 ,如 果 
广 (z) 天 0, 用 户 (z) 除 户 (z) 得 商 q(z) 及 余 式 Ri(z) ,Rs(z) 次 数 
低 于 PCz). 念 户 (z) 一 一 Rs(Cz) 为 下 一 个 函数 ,这 样 做 下 去 ,直到 
除 尽 为 止 .从 六 ,万 得 出 访 十 1 个 非 零 多 项 式 { 户 ， 太 次 
数 逐 个 降低 , Fn =0, 这 个 函数 序列 中 三 个 相 邻 琐 数 间 的 关系 是 
太 (z) 三 guCz) JiCZ) 一 所 (z) (R 一 0,1,…，7 一 1)， 
oaEs0. 
这 样 得 到 的 序列 就 是 一 个 施 图 姆 序列 , 称 为 以 刀 及 万 为 基 的 施 
图 姆 序列 . 通常 选 万 = 太 , 记 = 户 (z) 为 基 作 施 图 姆 序列 
{ 六 大 ， 户 ，， 记 ). 《5.9.3) 
定义 5.9.6 实 多 项 式 序列 (5. 9. 2), 当 z=a 时 是 一 个 数列 
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{jo(a)， 广 (a)，…， 记 (Ca)}), 若 两 个 相 邻 数 符号 相反 ,就 说 这 两 个 
数 之 间 有 一 次 变 号 ,把 数列 中 一 切 零 拿 出 数列 , 则 数列 中 各 相 邻 数 
变 号 次 数 之 和 定义 为 这 个 数列 的 变 号 次 数 (the number of 
changes in sign) , 记 作 V。. 

定理 5. 9.7( 施 图 姆 定理 ) 设 f(a) 天 0, 7 天 0, 以 太一 放 
万 一 大 (。) 为 基 的 施 图 姆 序列 (5. 9. 3) 在 点 z 的 变 号 次 数 为 了。， 
则 方程 fK(。)=0 在 (a,b) 区 间 内 共有 V。 一 W 个 各 不 相同 的 实 
根 , 设 最 后 非 零 函 数 六 (Cz) 没 有 实 根 , 则 FCz)=0 的 实 根 都 是 单 
根 ; 设 广 (z)=0 有 实 根 , 则 这 些 根 都 是 F(z) = 一 0 的 重 根 ,其 重 数 
为 庆 (z)= 一 0 根 的 重 数 加 1. 

施 图 姆 定理 解决 了 判断 给 定 区 间 内 有 没有 根 , 有 几 个 实 根 的 
问题 . 当 a 一 一 co,= 十 co 时 ,可 解决 F(z)=0 的 实 根 个 数 ; 当 
(ab) 内 只 有 一 个 根 , 且 8 一 a 很 小 时 ,可 解决 实 根 隔 离 , 用 二 分 法 
容易 求 出 根 的 足够 精确 的 近似 值 ， 

例 $.9.8 FF(z) 一 2z? 一 9z: 十 11z 一 3.5 一 0. 

解 ” 施 图 姆 序列 是 

oo(z) 一 F(z) 一 2zs 一 9z2 十 11z 一 3.5， 
户 (z) = F 广 (z) 一 6z: 一 18z 十 11， 


户 (z) = 于 (5z 一 6)， 


(Crz) = 1. 
由 于 求 户 (z) 时 可 以 相差 一 个 正常 数 因子 ,这 里 户 (z)=1, 故 没 
有 重 根 , 相 应 点 变 号 次 数 结果 如 下 


JR) 万 Kxz) ARC) 





可 见方 程 只 有 三 个 正 实 根 , 没 有 负 根 . 为 进一步 将 这 三 个 根 隔离 ， 
可 再 试 算 某 些 点 的 变 号 次 数 ,结果 如 下 : 


所 (z) 万 (z) (7z) 万 (7) 





这 说 明 三 个 根 分 别 在 区 间 (0,1),(1,2),(2,3) 中 ,可 用 二 分 法 或 其 
他 精确 化 方法 把 根 计算 出 来 . 


5.10 伯 努 利 方 法 


对 任何 次 方程 
7(z) 一 z 十 az 十 … 十 ariz 十 an 一 0， 《5. 10. 1) 
考虑 其 对 应 的 齐 次 常 系数 线性 差分 方程 
大 瑟 )zu 一 Mk 十 QUhrl 十 … 十 qixkt 十 az 一 0， (5. 10. 2) 
它 的 特征 方程 就 是 盖 次 方程 (5. 10. 1) ,方程 (5. 10. 1) 模 最 大 的 根 
叫 最 大 根 , 模 最 小 的 根 叫 最 小 根 . 伯 努 利 方法 通常 用 来 求 最 大 根 ， 
稍 加 变动 也 可 用 来 求 方程 的 最 小 根 . 2 
设 方程 的 最 大 根 为 zi ,其 他 根 zz,…，zw 的 模 都 比 zi 的 模 
小 . 假定 给 出 差分 方程 的 初始 条 件 一 … 王 zw-:=0,z-: 一 1, 把 
差分 方程 (5. 10, 2) 改 写成 
ten 一 一 Cr 一 和 一 Qi 一 Qt (5.10.3) 
由 此 可 逐次 算出 它 的 特 解 内 = 一 al,…. 这 个 特 解 可 表示 成 
妈 一 Cl 录 十 cz 故 十 … 十 cz ci 天 0， (5.10.4) 
这 里 c; 是 由 初始 条 件 确 定 的 . 把 式 (5. 10. 4) 改 写成 


wazx[+ 生 (至 ) +…+ 科 () ]， 
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于 是 有 


+ 袜 ( 和 )( 公 
”at[+ 思 (2 人 全) ] 
由 于 |zljj 二 |zz| 二 … 人 |zw| , 故 


1 
lim 一 一 一 Zi， 
ko 夫人 


这 表明 , 当 & 上 充分 大 时 ,后 面 的 数 w+ 与 前 面 的 数 w 的 比值 是 最 
大 根 z, 的 近似 值 . 以 上 运算 的 方法 就 是 求 最 大 实 根 的 伯 努 利 方 
法 . 当 方程 最 大 根 是 一 对 复 根 ( 非 一 对 共 恩 根 ) 时 ,也 可 用 伯 努 利 
法 (计算 公式 略 ). 当 !zz|( 复 根 为 |zs|) 很 接近 |z,| 时 ,其 收敛 速度 
很 慢 , 伯 努 利 法 就 没有 多 大 实用 价值 . 计算 方程 (5. 10. 3) 特 解 的 方 
法 编 成 程序 后 计算 很 简单 , 手 算 时 可 用 计算 样板 ,将 方程 系数 从 下 
到 上 排列 ,次 序 是 一 ai 办 一 av 与 相应 了 相 乘 . 

例 S$.10.1 求 F(z)= 十 15z: 十 69z 十 104 一 0 的 最 大 根 . 

解 ”计算 结果 如 下 表 : 





7 





















二 104 
-69 
一 15 一 15 
ee 二 让] 一 10. 4 
156 一 9.032 
一 1409 一 8. 4677 
11931 一 8. 2104 
一 97958 | 一 8.0919 
792667 | 一 8.03834 
一 6371727 | 一 8.014705 
51067514 | 一 8.005107 
一 408800915 | 一 8.001481 


3271012787 
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可 以 看 出 , 当 丰 增 大 时 比值 Keyreu 越 来 越 接近 最 大 实 根 一 8. 由 
于 F(z) 一 妇 十 15z: 十 69z 十 104= 王 0 可 以 改写 成 f(z) 一 (z 十 8) 
(z?: 十 7?z 十 13) 一 0 ,方程 最 大 根 是 一 8, 其 他 两 个 根 是 一 对 共 生 复 


根 二 ? 寺 v 下 ,它们 的 模 是 VI= 3. 606,x2 0. 45, 故 收敛 速度 


较 慢 . 
这 种 方法 也 可 用 来 求 最 小 根 , 设 方程 (5. 10. 1) 的 最 小 根 z, 天 0， 


- 则 o 天 0. 令 z 一 二 , 代 人 方程 (5. 10. 1) 可 得 = 满足 方程 


az 十 aiz 十 … 十 az 十 1 一 0. (5. 10.5) 
只 要 对 方程 (5. 10. 5) 求 最 大 根 , 则 得 方程 (5. 10. 1) 的 最 小 根 . 求 最 
小 根 的 伯 努 利 法 也 可 作为 根 的 精确 化 的 一 种 有 效 方法 . 


s.11 劈 因 子 法 


因为 二 次 方程 容易 求解 , 故 若 能 找 出 次 多 项 式 fCz) 的 一 个 
二 次 因 式 ,就 等 于 找到 了 方程 (5. 9. 1) 的 一 对 复 根 . 臂 因子 法 的 基 
本 思想 就 是 从 某 个 近似 的 二 次 因子 

(Cr) 一 寻 十 xur 十 了 

出 发 ,用 某 种 迭代 过 程 使 之 逐步 通 近 FCz) 的 一 个 二 次 因子 ,从 而 
达到 求 根 目的 . 

用 w(z) 除 F(z) 得 商 式 bp(z), 它 是 z 一 2 次 多 项 式 . 一 次 余 
式 为 

r(z) 一 m 工 十 rz， 
其 中 和 m 两 个 系数 均 由 芭 (z) 的 系数 wu 所 确定 ,因此 它们 是 
x 沁 的 函数 ,于 是 有 
Fz) = (下 十 民 十 z 思 z) 十 并 十 mm。 《5.11.1) 
若 盖 = 一己 =0, 则 ww(z) 就 是 f(Cz) 的 准确 二 次 因子 ,一 般 情 形 是 
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(myrz) 天 (0,0). 这 时 ,可 修正 w(z) 的 系数 .wu 修正 值 记 作 Az 
与 Av, 修 正 后 的 新 二 次 因 式 为 

zz" (z) 一 袜 十 (十 Ax)z 十 (十 Au)， 
它 比 旧 的 二 次 因 式 ww(z) 更 接近 jz) 对 应 的 准确 二 次 因子 . 用 
上 "”(Z) 除 FCz) 得 余 式 

7r”"(Zz) 一 (rl 十 Ari)z 十 (rm 十 Arz)， 

若 要 求 ~”(z) 一 0, 即 要 求 Ax 与 Av 引起 的 Ar 和 Ar: 满足 下 列 
方程 组 : 


mi 十 Ar 一 0，m 十 Ar 一 0. 5 2 
若 用 微分 近似 增 量 , 则 得 
5Az 十 SmAon 十 rl 一 0， 
到 9v 
3 了 《5. 11. 3) 
1 1 
了 Au 十 记 A2 十 普 一 0. 
gr grz 9r， 9 
只 要 求 出 方程 系数 过, 一， ,及 站 rm 就 可 从 方程 组 (5. 11. 3) 


au "gx "gu "3 
解 出 Ax 及 Av, 从 而 求 得 新 的 二 次 因子 w" (z). 计算 步骤 如 下 : 
1. 计算 及 疡 . 令 
力 (z) 一 bozr 十 bz 十 …… 十 bs， 

代入 式 (5.11. 1) ,比较 同 次 寡 系 数 , 得 

po 一 ao， 站 一 al 一 必 o， 

忆 一 ai 一 MO 一 Vi ， 

mi 一 D 1， 


rz 一 0 十 &6。 
dr gr ar drz 
2. 计算 awayaey3ao. 将 式 (5.11. 1) 两 喘 分 别 对 wx,v 微 
分 ,可 得 
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2b() = 一 空 二 好 二 可 纺 一 rz 一 瑟 


人 人 (5.11.5) 
bz) = 一 (于 十 由 十 可 了 e 一 抱 z 一 约 ， 
由 此 式 可 知 ,3 和 3 是 以 zo(z) 除 zp(z) 所 得 余 式 的 系数 ,而 3 
和 2 是 以 w(z) 除 PCz) 所 得 余 式 的 系数 . 若 令 


bb(z) 一 (z 十 xz 十 HGCz) 十 9z 十 ss， (5.11.6) 
其 中 
囊 (z) 一 coz 呈 十 cizrs 十 …… 十 cwi， 

于 是 
Z 力 ( 垃 ) 一 (z2 十 xz 十 zz 万 (z) 十 siz2 十 se 工 
一 (z: 十 xz 十 z)(Cz5(z) 十 9 ) 一 
(ul 一 3 ) 工 一 1。 《5. 11. 7》 
将 式 (5. 11,.6),(5:11.7) 与 式 (5. 11. 5) 人 比较 ,可 得 


(5. 11.8) 
-= 一 一 1 一 2， 一 一 1 
为 求 得 % 及 ,可 通过 比较 式 (5. 11.6) 两 端 系数 ,得 到 
co 一 bc 一 思 一 xco， 
C 一 有 WO (一 2 一 2) 
(5. 11.9) 
SI 二 Cr3y 
2 EC 十 Mecro， 
将 求 出 的 9 及 s 代入 式 (5.11. 8), 则 得 方程 组 (5. 11. 3) 的 系数 . 
由 于 计算 公式 (5. 11.9) 与 式 (5. 11. 4 相似 , 故 编制 的 程序 简单 . 
3. 由 式 (5.11.3) 解 出 Ax 及 Av, 若 |Au| 和 过 e, |Az| 过 e 成 立 ， 
则 迁 代 停止 , 转 第 4 步 , 否 则 令 x :=x 十 Axyv :一 v 十 Av, 再 转 第 1 
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步 重 新 计算 . 
4. 求 岂 "(z) 一 z2 十 xz 十 wu 的 解 


二 & 士 V 纪 _ 一 4 学 一 全 (5.11. 10) 


工 一 


上 述 步 骤 描 述 的 算法 叫做 警 因 子 法 ,也 称 贝尔 斯 托 
(Bairstow) 方 法 . 对 有 一 对 共 生 虚 根 的 二 次 因 式 , 它 的 收敛 性 、 收 
敛 速度 与 求 复 根 的 牛顿 法 等 价 ,但 它 不 用 进行 复数 运算 ， 

例 S$.11.1 用 臂 因 子 法 求 f(Cz) 一 2 十 za 十 5z: 十 4z 十 4 一 0 
的 近似 根 . 

解 ” 取 尾 部 作为 近似 二 次 因 式 , 即 

zo(z) 一 验 十 0.8z 十 0.8， 
按 第 1,2 步 的 式 (5. 11.4) ,(5. 11. 9) 和 式 (5. 11. 8) 求 出 方程 组 系 
数 及 自由 项 ,得 到 方程 组 
一 0.608 十 3.72Av 一 0.6Av 一 0， 
于 0.768 十 0.48Ax 十 3.24Au -= 0. 
由 此 解 出 
Av 一 0. 19697， Az = 0. 20786， 
迭代 一 次 得 到 
rz) 一 并 十 0.99697z 十 1.00786， 
由 式 (5. 11. 10) 求 出 近似 解 
六 一 一 0.49849 士 0.87142i， 
准确 的 二 次 因子 是 
w" (z) 三 宕 十 zz 十 1， 

解 是 z*" 一 一 0.5 士 0. 866i. 

若 要 得 到 更 精确 的 二 次 因子 ,可 从 rw (z) 出 发 按司 样 方法 再 
迭代 下 去 ,直到 满足 精度 要 求 为 止 . 

另 一 种 简单 的 臂 因 子 法 是 用 zzw(Cz) 除 f(Cz) 得 二 次 余 式 
及 (z), 于 是 有 
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JJCz) 一 zuCz)SCz) 十 RRCz)， (5.11. 11) 
其 中 SCz) 是 商 式 , 余 式 
及 Cz) 一 mozz 十 六 工 十 疡 ， 
设 王 关 0, 则 RCz) 可 改写 成 
六 2 


R(z) = mm ( 王 十 = 十 空 ) 一 mm 访 (z)， 


其 中 
旋 (z) 一 妈 十 卫 z 十 衬 一 妾 十 季 十 耻 
六 0 7o 
ro ” ro 
于 是 由 式 (5.11.11) 有 
(zz) 一 rou(T)SCZr) 十 六 贡 ( 工 )， 


设 f(z)= 一 0 没有 零 根 ,那么 f(z) 有 二 次 因 式 的 必要 充分 条 
件 是 w(z) 王 访 (z). 把 从 zw(z) 求 出 廊 (z) 的 过 程 当 作 一 个 迭代 过 
程 , 如 果 这 个 迭代 过 程 收敛 , 则 极限 二 次 式 就 是 fF(z) 的 二 次 因 式 ， 
这 种 迭代 法 叫 林 士 兽 法. 使 用 这 种 方法 ,两 次 迭代 比 一 次 劈 因子 法 
的 工作 量 小 ,而 效果 大 致 与 一 次 臂 因子 法 相当 ,因此 计算 程序 比 臂 
因子 法 简单 得 多 . 缺点 是 这 个 方法 并 不 是 都 收敛 的 . 


5.12 复 根 的 隔离 


使 用 Ruth 定理 ,可 以 解决 判断 代数 方程 在 右 半 平面 有 没有 
根 , 有 几 个 根 的 问题 . 设 给 定 闻 次 实 系数 方程 为 
J(z) 三 2 十 az 十 … 十 ariz 十 as 一 0， (5.12.1) 
它 有 z 个 根 ,可 能 是 实 根 , 也 可 能 是 复 根 , 表 示 为 = ,zz，…z. 如 
果 有 两 个 根 相 同 就 称 为 二 重 根 . 利用 这 些 根 , 可 把 方程 (5. 12. 1) 改 
写成 
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Jz) 一 (zz 一 20) (zz 一 Zn). 《5. 12. 2) 
设 虚 轴 上 没有 方程 (5. 12. 1) 的 根 , 则 
(it) 天 0， 站 一 办 天 0 (一 co 一 上 一 十 co)，. 
由 于 复数 乘积 的 辐 角 等 于 各 因子 辐 角 的 和 ,所 以 有 
arg 丰 (it) 一 yarg(it 一 =)， 
m1 
当 上 从 十 ce 变 到 一 co 时 ,把 上 的 角度 函数 #(t) 的 增 量 记 作 Ag, 则 
Ag 一 %( 一 co) 一 %( 十 cc)， 
Aarg 太 (it) 一 yaAarg(i 一 zx )。 
天 一 1 
设 根 在 右 半 平面 上 , 则 矢量 让 一 zx 是 从 xx 到 虚 轴 上 动 点 让 的 矢 
量 , 当 : 从 十 co 变 到 一 co, 它 的 辆 角 从 起 增 加 到 ; 
Aarg( 一 2) 一 T 
设 了 在 左 半 平 面 , 则 


Aarg(i 一 zk) 一 一 工 。 


设 右 半 平 面 有 -个 根 , 左 半 平 面 有 ;7 个 根 ,! 十 > 一 z*, 于 是 有 
二 Aargjin) 一 > 十 Aarg(it 一 za) 
一 7 一 /一 r 一 (一 r) 一 2r 一 1 
在 右 半 平面 根 的 个 数 为 
> 昨 计 [= 十 去 Aargrdio | (5.12.3) 
ar(z) = 过 Aargfdi)， 


Fit) 一 记 LPGb 一 i 访 (] = io(t)， 
其 中 
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， 一 加 一 azt2 十 at 一 …， 
Ji(Ct) 一 ait 一 at 十 astr5s 一， 
(ti) 一 FoGt) 一 1 人 (ti)， 


(5. 12. 4) 


由 于 
argj(ir) 一 arg(i) 十 argru(t)， 
j 为 常数 ,An 一 0, 故 


sf(z) 一 二 Aargjiz) 志 二 Aargru(D)， 
当 z 上 从 十 ce 变 到 一 co 时 ,研究 %(i) 一 argw(t) 的 增 量 可 改 为 研究 
cotf(D) 一 一 大 [ 的 变 号 情况 . 设 cotg 在 虚 轴 上 从 正 变 到 负 共 有 = 


次 ,从 负 变 到 正 共 有 有 8 次 , 则 
cfF(z) 一 a 一 有 

当 cotg 从 正 变 到 负 时 ,{ 六 (bb ,六 (ti} 从 异 号 变 为 同 号 ,损失 一 次 
变 号 ; 当 cotg 从 负 变 到 正 时 ,{ 户 (ti, 户 (ti))} 增 加 一 次 变 号 . 以 
六 (D， 户 (tb) 为 基 作 施 图 姆 序列 

{ PC， 方 (iD)}， 
令 . 

V, =V{ 户 (万 (DCbD}， 
则 当 从 十 ce 变 到 一 ce 时 , 施 图 姆 序列 损失 的 变 号 次 数 是 由 六 (t) 
的 实 零点 引起 的 ,中 间 函 数 的 实 零点 对 变 号 次 数 的 改变 无 影响 . 由 
于 已 设 Fio) 天 0, 所 以 广 ( 没 有 实 零 点 , 它 是 
Ve 一 V- 二 oa 一 5 一 0f(z)， 

将 其 代入 式 (5. 12. 3) , 则 得 

- 冯 Ca 十 V- 一 Y--)、 (5.12.5) 

定理 $. 12. 1( 和 鲁 思 (Ruth) 定 理 ) 方程 (5.12. 1) 在 虚 轴 及 右 

半 平 面 没 有 根 的 充分 必要 条 件 是 施 图 姆 序列 


Fo 万 (ytD))} 
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内 每 个 多 项 式 比 它 前 一 个 多 项 式 低 一 次 , 且 首 项 系数 都 是 正 数 . 

定理 $.12.2 设施 图 姆 序列 内 有 nz 十 1 个 非 零 画 数 , 则 每 个 
多 项 式 比 它 的 前 一 个 多 项 式 低 一 次 ,方程 (5. 12. 1) 在 虚 轴 上 没有 
根 , 在 右 半 平 面 根 的 个 数 等 于 首 项 系数 组 成 的 数列 的 变 号 次 数 . 

定理 $.12.3 方程 (5. 12.1) 在 右 半 平 面 没有 根 ,而 在 虚 轴 上 
有 户 个 根 的 充分 必要 条 件 是 施 图 姆 序列 内 有 ?一 娟 十 1 个 非 零 
函数 

{Jo(t)，P(C)， 和 (Ci))， ， 

其 中 每 个 多 项 式 比 它 的 前 一 个 多 项 式 低 一 次 , 首 项 系数 都 是 正 数 ， 
而 且 最 后 的 尹 次 多 项 式 有 户 个 实 零点 ,这 些 实 根 就 是 方程 (5. 12. 1) 
在 虚 轴 上 的 钙 个 根 的 虚 部 . 

定理 5. 12. 1 ,定理 5. 12. 2 和 定理 5. 12. 3 给 出 了 判断 姑 轴 上 
及 右 半 平 面 根 的 个 数 的 方法 ,为 了 得 到 这 些 结论 ,要 计算 以 
式 (5.12.4) 的 六 及 万 为 基 的 施 图 姆 序列 .由 于 态 与 户 一 个 为 
偶 函 数 , 另 一 个 是 奇 函 数 , 故 施 图 姆 序列 中 函数 交 蔡 为 奇偶 函数 ， 
根据 除法 规则 ,除去 零 及 交 蔡 正 负 号 ,可 得 到 计算 施 图 姆 序列 系数 
的 紧凑 表格 ,叫做 Ruth 表格 . 表 5. 5 给 出 "一 6 的 Ruth 表格 . 


表 5.5 





计算 系数 的 法 则 是 : 
一 一 全数 (上 二 行 最 左 数 ) X (上 行 右 数 ) 
本 数 一 上 二 行 右 数 直 贡 最 天 吉 





(5.12.6) 

态 (b 的 实际 系数 是 正 负 交替 的 ,例如 户 (划一 Do 一 Di 十 
D:. 如 果 首 项 系数 都 不 等 于 零 ,根据 定理 5. 12. 2, 则 此 六 次 方程 在 
右 半 平 面 的 复 根 个 数 是 

V{l,a Do,Eo ,Fo ,Go,F ). 

另外 ,方程 (5. 12. 1) 在 虚 轴 和 右 半 平面 没有 根 的 必要 条 件 是 
各 系数 都 是 正 数 ,因此 ,如 果 方 程 有 负 系 数 或 零 系 数 , 则 此 方程 在 
虚 轴 或 右 半 平面 一 定 有 根 . 

例 5.12.4 求 F(z) 一 飞 十 时 十 xz 十 1=:0 的 最 右 根 , 即 实 部 最 
大 的 根 ， 

解 ” 由 于 此 方程 项 系数 为 0, 所 以 方程 在 虚 轴 或 右 半 平面 
有 根 . 容易 验证 此 方程 在 虚 轴 上 无 根 * 故 在 右 半 平面 有 根 . 

把 复 平面 原点 移 到 ze 王 1 处 , 即 做 变换 x= zx 一 1 ,方程 变 成 

jz) 一 至 十 4 十 7z 十 7xz 十 4 一 0. 

为 判断 新 的 复 平 面 右 半 平 面 有 无 根 , 即 Re< 二 1 有 无 根 , 作 Ruth 
表格 ， 






(bt 一 六 一 7 刀 十 4 
万 ( 划 一 4 一 7t 


321 
4 








户 (一 一 站 一 4 
83 

(DO 局 

Jr) 一 4 


因 最 左 列 系数 均 为 正 , 根 据 定理 5. 12. 1 ,方程 在 Re 之 1 没有 根 ， 
， 301。 


故 最 右 根 范围 在 0 一 Rez<1 之 间 . 选区 间 (0,1) 中 点 序 为 复 平面 
新 原点 ,做 v 一 z 一 亏 变 换 ,方程 变 成 

Hz) 一 坟 十 2 十 二 必 十 二 十 站 = 0 
作 Ruth 表格 ， 


5 29. 
1 二 
5 
2 2 
5 29 
4 16 
人 
10 
29 
16 


最 左 列 系数 有 两 次 变 号 , 故 在 Rez> 于 时 有 一 对 共 轰 复 根 , 最 右 根 


范围 缩小 到 于 <Rez<1, 这 样 用 对 分 法 做 下 去 ,可 求 出 最 右 根 的 


实 部 近似 值 ro 一 0. 5474. 求 f(z) 在 ro 的 展开 式 jz) 一 太 十 
2. 1896 必 十 2. 79788z 十 2.75091x 十 1. 93684. 作 Ruth 表格 : 


入 2.79788 1. 93684 

2. 1896 ”2.75091 

1.54153 .1.93684 户 ( 人 划一 1.54153 嫌 一 1.93684 
一 0.00019 万 (0) 一 一 0.00019tsz0 

1. 93684 
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最 左 列 系数 仍 有 两 次 变 号 ,但 户 (DD 庆 0, 说 明 
(ti) 一 1.54153 幸 一 1.93684 一 0 

的 根 是 虚 部 近似 根 , 而 ze=0.5474 已 是 实 部 近似 值 , 由 疡 (=0 
可 得 
1.93684 
1. 54153 
于 是 所 求 最 右 根 的 近似 值 是 0. 5474 士 1. 12087i. 

运用 Ruth 表格 和 jz) 在 点 zx 的 展开 式 , 可 隔离 复 根 达 到 相 
当 的 精度 ,将 上 述 方法 编 成 程序 可 得 到 复 根 相当 精 确 的 初始 近似 ， 
再 用 收敛 快 的 精确 化 方法 就 可 求 得 方程 (5. 12. 1) 的 复 根 ， 


s.13 复 多 项 式 的 圆 盘 和 迭代 法 


对 复 多 项 式 


t 一 土 





和 ^ 士 1. 12087. 


zz) 一 TI 一 5)=0 《5. 13. 1) 


求 根 的 圆 盘 和 迭代 法 ,最 早 是 由 Gargantini 和 Henrici 等 人 于 1969 
年 提出 的 , 近 十 多 年 有 不 少 发 展 ,这 类 方法 具有 收敛 速度 快 ,能 求 
出 全 部 根 , 并 且 能 并 行 计算 等 优点 ,因此 , 求 多 项 式 零点 的 圆 盘算 
法 是 一 类 重要 方法 . 
设 xEC ,rER ,r 二 0, 则 有 界 闭 集 
Z=[z;i 门 ={(z ECllz 一 z| 委 “) 《55 372》 
称 为 C 中 的 一 个 圆 盘 . z 为 圆 盘 Z 的 中 心 , 记 作 midZ= z,r 为 圆 盘 
Z 的 半径 , 记 为 radZ 王 ~. 当 r 一 0, 定 义 [z:0]=>z 为 点 圆 . 设 2Z, 一 
[ziyr]( 一 1,2), 定 义 圆 盘 四 则 运算 如 下 : 
2 士 Z; 一 [>z， 士 zz3m 十 7 ]， 
Q。2Za 一 [zx “za | a| 产 十 | 上 六 十 六 rm]， 


3 [err]，0 人 Za， 


| zz 7 


172Z， 于 


*， 303 。 


2Z1V/Za 本 ZI 全 1/2Z2， 0 公 Za， 
其 中 丈 表示 zx 的 共 杷 复数 ,|。| 表 示 复 数 模 . 
作为 一 种 特殊 情形 ,假定 如 (z) 的 "一 1 个 零点 位 置 已 知 ,在 一 
定 条 件 下 可 确定 另 一 个 零点 的 位 置 . 
定理 5. 13. 1 设 故 :,…, 丽 , 为 ?一 1 个 已 知 圆 盘 , 若 方 
程 (5. 13.1) 的 根 后 后 页 ,Ci 一 2 1) ，zo 人 WCG 一 2,…,72) ,是 满足 
条 件 





2 过 志 (5. 13. 3) 
0 
则 户 (z) 的 另 一 零点 
| E 多 ， 一 ， 
其 中 
EL 
天 = 六 二 二 


实际 上 ,由 方程 (5.13. 1 可 知 
二 万 (zo) 二 六 ] 


四 (zo) 全 ( mo 一 与” 








因此 有 
1 -所 1 
Zo 一 和 握 号 之 2Zo 一 和 
于 是 ,由 上 避 EWi:(i 一 2 有 
所 -一 一 一 一 一 
2 和 演 zo 一 每 国清 大 mm 一 见 ， 


因为 zo 和 你 凡 iG 一 2,3.…) , 故 Zi 有 意义 , 它 仍 然 是 一 个 圆 盘 . 如 果 
zo 接近 后 , 则 轧 (zo) 将 很 小 ,此 时 轧 (zo)Z; 是 中 心 接近 原点 的 半径 
很 小 的 圆 盘 ,在 这 种 情况 下 


W 2 户 (zo) 


TCR) 二 AZ (5. 13. 4) 


，304。 


与 点 牛顿 修正 非常 接近 ,用 这 种 思想 去 建立 计算 方法 ,可 看 成 古典 
牛顿 法 的 圆 盘 变形 . 如 果 假 定 本 人 史 王 [zir”] 已 给 定 , 且 WP 只 
包含 (z) 的 一 个 零点 和 ,而 开 圆 盘 |z 一 zo| 二 mm >>r ”不 包含 
(z) 其 他 零点 ,定义 集合 U= (zl1z 一 z | 过 pn), 则 U 包 含 了 
(z) 的 所 有 其 他 零点 名， 人, 且 有 

5EIiEU GO 一 2， 
于 是 由 圆 盘 运 算 性 质 知 

2 = 包 二 二 (5. 13. 5)， 

应 用 定理 5. 13. 1 就 可 构造 确定 (z) 的 零点 和 的 圆 盘 选 代 

纪 和 为 初始 圆 盘 , 则 


2 
z'0 一 midWi  ， Qi 一 -一 9 
总 一 下 
由 此 可 构造 圆 盘 和 迭代 算法 ， 
二 上 

z 一 midWto ， Xp 一 其 一 ER 
(ktH1) 一 (有 二 思 (zc ) 

人 = 3， 2) 一 2) 

(5. 13.6) 


此 算法 也 称 带 误差 界限 的 修正 牛顿 算法 . 若 各 E 历 ? , 则 对 一 切 
均 有 和 GE 分 信 .使 用 时 要 求 选择 Wf 包含 $ ,但 又 不 包含 如 (z) 的 
其 他 零点 ,因此 ,这 种 算法 仍 是 局 部 收敛 的 . 

定理 $. 13.2 “对 给 定 的 砚 赔 王 [zi rm] 和 E 克 记 ,Wi 不 
包含 ?人 若 "满足 

0 委 让， 内 一 (一 1)79 (过 2)，(〈5.13.7) 

: 13. 6) 确 定 的 圆 盘 序 列 { 丙 名 } 点 收 信 于 名 ,而 ”一 
radVWf 人 5 满足 


《1) 
党 委 一 林 


了 ( 仆 一 0,1,…)， 
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序列 {r2 } 收 敛 于 0, 具 有 平方 敛 速 . 

因此 ,只 要 包含 和 的 圆 盘 半 径 满足 条 件 (5. 13. 7) , 则 圆 盘 序 
列 { 太 ?2 } 平 方 收 义 于 5. 如 果 给 出 ”个 互 不 相交 的 圆 盘 攀 ? (一 
1,2,…，,z) ,上 且 生 多 和 咯 , 则 由 定理 5. 13. 1 及 算法 (5. 10. 8) 可 构造 
求 如 (z) 全 部 零点 的 圆 盘 和 迭代 法 . 

设 玖 见 王 [zj 所 ]5EWP (一 1, ,给 定 , 假 定 已 经 算 
出 厂 和 只 三 [z 和 3 和] 全 本 网 (1 王 1, 2) , 则 第 & 十 1 次 迭代 可 构 
造成 


一 midy，Z = 入- 


守卫 rr 
Wcrt 一 一 一 色 “(z) 
避 元 二 5 2 一 Co) 
了 一 1 一 0,1，…。 (5. 13.8) 


算法 (5. 13.8) 是 算法 (5. 13. 6) 的 推广 . 如 果 已 知 和 Eu (1 一 
1,…z)，* 则 由 式 (5. 13. 8) 可 同时 和 迭代 出 琴 多 (7 一 1,…,z), 且 与 E 
了 六 GO=1,…,m), 它 具有 明显 的 并 行 性 质 . 

定理 5. 13. 3 ”对 给 定 的 互 不 相交 圆 盘 本 (2 ,和 E 太 fo (Ci 一 
1,，…,7). 定 义 

r 避 一 max radWf  (& 一 0)1,…). 
it 二 wm 
如 果 ~" 满足 | 
So < 0， 

其 中 


9 全 多 污 会， 7 之 2， 


Ao 一 maxf| <||zE zs 各 一 厂 几 zf = midWfo， 
则 由 算法 (5. 13. 8) 确 定 的 圆 盘 序 列 { 太 P}(Gi 一 1,…,m) 点 收敛 于 


上 (一 1 7 , 且 序 列 {r' } 满 足 
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ro 二 直人 7 (一 0,1,…)， (5.13.9) 


表明 序列 {r% } 收 敛 于 0 具有 立方 敛 速 . 
算法 (5. 13. 8) 虽 然 具 有 收敛 快 . 能 同时 求解 所 有 零点 等 优点 ， 
但 定理 条 件 要 求 苛刻 ,具有 很 强 的 局 部 性 , 故 实际 使 用 较 困 难 . 
利用 复 拉 格 翩 日 插值 公式 还 可 建立 不 用 计算 导数 的 求 如 (=) 
全 部 零点 的 圆 盘 和 迭代 法 . 仍然 假定 已 知 半 个 圆 盘 叉 一 [zx 
ri],E 册 f(i 一 1,…,), 则 圆 盘 和 迭代 程序 定义 为 : 


WGHD 人 由 ) 
fb 一 ze 一 亲 - 0 全 1 一 Zoo ，(5.13.10) 





1 一 2 
i 一 1 一 01 
其 中 


四 (和 
QH 和 Ai 9 
1 六 TO 
人 WV; 


ji 


轧 (zt) 


各 ”一 Q Czp) 
Q' (zi) 一 Tc 一 2)， 
他 
可 以 证 明 算法 (5. 13. 10) 在 条 件 
mm 之 3(0a 一 Dr 
王 具 有 立方 剑 速 , 它 比 算法 (5. 13. 8) 的 条 件 
Am 6(Cn 一 1)r 
减弱 ,其 计算 公式 也 较 简 单 . 若 在 算法 (5. 13. 10) 中 将 圆 盘 和 迭代 改 
为 中 点 序列 


《二 ) 
ztD 一 xb ER 《5. 13. 11) 


*， 307， 


当初 值 x"(i 王 1,…，,m) 充 分 靠近 零点 6(i 一 1,…,a) 时 ,具有 立方 
伍 速 . 
例 5.13.4 求 多 项 式 
轧 (z) 一 双 十 下 一 10x 一 辐 一 z 十 10 
的 零点 .已 知 零 点 E 多 和 王 [zfo ;0.3](i= 一 1,2,…,7) ,其 中 
go 一 2.2， 
z50 一 1.2 十 0.1i， 
2 一 一 0.8 一 0.1i， 
zt 一 0.1 十 1.2i， 
2 一 一 0.1 一 0.8i， 
zf 一 一 1.1 十 2.2i， 


zf 一 一 1.1 一 1.8i， 


解 ” 用 圆 盘 和 迭代 程 序 (5. 13. 10) ,可 得 第 一 次 与 第 二 次 迭 代 的 

最 大 圆 盘 的 半径 为 rs5.03X10-:,r2 2.77X10-5. 第 三 次 迭 
代 得 到 下 列 圆 盘 : 
WP = [2.000000000000000016 一 1.11 X 10727i; 5.09 X10-7]， 
W8 = [1.000000000000000053 十 1.29 X 107i 7.15 X 1076]， 
WP = [一 1.000000000000000003 一 2.06 X 10-88i; 3.12 X 107]， 
WP = [3.06 X 1078 十 0.999999999999999999i; 2. 12 X 107]， 
WB 一 [1.63 X 10728 一 0.999999999999999981i; 1.09 X 10-2]， 
W8 = [一 1.00000000000000000 十 2. 00000000000000000i; 

3.61 X 10-4]， 
凡 一 [一 1.00000000000000000 一 2. 000000000000000000i; 

7.92 X 3Dae 
这 里 最 大 圆 盘 半 径 " 叫 王 r 7.15X10-5. 和 迭代 三 次 已 得 到 很 高 
精度 , 这 个 问题 精确 的 零点 是 名 = 王 2,&3 一 土 1,8.s 一 土 ii， 
如 ,7 一 一 1 士 2i. 
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s.14 病态 代数 方程 


在 代数 方程 中 ,有 的 多 项 式 系 数 有 微小 扰动 时 其 根 变化 很 大 ， 
这 种 根 对 系数 变化 的 敏感 性 称 为 不 稳定 性 (instability), 这 种 方程 
就 是 病态 多 项 式 方程 . 通常 重 根 的 方程 是 病态 的 ,有 几 个 根 彼此 很 
靠近 , 则 这 些 根 对 系数 的 扰动 也 是 敏感 的 ,有 时 根 看 起 来 分 隔 得 很 
好 ,但 同样 可 能 是 病态 的 ,如 例 5. 14. 1. 若 多 项 式 p(Cz) 的 系数 有 
微小 变化 ,可 表示 为 
思 (z) 一 记 xz) 二 eg(z) 一 0， (5.14.1) 
其 中 g(z) 尖 0 是 一 个 多 项 式 . zz) 的 零点 表 为 zi (e)，…，zo(s)， 
令 zi(0》，…zw(0) 为 必 z) 的 零点 , 即 一 zi(0)(Gi 一 1 ,2). 将 
式 (5.14.1) 对 e 求 导 , 可 得 


户 (z) 笠 +qz) 十 eg (z) 于 二 0， 
dz 一 qgCz) 
虹 ， 思 (Cz) 十 @7Cz)， 
于 是 , 当 e 一 0 时 有 
dz(0) ~ 二 gCz(C0)) (5.14. 2) 


和 太 (Cz(0)) 


应 用 z(s) 的 泰勒 展开 , 当 |el| 充 分 小 时 ,得 
QZzk)》 


(e) 证 这 下 一 六 二 (R 一 1，……，72)。 (5. 14. 3) 
这 表明 了 系数 有 微小 变化 s 时 引起 根 变化 的 情况 , 当 zi(e) 一 z 很 
大 时 ,就 称 方程 是 病态 的 或 不 稳定 的 . ， 
例 5.14.1 多 项 式 


方 (z) 三 (z 一 1)(Zz 一 2) (> 一 7) 
一 z 立 一 28zs 十 322zs 一 1960z: 十 
6769z3 一 13132z? 十 13068z 一 5040, 
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解 qdq(Cz) 王 ze 一 一 0.002. 
(z) 的 根 ze 一 ACE 一 1,…,7), 因 (zi) 一 了 (一 ,9(Cze) 一 
7 


&s ,由 式 (5. 14. 3) 可 得 
__ 1TNt-1 6 
5 泛 于 (一 1) ”0.002& 


(一 1)107 一 妇 ! 
SG) 的 数值 如 下 : 
(1) 一 2.78E 一 6， 60(2) = 一 1.07E 一 3， 
和 (3) 王 3.04E 一 2， 06(4) 一 一 2.28E 一 1， 
83(5) 一 6.51 卫 一 1， 6(6) 一 一 7.77 了 一 1， 
和 (7) 一 3.21E 一 1. 
实际 上 ,方程 训 (z) 十 sz 一 0 的 根 ret(Ce) 分 别 为 
1.0000028， 1. 9989382， 3.0331253， 3. 8195692 
5. 4586758 十 0.54012578i， 7. 2330128. 


这 说 明 当 zx 的 系数 相对 误差 是 一 "2 一 7. 1E 一 5 时 , 根 的 误 关 


很 大 , 即 系数 微小 变化 引起 根 的 不 稳定 . 它 说 明 对 病态 条 件 的 多 项 
式 求 根 是 困难 的 . 由 于 用 计算 机 计算 时 ,系数 在 10~2 转换 中 就 可 
能 产生 微小 误差 ,从 而 可 能 使 算出 的 根 不 可 信 . 为 解决 这 个 问题 可 
采用 双 字 长 运算 ,另外 , 求 根 时 先 求 量 小 的 根 , 逐 步 算出 大 根 ,其 效 
果 较 好 . 但 是 ,如 用 降价 方法 求 根 则 稳定 性 更 差 , 此 时 可 把 得 到 的 
根 作为 近似 值 , 再 用 牛顿 法 精确 化 ,从 而 求 得 精度 较 高 的 根 . 


三 十 G(k). 
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6 解 线 性 方程 组 的 直接 方法 


大 量 的 科学 和 工程 计算 问题 归结 为 求解 线性 方程 组 
Ar 一 少 ， 〈6.1. 1) 
其 中 4ER” ,PER' ,4 是 非 奇异 的 . 
所 谓 直 接 法 是 指 假定 在 计算 中 没有 伟人 误差 ,经 过 有 限 次 算 
术 运 算 能 给 出 4x= 的 精确 解 的 数值 方法 . 对 中 小 型 问题 ,这 类 
方法 很 有 效 . 
直接 法 多 数 基于 很 容易 求解 的 三 角形 方程 组 


ELx 一 厂 ， (6.1.2) 
其 中 工 为 下 三 角 阵 (4 王 0, 一 7)) 或 
Ux 一 5 (6.1.3) 


2 对 于 式 (6. 1.2) , 当 上 和 关 0(i 一 1， 
…y7m) 时 ， 向 前 代入 求 得 逐个 分 量 ， 即 


zi 一 bi， 一 ( 忆 一 号/ As 一 2 
对 于 式 (6.1.3), 当 za 天 0(Gi 一 1， 证 “pz2) 时 ,向 后 回 代 求 得 逐个 分 
量 , 即 
一 因 /xm， 去 一 (一 区 ， i 一 1 一 1，…，1. 
j 一 计 1 


直接 法 的 基本 思想 是 将 hx 一 化 成 与 之 等 价 的 上 三 角 ( 或 下 
三 角 ) 形 式 求解 ， 
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6.2 矩阵 分 析 


6.2.1 向 量 范 数 


定义 6.2.1 如 果 对 有 "上 任 一 向 量 x, 对 应 一 个 实数 | x | ， 
它 满足 如 下 条 件 :. 

(1) (正定 性 ) | x 外 过 0, YxER", 当 且 仅 当 x 一 0 时 , 上 zl 三 0; 

(2) ( 齐 次 性 ) | ax | = 王 lcl lxll,eER，YVxzER"; 

《3)《〈 三 角 不 等 式 ) 外 x 十 ?|‖ 科 1 zi 十 外? 下 ，YVxyER". 
则 称 外 zx 1 为 R 上 x* 的 范 数 C(norm). 

C" 中 向 量 范 数 可 以 类 似 定 义 , 在 R 和 C" 中 , 设 x 一 (zyzz，…， 
xz,)7, 一 类 有 用 的 向 量 范 数 是 记 范 数 , 即 


1z 册 = (1 六， 1， 

其 中 ,最 常用 的 是 p 一 1,2 和 cc. 

lx 有 hh=lz | 二 lz | 十 … 十 | z。 | 

上 有 一 《| zi 天 十 | za 天 十 …… 十 | |) 二 一 (xyx) 二 ; 

1| xl。 一 可 ax 医 沽 区 
它们 分 别称 为 1- 范 数 ,2- 范 数 和 co- 范 数 . 

思 - 范 数 的 一 个 经 典 结果 为 赫 尔 德 (H6lder) 不 等 式 
本 
旋 
它 的 一 个 非常 重要 的 特殊 情况 是 柯 西 - 施 瓦 兹 (Cauchy-Schwarz) 
不 等 式 


1xry1 < 和 zly 人 ， 坝 ， 一 1. 


| xzyl 和 xl ly : 
定理 6.2.2 向 量 空间 R" 上 的 所 有 范 数 都 是 彼此 等 价 的 . 
定理 说 明 : 如 果 | 上 外，|。 和 | .| 是 R" 上 的 范 数 , 则 存在 正常 
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数 cs 和 cz 使 

clxl 和 lzxls<c lzxl 
对 一 切 xE R" 都 成 立 . 
例如 ,zxER", 则 有 


站 xz 入 xz 有 入 valxzl; 
| xl 入 让 xls va1lxls 
上 xz- 入 1xzhhs zxll. 
6.2.2 矩阵 范 数 


定义 6. 2.3 如果 对 Rnx" 上 任 一 矩阵 4, 对 应 一 个 实数 14 1， 
满足 以 下 条 件 ， 


(1) 外 4 外 0,4AER"”", 当 且 仅 当 '4=0 时 , 141 三 0; 
(2) 1 oa 外 三 lcl 外 4 jcER,AER" 
(3) 外 4 十 吕 角 委 外 4 外 十 用 如 外 ,A, 玉 E 有 "> "; 
(4) 1 4B1 委 让 41 8 ,4ER ”及 ER 
则 称 外 4 | 为 矩阵 4 的 范 数 ,简称 矩阵 范 数 (matrix normy) 


复 矩 阵 4E C"”" 范 数 的 定义 是 完全 类 似 的 ， 
常用 的 矩阵 范 数 有 


(1) 佛 罗 比 尼 乌 斯 (Frobenius) 范 数 

14= ( 立 三 1m 关 -，4e Rn， 

简称 严 范 数 . 
(2) 诱导 和 矩阵 范 数 


二 hx mx 
1 4 由 YAER 


xE 
称 为 已 给 向 量 范 数 的 从 属 范 数 (subordinate norm) ,也 称 为 该 向 量 
诱导 (induce) 的 矩阵 范 数 ,有 时 也 称 为 R "上 的 算 子 范 数 


。，313。， 


《operator norm) ,简称 刀 - 范 数 . 
力 - 范 数 的 一 个 重要 性 质 是 : 
14xr is 14lxzl，Y4AERo，xER 
定理 6.2.4 设 4ER"x", 则 


背 
| 4 1 = 2 | ay |; 


本 
1 4 几 = max》>' |aoy 1; 
1 天 / 到 ai 二 1 


1 4 用 一 Cs(C4T4)) 支 . 
其 中 wx(474) 表 示 对 称 半 正定 矩阵 4T7A4 的 最大 特征 信 ， 它 也 可 
以 推广 到 C"”" ,其 中 1 4 镍 一 (As(C48A)) 寺 . 
R"“" 上 的 了 - 范 数 和 访 范 数 (特别 是 一 1,2,co) 有 如 下 等 价 
关系 ， 
141< 14I 坟 val41， 


六 14l< 1 4 由 < v 磷 14 


寺 14hs 1 4 入 v 交 4 外 


且 有 如 下 的 不 等 式 : 
max | oj | 过 外 4 小 入 wz max | ay | 


141<vT4 丰 TAI ; 
14G :za 1s< 14 外 . 
其 中 1<i < 入 m,] 二 方 委 疡 娘 m 
定理 6. 2.5 设 4EC"", 则 
1 4 用 =maxfl yaaxr 1 zeclxl = 1， 
JE Cn,1yl= 1); 
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4 1:= 45 一 1 41 
上 4"4 外 一 上 A113. 

其 中 4 一 47 即 和 矩阵 4 的 共 生 转 置 . 

定理 6.2.6 设 4EC", 则 对 任意 西 矩阵 UE C" ”和 西 矩 阵 
VEC“" ,成 立 
IaV1:= 1 4， 

IOAv 外 = 114， 

其 中 满足 XX 王 工 的 矩阵 X 称 为 西 矩 阵 Cunitary matrix). 

该 定理 说 明和 矩阵 的 2- 范 数 和 下 - 范 数 是 酉 不 变 的 . 

显然 ,对 于 实 扼 阵 4AER'", 以 上 的 定义 .定理 和 性 质 都 是 成 
立 的 . 

定义 6.2.7 设 4AER'" hiG=1,2,…,) 为 其 特征 值 , 则 称 
po(4) 一 凶 axX|》， | 为 矩阵 4 的 谱 半 径 (spectral radius). 

定理 6.2.8， (1) 设 ‖ .| 为 R" 上 的 任 一 种 矩阵 范 数 , 则 对 
任意 4AER“”" 有 po(4) 近 141， 

(2) 如 果 4E R"" 为 对 称 和 矩阵 , 则 po(4)= 1 4 1: 

(3) 对 任意 的 4ER"”" 及 实数 es 二 0, 至 少 存在 一 种 从 属 的 甜 
阵 范 数 | ， | ., 使 1 41, 近 o(4) 十 e. 

定理 6.2.9 设 | 外 .| 是 R*" 上 的 一 种 从 属 范 数 ,矩阵 ER” 
满足 上 有 1 二 1, 则 

(1) TI 十 下 非 奇 异 ; 


(2) CI 十 到) 一 < 万 5 
6.2.3 ”初等 矩阵 


定义 6.2.10 设 wvEcCocC , 称 
下 (up ic) 一 工 一 aa 
为 初等 矩阵 (elementary matrices) ,其 中 认为 m 的 共 辆 转 置 , 即 
zo 一 有 T. 当 xzoERoceER 时 , 称 ECuyo io) 为 实 初 等 矩阵 . 
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例如 , 若 & 一 (2 9 22 ,3 )T 也 一 (wyvz za)TERioGRR 时 ,我 


们 有 
1 一 ouim 一 OULiV2 一 aiTVs 
五 (um ic) 一 | 一 olzm 1 一 ouzvz 一 oukats 
一 CU3TI 一 OU3T2 1 一 ouats 


定理 6.2.11 初等 矩阵 有 性 质 ， 
(1) detEB(uyp ; co) 一 1 一 cpHus 


(2) 若 1 一 cpu 天 0, 则 初等 矩阵 蕊 (wuyo ;ac) 可 逆 , 其 着 也 是 初 
等 矩阵 : 
五 (kmjio)” 一 五 (upir)， YorEt 且 rr 一 

例 6.2. 12 初等 下 三 角 和 抢 阵 . 

设 o 一 一 1 一 6 一 访 二 (000479) 则 五 ( 作 ,6 
一 1) , 记 万 一 也 人) 一 于 e, 即 


【 
am 一 1 





也; () 一 PT 这 


区 1 
称 为 初等 下 三 角 矩 阵 , 也 称 为 初等 消 元 矩阵 (elementary 
elimination matrices). 在 线性 代数 方程 组 的 高 斯 消 元 法 中 有 重要 
作用 . 
初等 下 三 角 和 矩阵 有 如 下 性 质 : 
GD) Zr ) 一 已 (一 ); 
(2) detLi CD) 一 1 
(3) 当 ;ij 时 ,有 正 交 性 ez 一 0, 所 以 
荆 二 琴 () 瑟 (有 ) (1 ) 二 TDer 十 十 1 er 
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为 单位 下 三 角 和 矩阵 : 


Zn 1 
了 2Z3 La 

人 

(4) 工 ; 左 乘 4 的 结果 是 从 4 的 各 行 (第 i 十 1 行 到 第 行 ) 分 
别 加 上 4 的 第 ; 行 乘 1 个 因子 . 
例 6.2.13 初等 排列 矩阵 (elementary permnutation matrices), 
令 uc 一 1,u 一 v 一 ei; 一 6 , 则 
Pi 一 下 (ei 一 eyei 一 61) 一 工 一 (e 一 6)(Cei 一 6) 


称 为 初等 排列 矩阵 ,也 称 为 初等 置换 矩阵 . 

显然 ,P, 是 由 单位 矩阵 的 第 ;7 行 交 换 得 到 的 ,有 如 下 性 质 : 

(1) 忆 是 对 称 正 交 和 矩阵 , 即 好 一 Ph ,PTPY 一 三 

(2) det P, 一 一 1， 

(3) Pi4 是 将 4 的 第 i 行 交 换 所 得 到 的 矩阵 ,4P; 是 将 4 
的 第 站 列 交换 ; 

(4) 若干 个 初等 排列 阵 的 乘积 仍 称 为 排列 矩阵 , 它 相 当 于 单 
位 矩阵 的 各 列 交换 了 若干 次 ， 

例 6.2.14 初等 埃 尔 米 特 矩 阵 . 

令 c=2,u 一 一 wEC", 且 | ww 小 王 1, 则 

再 (w) 一 百 (W,Wi2) 一 工 一 2ww 7” 


称 为 初等 埃 尔 米 特 矩 阵 , 即 再 (w)a 一 百 (w). 它 所 表示 的 变换 称 为 
束 斯 震 尔 德 (Householder) 变换. 
五 (w) 是 本 矩阵 , 即 再 (w)aB(Cw) 王 工 且 detHCw) 一 一 1. 它 在 
特征 值 问题 计算 中 是 最 重要 的 工具 之 一 ( 见 8. 2. 2 节 ). 
。317 ， 


6.3 高 斯 顺序 消去 法 和 矩 阵 的 LU 分 解 


设 方 程 组 
4xr 一 让， (6.3.1) 

其 中 4ER”" 非 奇异 (det4 天 0) ,DER". 

1. 高 斯 顺序 消去 法 (sequential elimination) 

高 斯 消去 法 就 是 将 系数 矩阵 4 逐次 消 元 成 上 三 角 和 矩阵 ,再 逐 
次 向 后 回 代 ,求解 上 三 角形 方程 组 ,得 到 方程 组 (6. 3. 1) 的 解 . 

下 面 用 初等 消 元 矩阵 ( 见 例 6. 2. 12) ,逐次 左 乘 式 (6. 3. 1) 的 
两 边 ,完成 高 斯 消 元 过 程 . 本 、 

设 增 广 和 矩阵 (4 下 (415). 令 a 和 天 0 一 (0 


mn)5 ,其 中 总 一 和 G 一 2,…,m) 为 消 元 因子 , 则 有 初等 消 元 矩阵 


1 
一 1 
工 (一 访 ) 一 工 一 站 el 一 
一 各 | 
第 1 次 消 元 : 用 五 (一 二 ) 左 乘 (40 |80 ) ,得 
(4462.| 22 ) 一 了 (一 站 )(4 | ee 


) 
aa 人 本 8 人 


aa 人” …。ag2 和 


(1 
Qi 


ae CC on 
其 第 1 行 元 素 未 变 , 第 1 列 对 角 元 之 下 的 元 素 已 消 成 0,ag 一 
a 拖 一品 a 外 (一 233，v20 30 一 区 一 训 罗 0 (Ci 一 2,3，ym)。 


经 & 一 1 次 消 元 后 ,有 
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《1) 《1) 机 

QI11 Qi12 0 ai ;01 

《2) 《27 (2) 
0 

。 。 。 
(Ab | bb ) 一 ， : 3 
| ) ab  。。 (CO ;万 D | 

变 Ci :OA 


由 四 人 ie 
(6. 3.2) 
和 element) oa 中 天 0 有 一 (0， 和 01 
DT, 其 中 忆 一 罕 G= 一 & 十 1,…,o) 为 第 大 次 消 元 因子 . 


第 & 次 消 元 : 用 王 ( 一 由) 一 I 一 ef 左 乘 (4 1b5 ) ,得 
《(ACtHD ] 有 t+D ) 一 下 , (一 到 )(44 | 5 ) 


0 《1) 人 af : (1) 
CI CI QI Qt “ ; 已 


《2) (2》 (2) (2》 ; (2) 
Q22 CQ CQ2k CQz : 0 
; 
| 
逻 《让 ) 《有 (人 
一 Qt ai 0 | 
(kt 。 (krHl) 1 估 D 
Q 人 和 0 


CH CHD orHD 
CaithH “Cam :On 


其 中 alt 一 aa 多 一 上 aa 名 一 有 十 1 7004D 一 0 一 10 人 D， 
1 一 外 十 1 7 
仿 上 述 过 程 , 直 到 "一 1 步 ,可 完成 高 斯 消 元 过 程 , 得 三 角形 方 
程 组. 
_ AT 一 及 ， 
其 中 4 为 上 三 角 矩 阵 ,其 对 角 元 < 中 (E 一 1,2,…,m) 均 为 主 元 素 . 
对 上 式 用 回 代 过 程 , 求 得 原 方程 组 (6. 3. 1) 的 解 如 下 : 


一 0/a 匈 


= (经 一 人 Ci] 中 ， 大 一 m 一 1…2,1 
j = 
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高 斯 消 元 过 程 和 回 代 过 程 合 起 来 称 为 顺序 高 斯 消去 法 ， 
高 斯 消去 法 的 乘除 法 次 数 为 革 十 下 一 于 < 革 ,加 减法 次 数 为 


于 有 - 5 有 
3 了 十 63 
2.LU 分 解 


由 初等 消 元 矩阵 ( 见 例 6. 2. 12) 的 性 质 : 二 ) 一 万 ( 一 性)， 
综合 * 一 1 步 消 元 过 程 , 有 
天 (一 1 ) 了 (一 2 7) (一 )4 一 4. 
它 完成 了 对 和 抢 阵 4 的 LU 分 解 , 即 
4 一 工 U， 
其 中 荆 为 单位 下 三 角 和 矩阵 ,U 为 上 三 角 和 抢 阵 , 即 
开 一 五 (GD ) 了 (有 )… 工 (1 _) 
一 了 十 herf 十 … 十 1-ieL 


: 。 。 
人 1 
《1) (1) 《1 
QU Q12 Qin 


《2) 《2) 
CQ22 ”Qian 


了 = 4 一 
和 
4 的 LU 分 解 也 称 为 Doolittle 分 解 . 这 时 求解 方程 组 (6. 3. 1) 
等 于 顺序 求解 如 下 的 两 个 三 角形 方程 组 
了 一 D， 
DUx 一 》， 
它 与 高 斯 消去 法 是 等 价 的 . 
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高 斯 消 元 过 程 或 4 的 LU 分 解 能 顺利 进行 的 条 件 是 主 元 素 
a 吕 天 0(R 一 1,2,…,m 一 1), 回 代步 又 要 求 ao 夭 0. 
若 用 D 表示 4 的 顺序 主子 式 , 即 主子 矩阵 4, 的 行列 式 


41 QI 
Q2l ”QIk 

卫 , 一 辣 避 上 生生 开 一 1,2,……71， 
aa ，… ak 


则 有 如 下 定理 . 

定理 6.3.1 a 嘎 (R 王 1,2,…,za) 均 不 为 零 的 充分 必要 条 件 是 
4 的 顺序 主子 式 万 ,天 0, 王 1,2,…，,m2, 其 中 六 2 委 . 

定理 6.3.2 车 D 尖 0(R=1,2,…,m), 则 可 用 高 斯 顺序 消去 
法 , 求 出 方程 组 hr 一 的 解 . ， 

定理 6.3.3 若 只 关 0(R 王 1,2,…,m 一 1), 则 4 可 分 解 为 一 个 单 
位 下 三 角 和 矩阵 工 和 一 个 上 三 角 扼 阵 的 乘积 ,上 且 这 种 分 解 是 惟一 的 ， 


推论 6.3.4 设 o 吕 天 0(i 一 1,2,,, 则 det4 一 本 op 一 
1 ,2，…，nm。 

易 证 明 当 4 为 对 称 正定 矩阵 或 严格 对 角 占 优 垂 阵 ( |o, | > 
六 1o 1 1.2, ] 或 不 可 约 组 对 角 占 优 拓 阵 |a1>2 "lo |， 


4jm1 
Ji Ji 


i 一 1,2,…,m, 且 至 少 有 一 个 不 等 式 成 立 ) 时 , 均 满足 定理 6. 3. 2 和 定 
理 6.3.3 的 条 件 , 不 必 换 行 . 顺序 完成 高 斯 消 元 过 程 及 对 4 作 LU 
分 解 . 

6.4 高 斯 主 元 素 消 去 法 


顺序 高 斯 消去 法 在 消 元 过 程 中 可 能 出 现 零 主 元 , 即 c 忠 =0 的 
情况 ,这 时 计算 出 现 溢出 ,消去 法 将 无 法 进行 ; 也 可 能 o 叱 天 0, 但 
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其 绝对 值 非常 小 ,也 会 由 于 用 它 做 除法 导致 伟人 误差 的 严重 增长 
和 扩散 ,使 数值 解 不 可 靠 . 

主 元 素 消 去 法 是 对 顺序 消去 法 的 改进 , 它 在 消 元 过 程 的 每 一 
步 局 部 地 或 全 局 地 选取 系数 矩阵 (或 消 元 后 的 右 下 部 分 低 阶 子 矩 
阵 ) 中 绝对 值 最 大 的 元 素 为 主 元 素 , 以 使 高 斯 消去 法 有 较 好 的 数值 
稳定 性 . 

如 果 对 非 奇异 阵 4 消 元 的 第 上 步 ,从 4 ( 见 式 (6. 3. 2)) 的 第 
& 列 对 角 线 元 素 之 下 选 

| as | 一 下 ax | 多 

作为 主 元 . 若 立夫 &, 交 换 增 广 矩 阵 ( 见 式 (6. 3. 2)) 的 第 去 行 , 把 
< 人 5 调 到 主 元 素 < 色 的 位 置 上 ,使 消 元 因子 14. | 一 名 |<1G= 
& 十 1,…，,7) 达 到 抑制 伟人 误差 的 作用 ,每 进行 一 次 高 斯 消 元 之 
前 , 按 列 选 一 次 主 元 ,直到 ”一 1 步 , 称 这 种 方法 为 列 主 元 或 部 分 选 
主 元 (partial pivoting ). 

记 第 & 次 初等 置换 阵 为 

1 


1 
定理 6.4.1 《〈 部 分 选 主 元 三 角 分 解 ) 对 非 奇异 矩阵 4, 存 在 
排列 矩阵 P, 使 
Ph = 了 LU， 
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其 中 已 一 P。，, P，:…P;:P, , 荆 为 其 元 素 的 绝对 值 不 大 于 1 的 单位 下 
三 角 和 矩阵, 为 非 奇异 上 三 角 拢 阵 . 
这 时 ,求解 方程 组 hx=5 等 价 于 求解 如 下 的 两 个 三 角形 方程 组 





























zy 一 加， 
人 
下 党 -人 
例 6.4.2 设 4=|4 4 2|, 用 高 斯 消去 法 和 列 主 元 消去 法 
4 6 4 
-分别 对 4 作 LU 分 解 
解 4 的 LU 分解 为 
1 1 尼 2 
4 一 |4 1 | 一 4 -由 
4 0.5 JUo 和 一 六 
列 主 元 三 角 分 解 为 
1 在 村 作 
P4 一 |1 了 | 2 2 | 
0.25 0.5 1jlo 0 0.5 
其 中 
1000 41 0 人 
下 
0 1 0 0 1 人 1 
如 果 在 消 元 的 第 & 步 ,从 妃 叫 ( 见 式 (6. 3. 2)) 的 右 下 角子 矩阵 
C 外 0 
中 选 绝 对 值 最 大 的 元 素 , 即 


《和 妇 
= ImnaX 7 4 
| Qi | SivjSnm | | 
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作为 主 元 素 , 然 后 将 (42 15”) 的 第 羡 , 类 行 交换 . 第 产 , 列 交换 ， 
同时 将 自 变量 x 的 第 畴 ,类 的 位 置 交 换 , 并 记录 自 变量 的 排列 次 
序 , 称 这 种 方法 为 完全 选 主 元 法 (complete pivoting). 
定理 6.4.3 全 主 元 三 角 分 解 ) 对 非 奇 异 阵 4, 存 在 排列 矩 
阵 忆 和 @ ,使 
P40 王 LU， 
其 中 工 为 单位 下 三 角 矩阵 ,其 元 素 的 绝对 值 不 超过 1,U 为 上 三 角 
矩阵. 
为 求解 方程 组 hx 一 8, 等 价 于 首先 求解 如 下 的 三 角形 方程 组 
ELy7 一 有 呈 ， 
记 一 》， 
最 后 得 
x 一 Q@z. 
完全 选 主 元 消去 法 比 列 主 元 消去 法 有 更 好 的 数值 稳定 性， 
但 计算 量 大 得 多 . 一 般 情 况 下 部 分 选 主 元 消去 法 的 伟人 误差 是 
小 的 ,因此 , 它 是 求解 线性 方程 组 最 实用 的 方法 之 一 . 有 一 类 和气 
阵 , 用 高 斯 消去 法 是 不 必 选 主 元 的 ,如 对 称 正定 矩阵 或 按 列 对 角 
占 优 和 矩阵 ， 


6.5 高 斯 - 若 尔 当 消 去 法 


6.5.1 列 主 元 高 斯 - 若 尔 当 消去 法 


高 斯 - 若 尔 当 (Gauss-Jordan) 消 去 法 是 高 斯 消去 法 的 一 种 修 
正 , 即 消去 矩阵 对 角 线 上 方 和 下 方 的 元 素 , 将 和 矩阵 4 约 化 为 单位 
和 矩阵. 
设 高 斯 - 若 尔 当 消去 法 已 完成 上 一 1 步 ,将 方程 组 hx 一 约 化 
为 4 “xx 一 z” ,其 增 广 矩阵 
。， 324 。 


《 生 )》 2 
1 二 
《有 
1 Q 才 0 
: }  ， 
: 2 
{ 旭 ) (一 《上 
(4 | 5 ) 一 1 ac 铅 ，… CC 仙 ,。 0 局 


Qk 机 CQ 要 

Ca 由 下 多 
第 步 消 元 时 ,用 消 元 矩阵 M 左 乘 4%2x 一 89 两边, 则 MA ”的 
第 列 为 


1 7721 at 0 
四 a 铝 0 
MCAei) 一 二 |=|1|， 
公 破 
《 雪 》 
7ak+I 了 RE 
《天 》 0 
772 1 Cn 
《6. 5. 1) 
C 好 1 
其 中 mr 一 一 一 一 1 一 1 十 1 27 一 一 厅 。 
公 琶 色 破 


完成 ”一 1 步 消 元 后 ,有 
(Ab 一 (4 1580) 一 (4 bm) 一 (| o”)， 

其 中 bm 一 (7 ,5 ,pm )T 就 是 Ax 一 六 的 解 x， 

算法 6.5.1 列 主 元 高 斯 - 若 尔 当 消去 法 

给 定 非 奇异 阵 4AE R"", 用 列 主 元 高 斯 - 若 尔 当 消去 法 求 
4x 一 户 的 解 . 

(1) 对 于 有 一 1,2，……' 

(2) 选 列 主 元 即 确定 冯 + 使 ai | 一 max|4x 放 
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(3) 如 果 oj 一 0, 则 停止 ; 否则 
如 果 关 一 &, 则 转 (4); 
否则 交换 (412) 的 第 二 , 行 , 即 
Qu 全 Qi， JJ 一 ， 有 十 1， …， 于 


pe 
(4) 计算 乘 数 aa -ma 一 一 至 ， 1 一 1，2，…， 72， 1 
好 


OAE 
(5) 消 元 计算 . 
az 人 0 十 zzab， 1 一 1,2 7 县 了 工 关 &， 了 一 有 十 1 
忆 < 二 上 十 map， 1 一 1 2 且 工 关 太 
(6) 计算 主 行 ( 第 & 行 ) 
5 AQ 了 一 天 ,大 十 1 


< 11 


高 斯 -车 尔 当 消去 法 的 总 乘除 法 次 数 约 号 十 必 一 到 , 比 高 斯 消 
去 法 的 计算 量 大 . 但 用 它 求 一 个 矩阵 的 逆 矩 阵 还 是 比较 合适 的 ， 
6.5.2 高 斯 - 若 尔 当 消去 法 求 送 矩阵 


设 4X 一 工 其 中 4,X,TER",4 非 奇异 , 工 为 单位 矩阵 ,天 一 
4 为 4 的 逆 和 矩阵. 

将 4X 一 了 改写 为 

ACxiXzywyXn) 一 (elyeryye)， 

其 中 efziERoi 一 1,2， 7 

求 4 :等 价 于 用 高 斯 - 若 尔 当 消去 法 同时 求解 如 下 ”个 方程 组 

xi 一 6j， 了 一 1,2……7， 
也 等 价 于 对 增 广 矩 阵 C=(417 应 用 高 斯 - 若 尔 当 消去 法 约 化 为 
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(8), 则 可 得 到 4 一 一 也 . 
例 6.5.2 用 列 主 元 高 斯 - 若 尔 当 法 求 




















1 2 3 
4=|2 4 5 
3 5 6 
的 道 和 矩阵 4” 
123;i100l1 (356i001 
解 C=-|2 45i0o1 0 二 2 4 
356ioo01 123;1 .00 
5/3 2;10 0 1/3 
生 2 |0 .2/32101 -| 
0 1/3 1;1 0 一 1/3 
C6 
0 - 寺 io -5/2 2 
第 2 次 消 元 2 
0 1 3/2;0 3/2 一 1 
0 0 1231 -12 0 
C5 
0 
第 3 次 消 元 


01o0i-3 3-1 


一 这 区 王 扩 二 
001: 2 一 ! 0 








C4 


为 节省 内 存 空 间 , 可 不 必 存 放 数组 C 中 的 单位 矩阵 . 令 式 (6.5. 1) 
中 消 元 矩阵 Mk 的 第 上 列 为 


二 人 


ms 一 (1], 一 3,2)5 一 cl. 将 ec 存放 在 Cl1yC5 存放 在 CzyC4 存放 在 Cs 
最 后 在 C 中 4 的 位 置 上 得 到 47: , 即 4 六 一 (P4)-:. 从 而 有 4-: 一 
4i PP, 其 中 卫 为 排列 矩阵 . 

算法 6.5.3 ” 列 主 元 高 斯 - 若 尔 当 法 求 逆 矩 阵 

求 矩 阵 4 的 逆 矩 阵 4 . 计算 结果 4-: 存 放 在 原 和 矩阵 4 的 单 
元 中 . 用 数组 !(1 : 2) 记 录 主 行 ,4 的 行列 式 值 存 放 在 单元 


det 中 . 
(1) det :一 1 
(2) 消 元 过 程 


对 于 & 王 1,2,…, 
@ 选 主 元 即 确定 ia， 使 |a cl 一 max|aa| ?CC 一 Qik， 
ZK) :一直 
GO 如果 c=0 则 det4a=0, 计 算 停 止 . 
@ 否则 如 果 关 一 上 则 转 (4). 
否则 换行 au<ea yo 一 1,2，o 
且 det :一 一 det 
图 计算 det :=cdet 
@@ 计算 主 行 元 素 
CQ 一 1 3 一 ahVc， 了 一 1,2,…, 少 
@ 约 化 非 主 行 元 素 | 
对 于 ;一 1,2,…，,m2， 1i 天 人 
刻 : 一 aay aa :一 0 
az 3 一 07 一 QU 7 一 1，2，…,7 
《3) 调整 列 过 程 
对 于 & 一 ?一 1,m 一 2,…)，,1 
GOD mm :一 上 CD) 
Q@ 如 果 mm 关 & 则 换 列 
QA 二 Qi 一 2)7 
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6.6 直接 三 角 分 解法 


6. 3 节 是 用 ”一 1 步 高 斯 消 元 过 程 将 窍 阵 4 作 了 LU 分 解 , 即 

4 一 工 U， (6.6.1) 

直接 三 角 分 解法 就 是 直接 从 公式 (6. 6. 1) 出 发 ,通过 和 矩阵 乘法 规则 ， 

建立 计算 三 角形 矩阵 荆 和 习 的 元 素 的 递 推 公式 . 且 对 一 些 特殊 类 型 
的 矩阵 (如 对 称 正 定 阵 , 三 对 角 阵 ) 的 三 角 分 解 可 以 简化 计算 ， 


6.6.1 杜 利 特 尔 分 解法 


设 和 矩阵 4 满足 定理 6. 3. 3 的 条 件 , 则 4 可 作 LU 分 解 (6. 6. 1)， 
其 中 荆 为 单位 下 三 角 和 矩阵 (=1, 国王 0 一)),U 为 上 三 角 和 矩阵 
(一 0,i> 力 .根据 矩阵 的 委 法 规则 ,有 计算 工 和 元 素 的 如 下 
递 推 公式 ， 


二 1 
ay 一 ay 一 > Luna 了 了 一 有 类 十 1 (6.6.2) 
1 一 


-1 
用 一 人才 一 号 4 ]As， 一 人 1 (6.6.3) 
rm 辽 


对 于 & 一 1,2,… 沁 交替 使 用 以 上 公式 (6. 6.2) 和 式 (6. 6. 3) 就 能 逐 
次 计算 出 品 ( 按 行 ) 和 荆 ( 按 列 ) 的 全 部 元 素 . 且 将 它们 存放 在 4 的 
相应 位 置 上 (E 的 对 角 元 1 不 存 ) ,这 就 完成 了 4 的 LU 分 解 .矩阵 
的 分 解 式 (6. 6. 2) 和 式 (6. 6. 3) 称 为 杜 利 特 尔 (Doolittle) 分 解 . 其 


中 认为 和 式 >， 为 零 . 
求解 7 = 和 Ux=y 的 计算 公式 为 


鸭 . 妨 9 
-1 

yi 一 5 一 1ayiy 1 一 23，713 
kt 
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Te 一 Ja/ xm， 
| = (yw 一 wx) 人， i 一 交 一 1， 
所 得 到 的 x= (zivzi zw)r 就 是 方程 组 hr = 了 的 解 . 
直接 三 角 分 解法 约 需 次 乘除 法 ,其 计算 量 与 高 斯 消去 法 基 
本 相同 . 
6.6.2 列 主 元 三 角 分 解法 


直接 三 角 分 解 公 式 (6. 6.3) 中 若 出 现 wv =0 或 |uv | 非常 小 ， 
则 杜 利 特 尔 分 解 会 中 断 或 引起 大 的 含 人 误差 .因此 可 采用 与 列 主 
元 消去 法 类 似 的 方法 ,将 直接 三 角 分 解法 修改 为 列 主 元 三 角 分 
解法 . 

由 定理 6. 4. 1, 对 于 非 奇 异 抵 阵 4, 则 存在 排列 矩阵 已 ,使 得 

P4 一 工 0U， 

其 中 工 为 单位 下 三 角 和 矩阵 ,D 为 上 三 角 矩 阵 . 这 里 我 们 在 4 的 直 
接 三 角 分 解 过程 中 采用 选 列 主 元 ,实现 P4 的 LU 分 解 . 再 根据 
P4x 一 PD, 通 过 求解 直 一 Ph 和 Uzr 一 ,得 到 原 方 程 组 hx 一 5 
的 解 . 

令 42=4, 设 4 的 第 & 一 1 步 选 列 主 元 的 分 解 已 完成 , 且 将 
已 算出 的 工 和 避 的 元 素 存 放 在 4 的 相应 位 置 , 记 作 


zl Mi2 人 Mi.k1 ZI Min 
421 tz2 ”ta 1W2zk tan 
。 
(时 
人 王 | 人 Ze … CC 
La Le Li QQ 由 Qu 
La Za 司 CQG ee Qm 
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此 时 ,由 于 行 交 换 ,4w: 中 右 下 方 的 子 阵 内 的 ay 可 能 已 不 是 原来 4 
中 (i) 位 置 上 的 元 素 . 

第 关 步 分 解 需 利 用 形 如 式 (6. 6. 2) 和 式 (6. 6. 3) 的 公式 ,为 避 
免 用 零 或 绝对 值 小 的 数 做 除法 ,引入 量 


大-1 
3 一 2 一 uaua， 1 一 有 , 十 1，… 7 


即 式 (6. 6. 3) 右 端的 分 子 部 分 w+l，…s% 及 增加 了 一 个 %t. 再 在 它 
们 中 间 选 取 绝 对 值 最 大 者 , 记 作 % , 即 

| s。 | 一 了 max | si |. 
将 wystHi，…ysv 分 别 存放 在 4 多 的 auyaruty…aw 的 位 置 上 , 然 
后 交换 42 的 第 上 汉 行 的 元 素 .将 品 调 到 了 4” 的 (&,&) 位 置 ,但 
每 个 位 置 上 的 元 素 仍 用 原来 的 记号 . 于 是 


tb 一 SS 一 5 
娄 一 1 

姑 一 由 一 Unun， 了 一 大 十 1，…on， 
7 一 1 


1 一 Si/s，i 一 有 十 1 7 
算法 6.6.1 列 主 元 三 角 分 解 
用 列 主 元 三 角 分 解法 求解 方程 组 hx 一 bp, 其 中 矩阵 4 非 奇异 . 
P4 的 LU 分 解 得 到 的 工 和 了 存放 在 4 的 相应 位 置 , 解 x 存 放 在 履 
(1) P4 的 LU 分 解 过 程 
对 于 有 三 1,2,，……，7 
@ 计算 *; 
二 
@ 选 主 元 , 即 确定 二 ,使 |s% | 一 max|ax1 
@@ 如 果 头 一 则 转 (4). 
jeCQi ;9 
否则 换行 ， 汪 
局 


了 


了 一 1， 2，…7 
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图 计算 U 的 第 上 行 元 素 
QU 一 3 
业 一 1 
四 二 划一 一 >)euny 了 一 不 十 1，……， 
rr 一 1 


@ 计算 工 的 第 & 列 元 素 
区 让 < 二 人 一 ax/aa， i 一 和 十 7 
(2) 方程 组 hx 一 的 求解 过 程 ( 以 上 过 程 已 在 刷 的 位 置 得 到 
PD) 


O@ 求解 工 ? 一 Pb 
入 一 一 四 
人 1 
玉 二 一 记 一 00， 一 2 3 


四 求解 Ux 二 yy 存放 在 六 中 ) 
pb < 一 To 一 Dazm 


二 2 (一 wz)s i 一 一 1 


了 省 计 1 


6.6.3 对称 正 定 和 矩阵 的 楚 列 斯 基 分 解法 


设 方 程 组 hx 一 名 的 系数 矩阵 4 是 对 称 正 定 阵 , 即 它 的 各 阶 顺 
序 主 子 式 Di=det(4) 二 0, 人 一 1,2, ,my 其 中 4 为 4 的 顺序 主 
子 和 矩阵 . 从 定理 6. 3. 3 可 得 如 下 定理 ， 
定理 6.6.2 设 4ER…" 对 称 且 其 主子 式 Di 天 0GCR 一 1， 
2,…,z)，, 则 存在 惟一 的 单位 下 三 角 和 矩阵 工 和 对 角 和 抢 阵 了 ,使 
4 一 LDLT. 
定理 6.6.3 设 4ER”" 为 对 称 正定 矩阵 , 则 存在 惟一 的 对 角 
元 为 正 的 下 三 角 和 矩阵 工 , 使 
4 一 工 LT. 
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1. 楚 列 斯 基 分 解法 
我 们 称 对 称 正 定 矩阵 4 的 工 L7 分 解 为 楚 列 斯 基 分 解 . 直接 利 
用 4 一 工 I , 即 


La 
的 矩阵 乘法 规则 , 且 规 定 占 盖 0(i 王 1,2,…,z), 则 可 按 列 求 得 矩阵 
也 元 素 的 计算 公式 .对 于 一 1,2，…，,m， 


心 三国 了 汪 1 一 了 十 1，… 7. 
求解 方程 组 4x 一 等 价 于 顺序 求解 下 列 两 个 三 角形 方程 组 
民 一 六 ， 
工 TY 一， 
即 


一 (一 Sa 一 1 ,2 
一 1 


羡 = (六 一 zi i 一 7 一 1， 1， 
天 一 计 } 
利用 4 的 楚 列 斯 基 分 解 式 求解 4x 王 的 方法 称 为 楚 列 斯 基 
方法 或 平方 根 法 (square root method) ,其 计算 量 约 需 蕊 次 乘除 
- 法 ,还 需 进 行 浆 次 开 方 运算 .平方根 法 的 优点 之 一 是 不 必 选 主 元 . 
2. 改进 的 平方 根 法 
为 了 避免 开 方 运算 ,对 于 对 称 正 定 矩 阵 4 采用 定理 6.6. 2 中 


的 分 解 式 4 一 LDL , 即 
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万 
la 1 也 1 lo Le 
4 一 | 1 5 5。 
2 3 1 1 上 Ai 一 ! 
La La La Ai 1 


令 T 一 工 D, 我 们 有 轧 =d ,直接 利用 4 一 7 的 矩阵 乘法 规则 ， 
有 如 下 的 按 行 计算 工 和 T 元 素 的 公式 : 
如 < Cil。 


对 于 1 一 2，3，…7， 
六 

《1) 好 一 0Q4 一 > 可 LA， J 一 1,2，… 1 一 1. 
二 一 1 


(2) 性 一 与 /di ， jj 一 1,2，…,i 一 1 
La 


《3) 好 一 aa 一 》， ta 


求解 4x 一 等 价 于 顺序 求解 下 列 两 个 三 角形 方程 组 
工 y 一 b， 
一 y， 
即 


利用 4 的 LDL 分解 式 求解 hx 一 b 的 方法 称 为 改进 的 平方 
根 法 , 它 与 平方 根 法 计算 量 差不多 ,但 避免 了 开 方 运算 . 
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6.7 带 状 方程 组 的 解法 


设 naX7m 矩阵 4 满足 对 于 j 二 ig 时 ,有 ay 一 0, 则 称 4 一 (ai ) 
具有 上 带宽 g, 对 于 这 1j 才 户 时 有 ay 一 0, 则 称 4 具有 下 带宽 户 ,A 
的 带宽 为 避 十 q 十 1. 当 =qg 时 , 称 4 为 等 带宽 . 

定理 6.7.1 假定 4AER"x" 存 在 LU 分 解 4=LU, 如 果 A4 的 
上 带宽 为 9, 下 带宽 为 六 , 则 U 的 上 带宽 为 9 江 的 下 带宽 为 户 . 

该 定理 说 明 : 工 (U) 具 有 与 4 相同 的 下 (上 ) 带 宽 . 

推论 6.7.2 假定 4ER”" 为 对 称 正 定 矩 阵 , 且 有 带宽 2m 十 1， 
其 楚 列 斯 基 分 解 4 一 LLI, 则 下 三 角 和 矩阵 工 的 下 带宽 为 思 . 


6.7.1 三 对 角 方 程 组 的 托马斯 法 和 循环 约 简 法 
设 4z=d 是 三 对 角 方 程 组 , 即 


1 吃 
包 Ci 
太 2 az 
人 = | : |.， (6.7.1) 
“。 cm-1 区 志 
上 加 ml 光 


根据 定理 6. 3. 3, 如 果 4 的 顺序 主子 式 皆 非 零 , 则 存在 惟一 的 
LU 分 解 . 因为 4 的 带宽 为 2m 十 1=3. 由 定理 6.7.1, 工 (U) 具 有 与 
4 相同 的 下 (上 ) 带 宽 mm 一 1. 所 以 4 有 如 下 形式 的 LU 分 解 . 
Mi cl 
zt 】 2Mz 5C2 
4=LU = 8“ 
“了 MI Cl 
天 这 tt 
根据 矩阵 的 乘法 规则 , 易 求 得 工 和 避 的 元 素 ,再 求解 7 一 4 
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和 Ux 一 ,得 到 4xr 一 b 的 解 , 称 此 求解 三 对 角 方 程 组 的 方法 为 托 
马 斯 (Thomas) 算 法 或 追赶 法 . 
算法 6.7.3 托马斯 算法 
用 三 个 一 维 数组 ea 一 (0,ary,as,…，,as),b 一 (bb02，…，b)， 
c 一 (ccz ci) 存 放 和 矩阵 4 的 三 条 对 角 线 元 素 . 数组 4 一 (Cd ， 
dd,) 存 放 右 端 项 ， 
(1) 求 工 和 六 的 元 素 
@ 思 王 六 
@ 对 于 ;一 2,3,，…， 
7 一 ai/aui-l 
给 一 太一 2Ci1 
(2) 求解 工 ? 一 4 和 Ux 一 》 
0 力 一品 
人 @@ 六 一 di 一 yi ， 1 一 2,3，…,7 
图 zs 一 /un 
图 六 = 一 (一 ci ， ii 一 ?一 1,2 一 2 1 
计算 过 程 中 ,将 zw…zx 和 1, 分 别 存放 在 数组 广 和 wa 
的 相应 位 置 ,数组 e 不 变 . 三 角形 方程 组 的 解 和 x 先后 存放 在 数 
组 d 的 相应 位 置 . 最 后 4x=d 的 解 x 放 在 d 中 . 
定理 6.7.4 设 三 对 角 方 程 组 4x=d 的 系数 矩阵 满足 : 
(1) 11 盖 |cj>>0; 
(2) 15,| 二 |av| 二 0; 
(3) 12 全 |ai| 十 cl,arci 天 0 一 2,3,…,7 一 1 
则 4 非 奇异 且 有 
《iD 由 天 0， 1i 一 1 2 


《ii) o< 必 [<1， zi 二 12 一 1 


《ii 1 一 | 过 1 到 | 人 | 十 le， 2,3，…2 一 1. 
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因此 ,托马斯 算法 能 顺利 进行 计算 . 


三 对 角 方 程 组 的 循环 约 简 法 (cycle reduced method) 是 适合 


并 行 计 算 的 方法 . 为 了 方便 , 设 方程 组 (6. 7. 1) 中 方程 的 数目 ”一 
2 一 1,! 为 一 个 正 整数 ,方程 组 (6.7. 1) 相 邻 的 三 个 方程 写成 


ar-liZrz 十 0F-IZPl 十 crizi 一 di-13 


ai Ze 十 iZi 十 ciZHl 一 帮 ; 


arHZi 十 bizarl 十 ciZHz 一 di+l. 


(6.7.2) 
《6.7.3) 
(6.7.4) 


将 方程 (6. 本 2) 乘 以 一 ci/b- 和 方程 (6. 7. 4) 乘 以 一 ciyba) ,并 加 
到 方程 (6.7. 3) ,得 到 


其 中 


程 组 


Qizrs 十 有 zi 十 cizaz 一 Qi，. 


ai 一 一 ap 茎 
二 Cr 一? 
0 
Ci 
bi 一 已 5r! 有 寺 1 万 9 
计 ! 
C C， 吕 
二 一 Cl 9 
i 矶 


因此 ,如 果 为 偶数 ,我 们 得 到 关于 未 知 量 了 2 IT49 
2， cz 并 2 az 

aa 5 cs 4 da 

三 2 工 rm 一 3 人 

在 二 请 ， 民 呈 1 2 


而 关于 zi yzi,…，zw 的 方程 组 为 


“9 一 1 的 方 


《6.7.5) 
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忆 Ts 吕 aa cs 4 
守 隐 : 人 乡 
br-: Te dr-: ar-2 crz | | zrs 
你 由 区 d an 】 ze 


(6.7.6) 
所 以 , 若 从 方程 组 (6. 7.5) 解 出 zy zi,… ziy 则 可 从 方程 
组 (6.7.6) 计 算出 rz ,zs,…，,zu. 事实 上 方程 组 (6.7. 5) 也 是 三 对 
角 的 ,其 阶 数 是 2 一 一 1. 可 以 用 类 似 的 方法 继续 约 简 它 , 直 到 约 简 
到 只 剩 1 个 方程 . 求 出 未 知 数 ,再 利用 各 步 形成 的 方程 组 (6. 7.6)， 
计算 各 个 分 量 , 称 此 方法 为 循环 约 简 法 . - 
如 果 z 夫 2 一 1, 则 约 简 过 程 的 最 后 一 步 , 得 到 的 不 是 一 个 方 
程 , 而 是 含 若 干 个 方程 的 方程 组 , 解 出 其 分 量 后 ,再 向 后 回 代 . 


6.7.2 块 三 对 角 方 程 组 的 解法 


设 4x 一 5, 其 中 4ER"“" 是 带宽 为 2m 十 1 的 带 状 矩阵 . 将 4 
划分 子 块 为 块 三 对 角形 式 ,xz 和 九 也 作 相应 的 划分 , 则 4xr 一 六 的 分 
块 形式 为 


D， 丙 )1 
并 
ED， 2 是 
一 | : |， (6.7.7) 
。 拓 1 

z 一 1 p1 

2 并 五 

户 声 


其 中 每 个 子 块 均 是 9X9 矩阵 ,9 一 zz/ 力 ,及 ,xiERei 一 1，2，…， 力 . 
1. 块 托 马 斯 法 
将 块 矩阵 4 作 块 LU 分 解 ， 
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开 
4= | 2 2 …. = LU. 
-， 避 r-， 下 和 
DJ， 
(6.7.8) 
根据 分 块 矩 阵 乘 法 规则 ,得 
U = 一 Di; 
DJ 一 玉 -， 解 出 工 ，， 守 一 2,…, 加 ; (6.7.9) 
U, = D 一 LF，i 一 2,3，… 力 . 
当 和 矩阵 4 的 块 三 对 角子 矩阵 4, 为 
也， 下 
E，D， FF 
4 一 机 ，R 一 1,2,…，,b， 
五 卫 -， 了 FF， 
已 


则 当 4 ,三 1,2,… 汗 均 为 非 奇 异 阵 时 ,DU, 是 非 奇 异 的 , 块 分 解 式 
(6.7.9) 就 能 继续 . 
再 求解 方程 组 工 y 一 和 Ux 一 》, 即 


太一 思 ; 
人 一 0 一 工 - -li， 工 一 2 …… 彤 . 
Uaxp 一 yp， 解 出 xp; 
人 一 站 一 Frxa， 解 出 zi 一 尹 一 1,，……，1. 
称 以 上 方法 为 块 三 对 角 方 程 组 的 托马斯 法 或 块 追 赶 法 . 
2. 分 块 循环 约 简 法 
假定 hx 一 记 中 的 4ER"" 具 有 如 下 形式 ; 
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也 下 
五 D 下 
4 一 和 ， (6.7. 10) 
五 刀 下 
刀 
其 中 正和 忆 均 是 9X9 矩阵 (9 一 大 ), 且 满足 DF 一 FPD, 同 时 假定 


Pp 一 2 一 1. 这 些 条 件 在 许多 重要 应 用 中 是 成 立 的 
循环 约 简 法 的 基本 思想 是 将 问题 的 维 数 反 复 地 减 半 . 块 三 对 
角 方 程 组 4x 一 的 相 邻 的 三 个 方程 写成 
xz 十 Dr 十 Fr 一 1 
Fr 十 Dr 十 Fr 一 及 ; 
Fri 十 DrH 十 xz 一 bl， 
分 别 用 下 ,一 D,F 乘 每 个 方 穆 , 三 个 方程 相 加 后 ,得 
下 xi 十 DIDxi 十 EDxrs 一 有)， 
其 中 下 一 形 ， DO 一 2 下 一 及 80 一 下 (5 十 加 ) 一 DOixriE 
R',i 一 1,2,…，, 力 . 若 ;i 为 偶数 ,可 得 到 一 个 约 简 后 的 关于 疡 ， 
xxp-1 的 块 三 对 角 方 程 组 


DG Fe 2 2 
FF DoD xs 及 
| 
Fi Do lx 5 


其 中 DEF 一下 2D0 ,以 类 似 的 方法 继续 约 简 方程 组 (6. 7. 11)， 
直到 只 含 一 个 块 方程 .求解 这 个 gX9 方 程 组 ,再 利用 约 简 各 步 形 
成 的 方程 组 (6. 7. 11) ,计算 各 个 编号 为 偶数 的 解 向 量 x 的 分 向 量 
症 2 Xi 一 1 。 然后 再 用 原 方 程 组 中 编号 为 奇数 的 方程 ,分 别 计 
算 xxs，…xro, 称 这 种 方法 为 块 循环 约 简 法 (block cycle reduced 
method). 
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算法 6.7.5 块 循 环 约 简 法 
给 定 方程 组 4xr 一 0, 其 中 4 有 形 如 式 (6.7. 10) 的 块 三 对 角 和 矩 
阵 .D,E Re ,4AE Ri 一 力 一 2 一 1. 今 Do 一 DFIo 一 下 ， 
”一 . 用 块 循环 约 简 法 计算 x. 
《1) 循环 约 简 过 程 
对 于 ;一 1,2,…, 必 一 1 
Fo 一 〈 了 rrD)2 
也 0 一 28 一 (D(DD) 
广 一 24 
对 于 jj 一 1,2,…，2 和 :一 ] 
8 一 下 9-D (CBA 十 8 ) 一 Do-PBp 
j 尾 
! 尾 
(2) 计算 x， 
@ 从 De-Dzo- 一 5 解 出 xot- 
Q@ 对 于 7 一 &A 一 2, 一 3，…,0 
7r 一 2(. 
对 于 7/ 一 1,2， 2 
(i) 如 果 j 一 1, 则 ec 一 br 一 Foxsy 
否则 如 果 j 一 2 所 一 ，, 则 
人 玉 乡 -r 一 下 天 (21 一 2)r 
和 理 则 C 一 有 和 多 -Dr 一 下 2 (xsr 十 Xi-2r) 
(ii) 从 D'2 xci-br 一 c, 解 出 涡 (21 一 Dr 
5 了 尾 
! 尾 
该 算法 的 工作 量 的 大 小 很 大 程度 依赖 于 gXg 和 矩阵 也” 和 严 ” 
的 稀 朴 性 . 在 较 坏 的 情况 下 , 即 当 它们 是 满 阵 时 ,总 的 浮 点 运算 量 
为 log(z)9 .算法 的 存储 量 不 大 . 
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3. 约翰 逊 算法 

约翰 逊 (Johnsson) 算 法 是 块 三 对 角 方 程 组 (6. 7. 7) 的 一 种 约 简 
法 .通常 方程 组 (6. 7. 7) 中 的 互 为 上 三 角 和 矩阵 , 束 为 下 三 角 和 矩阵 ， 

将 对 角 块 到 划分 为 


其 中 Dx 是 sXs 和 矩阵 ,Di 是 (9 一 *>)X(q 一 5) 抢 阵 , 其 他 子 块 下 ， 开 ， 
和 向 量 xiypi 也 相应 地 划分 为 


已 一 | 号 P=( )， xi 一 大 三 上 
0 开 。 FF Fo 四 2 
如 果 2:* 一 9, 则 Fo 和 五 * 为 零 矩阵 . 
将 块 三 对 角 方程 组 (6. 7.7) 两 边 乘 块 对 角 和 矩阵 
diag(Dm ,TD3 TD,) 
得 到 新 的 方程 组 (以 如 =3 为 例 ) 


工 Di XI 及 
也 也， FF 下 J2 思 z 
有 工 也 2 Xi21 用， 


一 (6.7. 12) 
有 Da 用， 有 有 | zz za 


有 Di Di jms bz 
其 中 DaD2 一 De,DaB 一 开 ,Da 训 一 加 .在 方程 组 (6.7. 12) 中 ， 
用 一 D 左 乘 第 1 个 块 方程 ,一 Fu 左 乘 第 3 个 块 方程 ,都 加 到 第 2 
个 块 方程 中 ,又 得 到 一 个 新 的 块 方程 

Disxiz 十 Fisxzs 一 电 :， 
其 中 Di = 一 Du 一 Di Di， 一 本 5， 殖 : 一 下 一 下 Dj ,8 一 记 : 一 
Dasp 一 下 iD2， 再 用 一 : 左 乘 第 3 个 块 方程 ,一 忆 左 乘 第 5 个 块 
方程 ,都 加 到 第 4 个 块 方程 中 ,最 后 用 一 D:: 左 乘 第 5 个 块 方程 加 

*，342 。 


到 第 6 个 块 方程 中 ,得 到 如 下 的 块 方程 组 : 


工 Dis xn 厂 ， 
Di，0 j。 12 5: 
了 2 了 工 也 3 基 21 及 
B 0 D，0 亚 | | 一 局 | (6.7.13) 
Fi 工 Dis | |xa 和 
了 0 Di jxaz 3 
其 中 的 第 2,4,6 个 块 方程 为 约 简 方程 
Di Fi: 王 12 ]: 
万 Dj 3 | | xz | 一 | 有 32 | . 《6. 7. 14) 
瑟 3。 了 Di jxaz D2 




















其 中 系数 和 矩阵 中 的 各 块 矩 阵 和 右 端 项 均 可 从 约 简 过 程 中 建立 它们 
的 计算 公式 . 从 式 (6.7.14) 解 出 xe(i 一 1,2,3) 便 可 从 式 (6.7. 13) 
的 奇数 序号 方程 求 出 xn , 即 

2 一 有 一 Dr 一 Ex ，i 一 1,2,3，(6.7.15) 
其 中 i=1 时 , 媚 , 一 0. 

以 上 过 程 称 为 约 得 逊 欧 简 方法 . 可 推广 到 户 个 块 三 对 角 方 程 
组 (6.7.7). 

约翰 逊 算法 的 步骤 如 下 : 

(1) 求解 方程 组 Da D5 = Da ,Da 一 也 ,Di 妨 一 po 只 需 对 
Da 作 1 次 LU 分解, 分别 求 得 器, 本 和 须 一 1,2,…，, 旋 (其 中 
也: 一 0) 

(2) 计算 Di ,BE5 ,FE5 和 Bi 一 1,2, 力 (其 中 了 一 0) 

(3) 求解 块 方程 组 (如 式 (6.7. 14)) ,得 xe,i 一 1,2,…， 轧 

(4) 从 式 (6.7.15) 计 算 xnyvi 一 1,2,，……' 力 

其 中 i 一 1 时 , 瑟 : 一 0. 


约翰 逊 算法 的 第 1,2,4 步 很 容易 实行 并 行 计算 
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6.7.3 带 状 方程 组 的 列 主 元 消去 法 


考虑 求解 带宽 为 2m 十 1 的 一 般 型 方程 组 
4x 一 也 
6.4 节 已 给 出 一 般 列 主 元 消去 法 的 描述 , 它 也 适用 于 带 状 方程 组 . 
这 里 利用 4 的 带 状 结构 ,改进 算法 ,达到 节省 计算 机 时 间 和 存储 
单元 的 目的 . 
以 五 阶 三 对 角 方 程 组 ( 即 2m 十 1=5,mm 一 1) 为 例 , 陈 述 带 状 矩 
阵 的 存储 方式 以 及 相应 的 列 主 元 消 元 过 程 . 设 4A 和》 为 


QI Q12 已 
Q21 Q22 Q23 pz 
4 一 Q32 G33 Q34 ， 厂 一 |2 |. 
Q43 Q44 Q45 Bo 
Q54 CQ55 5 


将 4 带 区 内 的 元 素 按 行 存放 在 一 个 行 2m 十 1 列 的 矩形 数组 
CCL: nm,1: 2m 十 1) 中 . 其 中 前 思 行 和 后 mm 行 每 行 带 区 内 元 素 不 
足 2m 十 1 的 ,在 行 的 后 面 增添 零 元 素 补 齐 . 有 如 下 的 增 广 数组 
ail aliz 0 ;名 
Q21 CC22 azs js 
CC1D = |as os ax 六. 
.| ads au as 
as4 as 0 5 
每 步 消 元 涉及 的 是 十 1 行 元 素 . 
第 一 步 消 元 : 在 前 m 十 1 行 的 第 1 列 选 主 元 ,确定 二 ,使 |a, ,| 一 
max ,|ana |. 将 第 ,1 行 交 换 . 记 第 1 次 消 元 的 主 元 为 av ,将 第 1 


1 撑 m 十 

行 的 其 余 元 素 除 以 au ,得 au ,als 和 站. 对 第 2 行 (一 般 情 况 第 2 行 

到 第 十 1 行 ? 消 元 ,使 它们 的 第 1 列 元 素 为 0. 再 将 C( 不 包括 思 ) 
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的 第 2 行 (一 般 情 况 第 2 行 到 第 阅 十 1 行 ) 的 元 素 依 次 向 左 移 一 
位 ,每 行 的 最 后 一 个 元 素 补 成 0, 即 

Qin ans as 
az Q2 0 1 

(C | 四 ) 一 |al ass as 有 

Q43 Q44 au 

as54 a55 0 5 
同 理 进 行 第 2 次 选 主 元 和 第 2 次 消 元 ; 第 3 次 选 主 元 和 第 3 次 消 
元 .结果 依次 为 


al ai 0l3 六 aa Qiz 2 沁 
Q2z 0G23 Ga24 到 Gazz G23 aa 汉 
(CI 人 一 la ak 0 |，(CID 王 jz aa an: 珊 |. 
ad ad aa65 5 au as 0 也 
as as 0 : 访 ai as 0 访 
最 后 一 次 选 主 元 和 消 元 后 ,得 到 
an nz aa 
Q22 .G23 aa 
(CC | 5) 一 |5a。 as， aas 沁 ， 
ae as 0 沪 
2 0 0 沪 


数组 C 的 第 1 列 是 所 有 主 元 素 . 若 出 现 零 主 元 , 则 消 元 过 程 终 止 . 若 上 
述 消 元 过 程 不 中 断 , 则 得 到 一 个 与 原 方程 组 Ax 一 ! 等 价 的 问题 ; 


工 az Qils 灾 1 思 
起 局 as 2 D， 
1 全 ass Ts | 一 玉 9 
5 QQ 4 已 
55 5 访 
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回 代 得 hx 一 的 解 x 一 (zyzz，wyzs)I. 
具体 算法 如 下 ,整个 消 元 和 回 代 过 程 在 (C|2) 数 组 中 进行 . 
算法 6.7.6 带 状 方程 组 列 主 元 素 消 去 法 
求解 阶 带宽 为 2m 十 1 的 带 状 方程 组 Ax=p, 和 矩阵 4 以 数组 
C(1: nm,1: 2m 十 1) 的 形式 存放 , 解 x 存 放 在 上 中 . 


(1) 消 元 过 程 
对 于 有 一 1,2,…… ,一 1 
@ 选 主 元 ,确定 i, 使 
| cl= max |cal| 
全 Ai 守 m 


@ 如 果 关 = 一 &, 则 转 (3) 
否则 cu 党 cvyG 一 1,2,…，2z2 十 1) 


Per 
Q 计算 
cj 3 一 ccu， 了 一 2,3,…2z 十 1 
儿 一 及 /cn 
rr 一 min{ 十 7 2)} 
图 计算 
忆 :一 入 一 capt， IE 一 有 十 1，…7 
@ 计算 
Co- 一 上 一 ccg，1 一 有 十 17r， 了 一 2,3……27 十 1 
@ 冲 零 
chanH :一 0， 1 一 开 十 1，?7 
(2) 回 代 过 程 
计算 
bo < 一 一 Do/ ca 


2mr 十 1 
于 二 一 一 >)cybsr 一 允 一 1 一 2 
jj 一 2 


*。，346 。 


例 6.7.7 用 算法 6.7.6 求解 带 状 方程 组 Ar 一 5, 即 


人 3 工 1 11 
18 33 4.1 z| |55.1 
9 103 一 1.5||z| 111o.5|” 
3.7 19.3 Lv， 23 
这 里 =4,mm 一 1. 数 组 C(1 :4,1:3) 及 为 
7.5 3.5 0 13 


18 33 41 1; 55.1 

9 103 一 1.5;110.5| 

3.7 19.3 0 23 

第 一 次 消 元 在 前 两 行 之 间 进 行 , 主 元 素 为 18, 第 1,2 行 交 换 , 消 元 
后 结果 为 


(CC | 5) 一 


18 1.83 0.227; 3.06] 

cc1D) = |-10.25 一 1.7083 0 | 一 11.9583|. 
9 103 ”一 1.5j 110.5 
3.7 19.3 0 ; 23 


第 二 次 消 元 在 第 2,3 行进 行 . 主 元 素 为 一 10. 25 , 消 元 结果 为 
18 1.83 0.227 3.061 


clD = |-10.25 016 0 1316|. 
101.5 一 15 0 1} 1o0 
3.7 19.3 0 ;23 
第 三 次 消 元 在 第 3,4 行进 行 , 主 元 素 为 101. 5, 最 后 消 元 结果 为 
18 1.83 0.22 和 3.06i 
<ci1 人 = | 一 10.25 0. 16 ER 全 有 1.16 | 
101.5 ”一 0.014778325 “0 ;0.985221674 
19. 3546798 0 ”0 ;19.3546798 


数组 C 的 第 1 列 存放 着 全 部 主 元 素 . 最 后 得 到 一 个 与 原 方程 组 等 
价 的 上 三 角形 方程 组 
*”，347 。 


1 1.83 0.227 0 酱 3.061 


1 0.16 0 | 二 1.16 |， 
1 一 0.014778325 | | 二 0. 985221674 
19. 3546798 」 \Z4 19. 3546798 


回 代 后 得 方程 组 的 解 x 一 (1,1,1,1)7. 
6.7.4 对 称 正 定 带 状 方程 组 的 解法 
设 4 是 = 阶 对 称 正定 带 状 矩阵 ,带宽 为 2m 十 1. 要 解 方 程 组 


. 4xr 一 5， (6.7.16) 
则 4 不 必 选 主 元 可 分 解 为 
4 一 LDLT， (6.7. 17) 
其 中 工 为 下 半 带 宽 为 mm 的 带 状 阵 
Zn 
la lzz 
工 一 3 和 


Le Ce ml 


Lo。 Lo [m 


即 当 ;一 7 或 ;一 /> 到 时 ,与 一 0. 了 为 对 角 阵 ,其 对 角 线 元 素 为 心 一 
1/L vi 一 1,2，…,m2，- 

由 式 (6. 7. 17) ,直接 用 和 矩阵 乘法 规则 ,推出 计算 工 元 素 的 如 
下 公式 ， 


六 1 
1 一 ar 一 Zn/ ， 本 一 rp i 一 12，…，7 
天 一 三 


， (6.7.18) 
其 中 
全 1i 委 办 十 1， 
r 一 
2 一 ME 十 
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同时 对 式 (6.7. 16) 的 右 端 项 吕 作 如 下 分 解 ， 
一 DD ， (6.7.19) 
直接 利用 和 矩阵 和 向 量 乘 法 规则 ,得 到 刀 的 元 素 的 计算 公式 


六 一 号 一 半 0 和 而 /5， i 一 12 (6.7. 20) 

将 4 和 的 分 解 式 (6.7.17) 和 式 (6.7.19) 代 入 式 (6.7.16), 可 表 
示 成 等 价 的 方程 组 

LTxr 一 六 ， (6.7.21) - 

由 此 得 出 式 (6.7.16) 解 的 计算 公式 


已 = 全 一 六 1) 人 i 一 ma 一 lv1， (6.7.22) 
其 中 
， 1， 1 > 一 了 一 1， 
人 一 
因为 4 对 称 , 只 需 存 放 4 的 下 半 带 区 (包括 对 角 线 元 素 ) 于 一 
个 矩形 数组 CC1 : mn,1 : mm 十 1) ,以 六 阶 对 称 五 对 角 和 矩阵 为 例 , 形 
式 如 下 


Qs3  Q54 0Q55 
Qtt 0655  Q66 
其 中 C 的 每 1 列 是 4 的 每 条 对 角 线 元 素 , 且 左上 角 添 零 . 在 C 
的 位 置 如 下 : 
当 i 委 阅 十 1 时 一 1,2，i 
当 守 > 不 十 1 时 ,一 一 加 1 
根据 计算 公式 (6.7.18) . 式 (6.7. 20) 和 式 (6.7. 22), 可 构成 如 
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Ci 六 上 贱 mHl 一 Qi 9 


下 算法 . 
算法 6.7.8 带宽 为 2m 十 1 的 对 称 正 定 方程 组 的 解法 . 
给 定 阶 带宽 为 2m 十 1 的 对 称 正 定 带 状 方程 组 4x 一 忆 矩阵 
4 的 下 半 带 区 (包括 对 角 线 元 素 ) 以 数组 c(1 : z,1 : m 十 1) 的 形式 
存放 .二 存放 在 C 的 位 置 , 解 x 存 放 在 的 位 置 . 
(1) 计算 互 和 8 的 过 程 
对 于 ii 一 1,2,……，7 
@ 计算 


Choi-iherl 人 三 二 Ch 广 Htl 一 2 Mei HHcnEHarLAcuah 


kr 
其 中 , 当 ;i 委 mm 十 1 时 > 一 1 一 1,2, pi 当 这 m 十 1 时 
太一 一 
@ 计算 
i-1 
也 二 呈 一 访 一 cp-HeR1ea 
j 王 r 
其 中 , 当 i 运 mm 十 1 时 ,r=1; 当 达 >m 十 1 时 ,一 :一 7 
(2) 求解 LIx 一 六 的 过 程 
对 于 ;i 一 mn? 一 1 ,1 
li < Ti 一 (2 开 2 ce)/caen 
了 一 计 1 


其 中 , 当 in 一 罗 一 1 时 ,一 ni 当 i 雪 2 一 加 一 1 时 ,一 


zi 十 和 0。 
例 6.7.9 用 算法 6.7. 8 求解 带宽 为 3 的 方程 组 
和 “和 工 1 11 
和 seof 下 2 17 


6 5 6|jjzs 17 | 
6 5)1z 11 ; 
解 这 里 ”一 4,mm 一 1, 数 组 c(1: 4,1:2) 和 z 的 形式 如 下 : 
。 350 。 





0 5;11 
| 

6 5;17 

6 5i11 
计算 得 到 的 工 和 仍 放 在 数组 C 和 刀 的 位 置 ， 
0 5 11 
6 一 22 | 3.8 

(C10) = | 


6 21.36 ;27.36 
6 3.31489 : 3.31489 
利用 世 Ix 一 D, 即 
5 6 Zi 11 
一 2.2 6 加 3.8 


21.36 6 Ta 27.36 
3.31489】Lz， 3.31489 
求 得 解 x*=(1,1,1,1)7. 
本 例 中 的 矩阵 4 对 称 但 非 负 定 . 说 明 该 算法 不 仅 适 用 于 对 称 
正定 带 状 方程 组 ,也 适用 于 对 称 非 奇异 带 状 方程 组 ， 


6.8 大 型 稀 朴 方程 组 的 直接 方法 


6.8.1 稀疏 和 矩阵 


大 量 元 素 为 零 , 只 有 为 数 不 多 的 元 素 不 为 零 的 矩阵 ,通常 称 之 
为 稀 政 矩 阵 (sparse matrix). 
设 4AER"”" ,若非 零 元 的 数目 小 于 0. 05 到 一 0. 1 或 为 O(m)， 
一 般 就 认为 4 是 稀 朴 的 . 区 别 一 个 矩阵 是 否 为 稀 朴 矩阵 ,并 不 严 
格 取决 于 非 零 元 所 占 的 百分比 ,只 要 是 有 很 多 零 元 素 而 且 分 布 在 
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具有 了 能够 被 有 效 利 用 的 特点 的 矩阵 ,都 可 应 用 稀 玻 矩阵 技术 来 处 
理 .常见 的 稀 朴 矩阵 有 以 下 几 种 形式 ,其 中 非 零 元 素 在 实 线 上 或 阴 
影 区 域 . 





图 6.1 一 般 带 状 和 矩阵 图 6.2 分 块 三 对 角 阵 
带宽 十 9 十 1 





图 6.3 加 边 带 状 抵 阵 图 6.4 加 边 对 角 块 矩阵 





图 6.5 变 带宽 带 状 和 矩阵 图 6.6 加 边 的 块 三 角 型 矩阵 


更 一 般 的 形式 是 某 种 绝 大 多 数 元 素 为 零 , 但 非 零 元 素 分 布 不 
大 规则 的 矩阵 ， 
具有 稀 朴 系数 矩阵 的 方程 组 称 为 稀 朴 方程 组 (sparse systems 
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of linear equations). 常用 的 解法 都 是 针对 稀 玻 矩阵 的 具体 类 型 而 
提出 的 特殊 方法 ,各 种 方法 仍然 依据 直接 法 的 一 般 原 理 . 如 6.7 节 
是 针对 图 6. 1 的 一 般 带 状 方程 组 和 图 6. 2 的 分 块 三 对 角 块 方程 组 
设计 的 解法 ,采用 了 适当 的 技术 处 理 , 从 而 大 大 节省 了 计算 量 和 存 
储量 . 


6.8.2 高 斯 消去 法 解 大 型 稀疏 方程 组 所 要 求 的 形式 


1. 预 处 理 

消去 法 或 直接 三 角 分 解法 是 解 大 型 稀 朴 方程 组 的 有 力 工 具 . 
以 消去 法 为 例 , 消 去 过 程 中 4 的 零 元 素 位 置 上 一 般 将 出 现 一 些 新 
的 非 零 元 素 , 称 为 填 入 (fill-in). 希望 总 的 填 人 量 最 小 ,所 以 ,在 某 
些 情况 下 ,在 进行 消 元 之 前 , 需 适 当地 重新 排列 方程 和 未 知 数 的 次 
序 , 称 为 对 和 矩阵 作 预 处 理 (precondition). 比如 , 设 有 两 个 系数 矩阵 
4 和 卫 : 


米 
来 
炒 

来 来 来 来 


其 中 * 表示 非 零 元 素 . 若 对 系数 矩阵 为 4 和 呈 的 方程 组 分 别 用 高 
斯 法 消 元 一 步 , 则 对 应 的 系数 答 阵 形式 分 别 为 


水 阔 来 
来 
关 
号 
| 
来 
可 水 事 冰 
加 


这 里 4 一 4,B0) 一 吾 ,42 的 右 下 角 的 (一 1) X (一 1) 子 阵 可 能 
是 满 矩 阵 , 它 的 填 人 量 较 大 ,而 B2 没有 填 人 ,消去 了 最 左下 角 的 
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一 个 元 素 .所 以 事先 要 对 4 进行 行列 交换 , 即 找 排列 矩阵 已, 使 
P4P"” 有 了 呈 的 形式 . 

2. 高 斯 消 元 法 所 需要 的 形式 

如 果 有 可 能 ,对 系数 矩阵 4 作 预 处 理 成 A ,使 它 有 图 6.6 的 形 
式 , 即 下 


4 Ab 人 ml ip 
4 … 42 Ap 
Aa 一 风 ; : 
At 六 
hp 4 0 or 人 pp 
其 中 对 角 线 上 的 子 矩阵 hi,(i 一 1,2,…，,z) 都 是 非 奇 异 方 阵 . 从 对 


角 块 4x 的 非 零 元 素 中 选取 主 元 素 . 如 果 从 hu 开始 ,依次 往 下 进 
行 ,那么 填 人 数 仅 局 限 在 人 中 那些 标 出 的 块 矩 阵 内 . 如 果 4 是 对 
称 的 ,4 也 表示 成 对 称 形式 ,如 图 6. 4 的 加 边 对 称 对 角 块 形式 ,这 
样 做 可 节省 存储 量 , 仅 需 存 人 的 主 对 角 线 和 主 对 角 线 上 方 的 阴影 
部 分 的 元 素 . 当 双 是 正定 矩阵 时 ,不 迭 主 元 , 则 消 元 过 程 能 保持 对 
称 性 且 不 必 存 储 下 三 角 部 分 . 


6.8.3 压缩 存储 形式 


一 般 以 压缩 的 形式 在 计算 机 里 存储 大 型 稀 玉 和 矩阵 ,也 就 是 说 
尽量 少 占 用 内 存 空 间 , 最 好 不 存 或 尽量 少 存 系数 矩阵 4 的 零 元 
素 , 同 时 给 出 必要 的 索引 信息 ,以 便 方便 地 找到 所 要 用 的 非 零 元 素 
在 4 中 的 位 置 . 而 且 当 运 算 过 程 中 产生 新 的 非 零 元 素 时 ,有 位 置 
能 方便 地 将 它们 填 人 .下 面 列 出 三 种 类 型 稀 朴 矩阵 的 压缩 存储 形 
式 (packing storage scheme) 及 相应 的 稀 朴 方程 组 的 特殊 解法 . 

《1) 形 如 图 6. 1 的 等 带宽 带 状 矩 阵 的 存储 ( 见 6.7. 3 节 ). 将 
带宽 为 2m 十 1 的 带 状 和 矩阵 4 存放 在 一 个 长 方形 数组 C(1 : 1: 
2z 十 1). 有 与 之 相应 的 带 状 方程 组 列 主 元 消去 算法 6. 7. 6. 
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(2) 形 如 图 6. 1 的 等 带宽 对 称 带 状 矩阵 的 存储 ( 见 6. 7. 4 
节 ). 将 4 的 半 带 区 存放 在 一 个 矩形 数组 C(1 : n,1 : mm 十 1), 有 与 
之 相应 的 对 称 正 定 带 状 方程 组 的 算法 6.7. 8. 

(3) 变 带 宽 对 称 和 矩阵 的 存储 ,用 两 个 一 维 数组 : 一 个 是 数组 
a(1l: bp), 将 4 各 行 的 第 一 个 非 零 元 至 对 角 元 (包括 对 角 元 ) 依 次 
按 行 排列 ,并 令 cs.。(i 一 1,2,…,m) 表 示 4 的 各 行 的 第 一 个 非 零 元 
素 , 则 
a(1: 记 ) 一 (an 1Qam yQ22 1Qam 1Q33 17Qani 9 Gom 
其 中 了 祖 一 写 G 一 mm 十 1) 是 数组 a 中 元 素 的 个 数 . 另 一 个 一 维 整 
型 数组 d(0 : nm) ,其 中 dC0)=0,d(GiD,i 一 1,2,…，m 标 记 对 角 元 
ww 在 数组 a 中 的 序号 . 

矩阵 4 的 元 素 ay 处 于 数组 a 中 的 第 d (iD 一 ii 个 位 置 上 , 即 

中 一 ad(Gi) 一 i 十 7 
aim 中 的 列 下 标 m, 的 计算 公式 为 
mi 一 1 一 (d(Gi) 一 di 一 1)) 十 1， 1 一 1, 2 

例 6.8.1 按 行 压缩 存储 5 阶 变 带宽 对 称 和 矩阵 ,并 在 数组 a 
中 找 4 的 元 素 atz. 

解 Qill 


asz as 0 as5 
@ 一 (al ,as yazs yasz yaas yaiay0yadt ,asz yasay0y ass )， 
4 一 (0,1,3,5,8,12)， 
ai 一 a(d(4) 一 4 十 2) 一 a(6)， 
这 种 压缩 存储 形式 称 为 包 络 存储 (envelope storage), 由 于 包 
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络 内 的 零 元 素 也 存储 ,所 以 对 一 般 随 机 稀 朴 矩阵 不 是 很 节省 内 存 
空间 ,但 判断 矩阵 结构 较 方便 . 下 一 节 的 对 称 正 定 稀 政 方程 组 的 解 
法 是 针对 这 种 包 络 存储 设计 的 特殊 解法 . 

实际 使 用 的 存储 方式 还 有 很 多 种 ,它们 都 是 构造 稀 酸 方 程 组 
高 效 算 法 的 关键 . 如 逻辑 尺 法 ,链表 法 以 及 用 3 个 一 维 数组 存储 随 
机 非 对 称 矩 阵 的 方法 等 . 进一步 了 解 可 参考 文献 L39] 等 . 


6.8.4 对 称 正 定 稀 疏 方 程 组 的 解法 


对 称 正 定 稀 政 方程 组 的 解法 ,适用 于 求解 大 型 线性 方程 组 
4X 一 也， (6.8.1) 
其 中 4ER"”" 是 对 称 正定 稀 朴 阵 , 克 ,E R""(m 二 1). 也 就 是 说 ， 
可 以 同时 处 理 系 数 和 矩阵 为 4 的 mm 个 方程 组 . 
先 对 4, 再 对 吕 分 别 作 如 下 的 分 解 ; 
4=LDLT， (6.8.2) 
8 一 LD5， (6.8.3) 
其 中 工 为 单位 下 三 角 和 矩阵 (六 一 1 一 1,2， mi 一 0,i<j)， 了 一 
diag(di ,dz ,…，*d) 为 对 角 和 矩阵 . 盏 (5 )。xw- 
设 和 矩阵 4 各 行 的 第 一 个 非 零 元 素 是 aa ,ii 一 1,2,…,. 记 
zz 一 max(7zi yz ), 则 由 式 (6. 8. 2) 和 式 (6. 8. 3) ,根据 矩阵 乘法 规 
则 ,推出 矩阵 工 ,D 和 巨 的 元 素 的 下 列 计算 公式 . 


产 ? 
点 =(w 一 大 友 ， 了 一 mi 十 1 一 1 一 23sn 
娄 一 my 


记 -1 
站 一 必 一 > 5d， zz 一 1】 ,2 二 5 
二 
四 
及 一 (号 一 局 辐 于 )/d， 守 12 大 一 12 
押 咱 


将 式 (6. 8. 2) 和 式 (6. 8. 3) 代 人 式 (6. 8. 1) ,得 到 
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工 7K 一 震 . (6. 8.4) 
这 样 ,方程 组 (6. 8. 1) 的 求解 归结 为 方程 组 (6. 8. 4) 的 求解 . 
算法 6.8.2 ”对称 正 定 稀 朴 方程 组 的 解法 
求解 对 称 正 定 稀 朴 方程 组 4AX 一 了 ,其 中 4ER"m,X,8E 
R“”(m 二 1). 对 4 采用 6.8.3 节 (3) 的 变 带宽 压缩 存储 方式 : 用 
一 维 数 组 a(1 : 训 ) 和 一 维 整 型 数组 4d(0 : z) 存 放 对 称 和 矩阵 4, 和 矩阵 
曙 存 放 在 二 维 数组 5(1 :mn,1:m) 的 位 置 . 最 终 解 X 也 存放 在 
5(1: my1: mm) 的 位 置 ， 
(1) 计算 矩阵 工 ,D 和 瑟 . 工 的 元 素 存 放 在 数组 a(1: 加 ) 中 人 4 
元 素 的 相应 位 置 江 的 对 角 线 元 素 不 存 . D 的 元 素 必 存放 在 a(1 : 思 ) 
中 au 相应 的 位 置 . 吾 存 放 在 5(1 : ,1 : xz) 的 位 置 . 
对 于 ;一 1,2，…) 
@ 计算 
TI 一 dG) 一 冯 MI 一 mm =i 一 (dG) 一 di 一 D) 十 1， 
Q@ 对 于 j = 一 MI,MI 十 1,…,i 
J= dO) 一 方 MJ 二 四 =) 一 (dO) 一 4 一 D) 十 1; 
AM ii 一 max(NMT,AMTJ) 一 max(zay75) 


广 ! 
a(T 十 j) := a( 十 7 一 > ya(T 十 及 "ad(R))。a(J 十 ) 


一 AM 
如 果 jj 一刀 则 转 (3)， 
否则 a(! 十 力 :=a(CT 十 站 yaCdG)); 
CiK) :一 5(Gi) 一 GCT 十 站。a(d())。b07)， 
太一 1 2，… ,7 
图 如 果 a(I 十 切 =0 则 计算 停止 (这 时 4 非 正定 ) 
否则 bi,R) :一 bi)Va(Cd(Ci)) 一 1，2，…7 
(2) 求解 方程 组 LTx 一 互 . 
对 于 ;一 pm 一 1, ,1 
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@ 计算 
了 一 di) 一 1; 
MT 一 Mi 一 1 一 (CdG) 一 di 一 1)) 十 1 
@ 对 于 JJ 一 MT, MT 十 1,……i 一 1 
2 ,) :一 0,R) 一 CC 十 77。D(GiR)， 大 一 127 


6.9 误差 分 析 


6.9.1 和 矩阵 的 条 件数 和 病态 方程 组 
先 看 一 个 例子 . 设 方程 组 


2 6 8 
( )( 佐 )- ( ) (6. 9.1) 
2 6.00001 八 z /一 \8g.ooool 


有 精确 解 (1,1) ,对 系数 矩阵 和 方程 的 右 端 项 作 微 小 的 变化 ,考虑 
扰动 后 的 方程 组 


aa 
2 5.99999 狼 za 8.00002 凡 


其 准确 解 是 (10,2)7. 扰动 后 的 方程 组 的 解 面目 全 非 了 , 真 所 谓 “ 差 
之 毫 厘 , 失 之 于 里 ”, 这 种 现象 的 出 现 完 全 是 由 方程 组 的 性 态 决 
定 的 . 

定义 6.9.1 如 果 方 程 组 hx 一 记 中 ,矩阵 4 和 右 端 项 训 的 变 
化 164 1 和 路 52 | 微小 ,引起 解 向 量 x* 的 变化 很 大 , 则 称 4 为 关 
于 解 方程 组 和 和 抢 阵 求 赣 的 病态 矩阵 , 称 相应 的 方程 组 为 病态 方程 
组 (ill-conditioned system of equations). 反之 ,如 果 上 84 | 和 
| 82 微小 , | sx | 也 微小 , 便 称 4 为 良 态 矩阵 和 4xr 一 为 良 态 
方程 组 (well-conditioned system of equation). 

矩阵 的 条 件数 (condition number of matrix) 在 某 种 程度 上 能 
刻画 方程 组 解 对 问题 数据 的 敏感 程度 . 
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定义 6.9.2 设 4 为 非 奇异 阵 , | ， | 为 一 种 诱导 矩阵 范 数 ， 
则 称 数 
cond,(4) 一 141 4- 1。 
为 矩阵 的 条 件数 . 
常用 的 矩阵 条 件数 为 
cond- (4) 一 | 41- 4 


呈 Max(AA) 
cond: (4) 一 1 4114 外 一 /和 eeCAT4J 


cond (4) = 1 4 四 14- 
其 中 Ms(4T4) 和 ma(474) 分 别 是 半 正 定 和 矩阵 4:4 的 最 大 和 最 
小 特征 值 . 称 cond: (4) 为 矩阵 4 的 谱 条 件数 (spectral condition 


number). 当 4 对 称 时 ,cond: (4) 三 PE CA 





Anax( 太 ) 
Maio(4) 


条 件数 有 如 下 性 质 : 

定理 6.9.3 设 4ER"“" 非 奇异 , 则 有 

(1) cond(4) 三 1,cond(4) 一 cond(4 -1); 

(2) 若 4 为 本 矩阵 (4A84 一 了 或 正 交 矩阵 (4I4 一 D, 则 
cond: (4) 一 1, 达到 条 件数 的 最 小 值 ; 

(3) 若 了 D=diag(d ,ds,…ad,) 为 对 角 和 矩阵 , 则 cond(D) 二 
玫 41/ 晤 4 

(4) 若 也 为 正 交 和 矩阵, 则 cond: (4) 一 cond*(4U) 一 cond:(U4 ); 

(5) cond(a4 ) 一 cond(4) ,YaE Ra 天 0. 


6.9.2 方程 组 的 敏感 性 
设 方程 组 


时 ,cond:(4) 一 


4x = 一， 〈6.9.2) 
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和 矩阵 4 和 右 端 项 分 别 有 扰 动 (微小 变化 或 称 误 差 )84 和 6b, 必 
然 引起 解 x 的 扰动 gx ,这 时 ,实际 得 到 的 解 是 * 十 sx , 它 满足 扰动 
方程 组 
(4 十 834)(r 十 Sr) 一 六 十 0 
定理 6.9.4 设 4 为 非 奇 异 阵 ,# 天 0, 而 且 | 54 | 充分 小 ,使 
14 14841 二 1, 则 有 估计 式 


| sx | nd(4) 6 || | 64 1 
和 人 1 人 十 -AT 


(6.9.3) 
推论 6.9.5 在 定理 6.9.4 的 条 件 下 , 若 84 王 0,b 天 0, 则 有 


| sx | -一 外 62 | 
-> 相 到 cond(4A) 本 


推论 6.9.6 在 定理 6.9.4 的 条 件 下 , 若 88 一 0,684 天 0, 则 有 


| sx | |64 1 
1 网 
[| Ta (1 十 O(C1164 |)) 


由 此 可 见 , 当 矩阵 4 的 条 件数 是 个 大 数 时 ,如 和 A 的 微小 扰动 
的 和 64 ,会 引起 方程 组 (6. 9. 2) 的 解 向 量 有 很 大 的 扰动 | sx | . 解 
对 扰动 非常 敏感 ,也 就 是 说 当 cond(4) 六 1 时 ,4x 一 是 病态 方程 
组 ,4 是 病态 的 ; 当 cond(4) 相 对 较 小 时 ,4x 一 "是 良 态 方程 组 ,4 
是 良 态 的 . 

例 6.9.7 希 尔 伯 特 (Hilbert) 矩 阵 








挟 cond(4) 








1 1 1 

2 2 3 四 

1 工 并 浊 : 1 
末 =|2 3 4 z 十 1 
工 1 汪 一 人 人 
如 九 十 72 2 


是 典型 的 病态 阵 . 因为 cond: ( 瑟 , ) 和 1. 55 X 104, cond, (再 ) 全 
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1.49X107,cond:(Hs)<:1.53X10%, 随 ”的 增加 , 刀 , 的 病态 越 严 
重 . 相应 的 方程 组 下.x* 一 5 是 病态 方程 组 . 

值得 注意 的 是 : 不 能 笼统 地 说 某 个 矩阵 是 病态 的 . 因为 一 个 
矩阵 可 能 对 求解 方程 组 和 和 矩阵 求 道 是 病态 的 ,但 对 求 特 征 值 来 说 
却 是 良 态 的 ， 

利用 条 件数 可 得 出 另外 一 个 重要 结论 . 设 * 是 方程 组 (6. 9. 2) 
的 精确 解 ,z 为 近似 解 ,r= 一 8 一 4E 为 对 应 于 关 的 剩余 向 量 , 则 有 如 
下 的 误差 估计 . 

定理 6.9.8 设 方程 组 (6. 9. 2) 中 的 4 非 奇异 ,5 天 0, 则 有 





< 让 
这 说 明 ， 小 的 剩余 向 量 "并 不 意味 着 的 高 精度 . 对 良 态 方程 
组 ,小 的 意味 着 六 较 精确 ,而 对 病态 方程 组 ,即使 r 的 范 数 很 小 ， 
但 仍 有 很 大 的 误差 ， 


6.9.3 ”病态 方程 组 的 解法 


对 于 病态 方程 组 ,最 有 效 的 解法 是 采用 高 精度 运算 ,如 双 精 
度 .扩充 精度 .四 倍 精度 以 及 更 高 的 精度 ,以 改善 或 减轻 方程 组 的 
病态 程度 . 如 果 用 无 限 精度 运算 , 即 不 存在 伟人 误差 ,即使 矩阵 的 
条 件数 很 大 ,也 没有 病态 可 言 . 
另 一 种 有 效 的 方法 是 在 计算 机 运算 精度 受 限 制 的 情况 下 ,也 
可 以 对 病态 方程 组 作 预 处 理 , 改 善 方程 组 系数 矩阵 的 条 件数 . 
设 有 预 处 理 和 矩阵 已 ,对 方程 组 (6. 9. 2) 预 处 理 后 的 方程 组 为 
P4x 一 吓 ， 《6. 9.4) 
使 
cond(P4 ) < cond(4)， (6.9.5) 
从 而 方程 组 (6. 9.4) 是 良 态 的 . 可 选择 本 章 的 任何 一 种 合适 的 方法 
求解 . 
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6.9.4 合 入 误差 


设 x 和 z 分 别 是 方程 组 (6. 9. 2) 的 精确 解 和 计算 解 . 跟踪 计算 
过 程 逐 步 分 析 舍 人 误差 来 获得 误差 ‖ x 一 三 | 的 界 , 称 为 向 前 误差 
分 析 法 (forward error analysis). 把 计算 过 程 含 人 误差 对 解 的 影响 
归结 为 原始 数据 扰动 对 解 的 影响 , 称 这 种 分 析 舍 人 误差 的 方法 为 
向 后 误差 分 析 法 (backward error analysis). 后 者 是 目前 常 采用 的 
方法 . 具体 地 说 ,要 寻找 原始 数据 的 某 种 扰动 由 和 站 ,使 得 计算 
解 二 严格 地 满足 

(4 十 弛 ) 三 一 训 十 吧 . 

找到 这 样 的 内 和 60 后 , 便 可 利用 式 (6. 9. 3) ,估计 误差 ‖x 一 大 站 
的 界 . 

已 经 对 各 种 直接 法 作 了 详细 地 误差 分 析 , 得 到 了 相应 的 
1 6a4 1 和 2 下 的 上 界 .下 面 列 出 与 几 个 主要 算法 有 关 的 结果 . 

设 ? 是 矩阵 4 的 阶 ; 上 是 计算 机 尾数 的 字 长 ; a 是 矩阵 4 的 
按 模 最 大 的 元 素 , 即 4 一 ,四 ax,|ay | . 

1. 高 斯 消去 法 

1 4 直 委 ciGa(2 守 十 权 )2 玫 动 儿 一 0， (6.9.6) 

其 中 cus*l1,G 为 消 元 过 程 中 矩阵 元 素 的 最 大 增长 因子 , 即 G==- 
,naX， |a 史 | /aa 多 是 第 & 一 1 次 消 元 后 得 到 的 矩阵 4 史 一 (ag)。 
0OSkEn 一 ! 5 
的 元 素 ,40) 一 4. 

对 于 列 主 元 消去 法 有 C 委 2 ,增长 因子 增长 很 快 , 达 到 界 
2 一 :的 矩阵 确实 存在 ,但 这 种 情况 极 少见 ， 

对 于 完全 选 主 元 消去 法 有 G<(n .2 .3 .全 。 
nm) ,这 时 G<2xte ri ,因此 ,增长 因子 增长 缓慢 . 

当 14 1 la | <1 时 ,将 式 (6.9.6) 代 和 人 式 (6.9.3), 便 得 
到 计算 解 寺 的 相对 误差 界 
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X 一 让 | 1C 
- 负 zx 一 庆 |- | 计 <<cond) (一 Te 人 六 亿 )Cm 二 加 2 
(6.9.7) 

2. 直接 三 角 分 解法 . 结果 与 高 斯 消去 法 类 似 

3. 对 称 正 定 矩 阵 的 楚 列 斯 基 分 解法 
上 4 外 .入 ca(222 十 mm2)27， | 外 2 儿 -一 0， 

计算 解 x 的 相对 误差 界 为 
二 cond(4) 人 ER 十 公 )2-， 

cx 1. (6.9.8) 


从 式 (6. 9.7) 和 式 (6. 9.8) 看 出 ,和 矩阵 4 的 阶 数 越 高 .条 件数 
越 大 .计算 机 字 长 越 短 和 增长 因子 越 大 , 则 含 人 误差 对 解 的 影响 越 
严重 . 因此 ,直接 法 的 计算 精度 取决 于 所 选取 的 算法 ,方程 组 性 态 、 
所 用 计算 机 字 长 和 矩阵 的 规模 . 当然 这 些 估 计 式 都 是 严格 上 界 , 往 
往 是 保守 的 . 经 验 表明 消去 法 有 如 下 结果 


外 x 一 过 |- 


< 妈 cGmn2-cond- (4)， 
| xl 
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7 求解 线性 代数 方程 组 的 迭代 法 
7.1 定常 迭代 法 的 基本 概念 


考虑 线性 代数 方程 组 
hr 一 5，4EReo，x5 ER (7.1.1) 
假设 4 非 奇 异 , 方 程 组 有 惟一 解 x .上 式 总 可 以 等 价 地 写成 
一 Bx 十 矿 (7.1.2) 
给 定 初 始 向 量 x' > ER" ,可 构造 迭代 公式 
xn 一 Br 十 让 ，R 一 0,1,2,， 二 


其 中 的 BE R”" 称 为 和 迭代 矩阵 (iteration matrix). 
定义 7.1.1 如 果 和 迭代 法 (7.1.3) 生 成 的 序列 {x' } 满 足 
limx” 一 X，VYVxoOER， 
则 称 该 和 迭代 法 收敛 . 否则 称 为 发 散 . 
定理 7.1.2 和 迭代 法 (7.1.3) 收 敛 的 充分 必要 条 件 是 poCB) 一 1， 
其 中 p(B) 是 迁 代 和 矩阵 轧 的 谱 半径 . 
定理 7.1.3 设 x'* 是 方程 (7. 1. 2) 的 惟一 解 ,|‖| 。 儿 ,是 一 种 
向 量 范 数 ,对 应 的 从 属 矩 阵 范 数 | 8 外 <1, 则 由 迭代 式 (7.1. 3) 产 
生 的 向 量 序列 {x'” } 收 敛 且 满足 


(b xx，|| 运 | 吾 小 (6 (和 1D 
| x x ”小 过 1 二 征 呈 下 | x 攻 小 ， 
| 8 | 
xc 一 Y | 去 > 上 一 0 |. 
| 外 < 让 秆 六 一 ze 下 


虽然 」 妃 儿 , 越 接近 于 零 , 序 列 {xz@% } 收敛 越 快 , 当 |‖ 了 |]1 
时 ,序列 {x%} 收 敛 非常 慢 . 总 有 po(B) 近 1‖ 吾 | 上 ,所 以 o(B) 越 小 , 收 
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敛 越 快 . 


定义 7.1.4 Ri(CB) 一 一 In | Be |‖ 土 , 称 为 欠 代 法 (7.1. 3) 的 平 
均 收 敛 率 (average convergence rate). 

定义 7.1.5 R(B) 一 一 lno(B), 称 为 迭代 法 (7.1.3) 的 渐 近 收 
钱 率 (gradual rate of convergence) ,或 称 渐 近 收 敛 速度 . 

从 方程 组 (7. 1.1) 出 发 ,可 以 由 不 同 的 途径 得 到 不 同 的 等 价 方 
程 组 (7. 1. 2) ,从 而 构成 不 同 的 迭代 法 (7. 1. 3). 通常 4 可 分 裂 为 


4=M 一 N， (7.1.4) 
其 中 M 非 奇 异 且 M- :易于 计算 , 代 人 公式 (7.1.1) 得 
x 一 MTINx 十 MD. (7.1.5) 


令 B=MT-IN 一 [一 M- 4 一 MD ,得 迭代 公式 (7.1.3).4 的 不 
同 分 解 方式 ,可 得 到 不 同 的 迭代 方法 , 称 为 求解 方程 组 的 分 型 法 
(splitting method). 


7.2 雅 可 比 和 迭代 法 、.JOR 法 和 REF 法 


设 方程 组 
4x 一 5,AER"Y,DER" 量 4 非 奇 异 . 可 以 把 4 分 解 为 
4 一 也 一 工 一 吕 ， 7. 2. 1) 
其 中 D 为 对 角 和 矩阵 , 即 也 =diag(an ,az ,…，*am), 工 和 LU 分 别 为 4 
的 严格 下 三 角 部 分 和 严格 上 三 角 部 分 的 反 号 , 即 


0 aliz Qi … Gin 

0 0 
ai aan 
0 23 2 

工 ， 了 王 一 0 
0 人 
Qnl ”Qnr 一 

1 1 0 


设 D 为 非 奇异 矩阵 , 即 as 天 0,i 王 1,2,…,. 对 应 于 一 般 形 式 
的 4 的 分 解 式 (7. 1.4) , 取 M=D,N 一 工 十 U, 代 人 公式 (7. 1.5) ,得 
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到 和 迭代 方法 
et 一 D 人 十 UDxteo 十 DT1b， 
称 为 雅 可 比 (Jacobi) 和 迭代 法 ,简称 ] 法 . 令 轧 一 站 ( 工 十 D) , 称 为 


雅 可 比 和 迭代 和 矩阵 . 
本 法 的 分 量 形式 为 
《4+1) -一 1 本 《) 一 ee 
工 (他 -站 Z2 |， 上 一 0,1,2,…。 (7.2.2) 
定理 7.2.1 丁 法 收敛 的 充分 必要 条 件 是 其 迭代 矩阵 蕊 的 谱 
”半径 o(B)) 一 1. 


定理 7.2.2 设 4=4T, 了 =diag(a az, ,as。),a 二 0, 一 
1,2,…,m, 则 丁 法 收敛 的 充分 必要 条 件 是 4 及 2D 一 4 均 正 定 . 

定理 7.2.3 若 | 5 站 一 1( 某 种 向 量 范 数 导出 的 矩阵 范 数 ) ， 
则 解 hx 一 已 的 芽 法 收敛 . 

定义 7.2.4 设 4ER“”", 如 果 存 在 排列 矩阵 下 使 得 

且 岂 

C 五 
其 中 下 和 百 是 方 阵 ,0 是 零 矩 阵 , 则 称 4 为 可 约 矩阵 (reducible 
matrix)( 或 可 分 和 矩阵), 和 否则 称 4 为 不 可 约 和 矩阵 (irreducible 
matrix)( 或 不 可 分 矩阵 ). 

定义 7.2.5 设 4=(aj),ER"", 如 果 


P4P 一 一 ( 


| ao > > |o |， 到 去 ( 吧 瑟 5 
季 ， 
且 至 少 对 一 个 闽 有 
1osl>2>)1al， (7.2.4) 
7=1 


则 称 4 是 弱 对 角 占 优 的 (weakly diagonally dominant). 如 果 严 格 
不 等 式 (7.2.4) 对 1 过 ;过 ”都 成 立 , 则 称 4 是 严格 对 角 占 优 的 
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(Cstrictly diagonally dominant). 


定理 7.2.6 设 4 为 严格 对 角 占 优 或 不 可 约 弱 对 角 占 优 拖 
阵 , 则 解 kx 一 的 丁 法 收敛 . 


代 法 
XettD 一 2 一 aaD-IC4Ax 一 D))， 天 一 0,1,2……， 
《2 

称 为 雅 可 比 超 松 弛 法 ,简称 JOR 法 (Jacobi over relaxation 
method). 其 迭代 矩阵 Bo 一 工 一 oDD 一 4. 

定理 7.2.7 若 4 为 对 称 正定 矩阵 , 则 当 2wD 一 4 为 正定 
矩阵 时 , 解 4x 一 总 的 JOR 法 收敛 . 

定理 7.2.8 设 4 为 对 称 非 奇异 矩阵 且 其 对 角 线 元 素 均 为 . 
正 , 即 cs 二 0G 一 1,2,…,n), 则 解 4x 一 训 的 JOR 法 收敛 的 充分 必 
要 条 件 是 4 与 2o-:D 一 4 均 为 正定 .其 次 ,2w-D 一 4 正定 等 价 于 
ER 
其 中 pu 是 矩阵 B=I 一 D-:4 的 最 小 特征 值 . 

定理 7.2.9 当 解 hx 一 的 丁 法 收敛 时 ,JOR 法 对 0 一 o 生 1 收敛 . 


取 M= 二 ,N 一 荆 T[ 一 4, 由 式 (7.1.5) 得 到 RF 法 (Richardson 


二 





0<sw 一 


method) : 
XCtD 一 xD 一 (hx 一 5)， 大 一 0,1, 2 《7.2.6) 

令 Bar 一 I 一 oh , 称 为 RF 法 迭代 矩阵 . 其 中 实数 w 为 迭代 参数 . 

设 只 = diag(w ,ws ,…,ow) ,构造 如 下 变 参 数 和 欠 代 法 : 

xD 一 xD 一 DOArb 一 b)， 大 一 0,1,2，…， CRY， 
称 为 广义 理 查 森 法 ,简称 GRF 法 . 

定理 7.2.10 若 4 对 称 正 定 , 则 当 28- 一 4 为 正定 矩阵 时 ， 
解 4x= 一 户 的 GRF 法 收敛 . 
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7.3 高 斯 - 赛 德 尔 先 代 法 


设 方 程 组 
4r 一 0，A4ERe，DbxER， (7.3.1) 
其 中 4 非 奇异 且 有 分 解 式 (7. 2. 1) ,as 天 0, 必 一 1,2,，…， 
对 应 于 4 的 一 般 分 解 式 (7. 1.4) , 取 M 王 了 一 工 ,N= 品 , 代 人 公 
式 (7. 1. 5) ,得 和 迭代 法 
Xe 一 (也 一 工 ) 一 Ux' 十 (一 卫 )-18， 大 一 0,1,2,…， 
(7.3.2) 
称 为 高 斯 - 赛 德 尔 (Gauss-Seidel) 和 迭代 法 ,简称 G-S 法 . 令 Bcs 三 
人 一 志 ) 一 0U, 称 它 为 G-S 和 迭代 和 矩阵. 
G-S 法 的 分 量 形式 ， 
这 过 过 (4 一 忆 Zz 人 5D 一 2。 xz?o) ， 了 TI 一 1 2 
定理 7.3.1 G-s 法 收 伍 的 充分 必要 条 件 是 其 迁 代 矩阵 Bcs 
， 的 谱 半径 o(Bcs) 一 1. 
定理 7.3.2 若 |‖Bcsl, 一 1( 某 种 向 量 范 数 导 出 的 矩阵 范 
数 ), 则 解 4Ax 一 训 的 G-S 法 收敛 . 
定理 7.3.3 设 4 对称 正 定 , 则 解 4x 一 的 G-S 法 收敛 . 
定理 7.3.4 设 4 是 严格 对 角 占 优 或 不 可 约 弱 对 角 占 优 扼 
阵 , 则 解 4x 一 的 G-S 法 收敛 . 
定理 7.3.5 设 丁 法 的 迭代 和 矩阵 及 一 (2 )， 为 非 负 和 矩阵 ( 即 _ 
外 一 0, 久 全 0,1< 守 jj 入 ), 则 下 列 关系 有 一 个 且 只 有 一 个 成 立 : 
(1) po( 西 ) 一 o(Bcs) 一 0; 
(2) 0 一 o(Bcs)< 一 p(B)) 一 1; 
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(3) p(CB)) 一 pCBes) 一 1; 

(4) 1<p(B)<p(Bcs). 

定理 7.3.5 说 明 , 在 定理 假设 条 件 下 ,可 法 和 G-S 法 同时 收 
敛 ,同时 发 散 . 若 收敛 , 则 G-S 法 收敛 速度 比 法 快 . 


7.4 ”逐次 超 松弛 迭 代 法 


7.4.1 逐次 超 松弛 和 迭代 法 


逐次 超 松弛 (successive over relaxation) 法 的 缩写 为 SOR 法 ， 
SOR 迭代 法 是 解 大 型 稀 朴 矩阵 方程 组 的 有 效 方法 之 一 .求解 方程 
组 (7. 1. 1) 的 SOR 迭代 的 分 量 形式 为 
tt 一 (] 一 o) 间 +o( 迷 一 允 2 一 


j1 


当 az 多 】 (人 王 1,2,oz)， (7.4.1) 


jj 一 秆 1 Q 

称 wo 为 松弛 参数 或 松弛 因子 (relaxation factor) , 称 0 一 一 1 的 和 迭 
代 过 程 (7.4. 1) 为 低 松 弛 方法 (under-relaxation method). 对 于 一 
些 方程 组 ,用 G-S 迭代 法 得 不 到 收敛 解 或 不 收敛 ,但 用 低 松 弛 方 
法 却 是 收敛 的 . 称 w>1 的 和 迭代 过 程 (7. 4. 1) 为 超 松弛 方法 (over- 
relaxation method) ,此 法 可 以 加 速 G-S 迭代 方法 的 收 和 敛 .w=1 的 
迭代 过 程 (7. 4. 1) 就 是 G-S 迭代 公式 . 

设 方程 组 (7. 1. 1) 的 系数 矩阵 4 有 分 解 式 (7. 2. 1). 对 于 实数 


ww, 取 M= 荆 CD 一 oL),N= 二 (CI 一 o)D+wU), 代 入 式 (7 中 进 


得 到 SOR 迭代 法 的 矩阵 形式 : 
xD 一 (一 oF) 辣 (1 一 o)D 十 oUDxze 十 w( 卫 一 oF) 一 5 
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K 一 0,1,2,…. (7.4.2) 

令 Bsog 一 (D 一 oFL)-:(CG 一 o)D 十 woU), 称 Bsog 为 SOR 和 迭代 法 的 
迁 代 矩阵. oCBsos ) 为 其 谱 半 径 . 

定理 7.4.1 对 任意 的 4ER” ,ai 天 0,i 一 1,2,…，m* 则 对 所 
有 实数 ,有 o(Bson) 这 |w 一 1|. 

定理 7.4.2 解 4x= 户 的 SOR 法 收 伍 的 充分 必要 条 件 是 
pf(Bsog) 一 1. 

定理 7.4.3 设 4ER”",4 对 称 正定 , 且 0 一 o 一 2, 则 解 4x 一 
必 的 SOR 法 收敛 . 

定理 7.4.4 设 4 为 严格 对 角 占 优 或 不 可 约 弱 对 角 占 优 矩 
阵 , 旦 0 一 o 生 1, 则 解 4x 一 六 的 SOR 法 收敛 . 

定理 7.4.5 设 4AER'””", 若 4 为 具有 正 的 对 角 线 元 素 的 对 
称 矩 阵 , 且 0 一 o 一 2, 则 解 hx 一 访 的 SOR 法 收敛 当 且 仅 当 4 是 正 
定 的 . 


7.4.2 性 质 鹤 和 相 容 次 序 
定义 7.4.6 如 果 矩 阵 4 具有 形式 


D，Dn 
工 ， 也 ，U， 
4 一 了 …，“ ， (7.4.3) 
区 也 呈 有 二 二 
工 。 卫 。 


其 中 也 为 对 角 线 型 方 阵 , 工 ,D, 为 相应 阶 数 的 长 方 阵 , 则 称 4 为 
D 型 分 块 三 对 角 和 矩阵 (diagonal form of partitioned tridiagonal 
matrix) . 
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4 一 as 0 as ai ai 0 ass 


<- 


D，U， 
工 D:，， U: 

工 。 了 ， 
4: 是 D 型 分 块 三 对 角 和 抢 阵 ， 

定义 7.4.8 设 4ER”" ,如果 存在 一 个 排列 矩阵 PP 使 得 
D， 
并 "|， 
其 中 Di ,D: 为 两 个 对 角 和 矩阵 , 则 称 矩 阵 4 具有 性 质 鹤 (property 
闪 ). 

性 质 鹤 的 更 确切 定义 如 下 : 

定义 7.4.9 设 4ERrx"， 夫人 下 所 和 礁 人 全 
碎 ={11,2,…,2)} 分 成 两 个 不 相交 的 子 集合 Si ,S:( 即 S, 十 S, 王 
S, 与 S, 无 公共 元 素 ) ,使 得 矩阵 4 AAA 
ai fi 天 7 力 的 足 标 对 (四 均 满 足 iES,jiES: 或 iES:jES, 则 称 
此 矩阵 具有 性 质 准 . 

例 7.4.10 用 定义 7.4.9 验证 例 7.4.7 中 的 D 型 三 对 角 抵 
阵 4, 具有 性 质 闪 . 








P4P- 一 (7.4.4) 
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解 ”因为 4 是 9 阶 和 矩阵 ,前 9 个 正 整数 构成 集合 允 一 (1,2， 
3,…,9} ,把 它 分 成 两 个 不 相交 的 子 集 S, 一 {1,3,5,7,9},S: 一 (2， 
4,6,8},S, 十 S: 一 克 ,S， 和 5S: 无 公共 元 素 . 对 于 任 一 个 oj (天门 
的 足 标 对 (i,7) 均 满足 iESi,jES: 或 1ES: JES, 故 例 7.4.7 中 
的 矩阵 4, 具有 人 性质 穴 . 

例 7.4.11 用 定义 7.4.8 验 证 例 7.4.7 中 的 D 型 三 对 角 抵 
阵 4, 具有 性 质 穴 . 

解 ”将 4 中 编号 属于 集合 S 的 各 行 (以 及 相应 的 各 列 ) 均 排 
在 前 面 , 而 将 属于 集合 S: 的 均 排 在 后 面 , 可 把 和 矩阵 4 变 成 
式 (7.4.4) 的 矩阵 形式 ， 

将 4 按 例 7.4. 10 中 的 次 序 S, ,S: 重新 排列 后 得 


上 有 D，D) 
= 皮 中 
其 中 己 是 排列 阵 ,Di 和 D: 是 对 角 和 矩阵 , 故 由 定义 7.4.8 知 , 和 矩阵 
4 具有 人 性质 从 . 

很 容易 验证 形 如 式 (7. 4. 3) 的 D 型 块 三 对 角 抢 阵 具 有 性 质 
六. 在 和 矩形 网 格 上 用 五 点 差分 格式 逼近 二 阶 椭圆 型 微分 方程 所 得 
到 的 系数 矩阵 是 D 型 分 块 三 对 角 抵 阵 , 它 具 有 性 质 闪 . 
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定义 7.4. 12 若 能 将 前 ”个 正 整数 所 构成 的 集合 W 分 成 t 
个 不 相交 的 子 集 S,,S:，…S,{( 即 5, 一 色 ,S, 与 SiGi 天 旋 无 公 


共 元 素 ) ,使 得 矩阵 4 的 任意 非 对 角 非 零 元 素 ar 天 0(i 径 7) 的 足 标 


对 (ij 满足 如 下 条 件 , 若 iE Se 时 7 ES ( 当 7 一 站 或 JE St ( 当 
J 人 >D, 则 称 此 矩阵 具有 相 窘 次序 (consistently ordered). 
将 式 (7. 4.3) 中 属于 对 角 线 子 块 Dx 的 行 编号 记 为 集合 St, 显 


然 , 》S, = 妈 上 且 S, 与 Si(i 天 访 无 公共 元 素 . 例 7.4.7 中 矩阵 4， 


内 的 任意 非 对 角 线 非 零 元 素 oj 天 0(i 天 门 , 其 足 标 对 (i, 力 均 满 足 
定义 7.4.12 中 的 条 件 , 所 以 形 如 式 (7.4. 3) 的 矩阵 具有 相 容 次 序 . 
定理 7.4.13 若 矩 阵 4 具有 相 容 次 序 , 则 必 具 有 性 质 穴 ， 

定理 7.4.14 车” 阶 矩 阵 具 有 性 质 鹤 , 则 4 经 过 行 和 相应 的 
列 交换 后 仍 具 有 性 质 鹤 ,也 即 对 任意 排列 阵 P, 和 矩阵 PT4P 仍 具 有 
性 质 闪 . 

定理 7.4.15 符 阵 4 具有 性 质 穴 的 充分 必要 条 件 是 存在 排 
列 矩阵 P, 使 矩阵 Pr4AP 具有 相 容 次 序 矩 阵 的 形式 
( 见 式 (7.4.4)). 

定理 7.4.16 若 矩 阵 4 具有 相 容 次 序 , 则 行列 式 det(o 杞 十 
a-:F 十 8D) 的 值 与 无关, 其 中 天 0, 而 有 为 任意 数 , 马 和 下 分 别 是 
4 的 严格 下 三 角 和 上 三 角 部 分 ,D 是 对 角 和 矩阵 , 且 4 一 也 十 严 十 五 


7.4.3 . 最 优 松弛 因子 


使 逐次 超 松弛 和 迭代 法 的 渐 近 收敛 速度 尺 (Bson ) 王 一 lnp(B) 最 
快 的 松弛 因子 ,通常 称 为 最 优 松弛 因子 (optimum relaxation 
factor) ,用 ww 记 之 . 其 中 Bsok 为 逐次 超 松弛 迁 代 和 矩阵 . 
对 于 一 般 矩 阵 , 目 前 尚 无 确定 最 优 松弛 因子 wo 的 理论 结果 . 
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仅 对 某 些 特殊 类 型 的 矩阵 ,例如 ,有 性 质 鹤 的 矩阵 ,有 相 容 次 序 的 
矩阵 . 讨论 最 优 松 弛 因子 ww, 的 确定 . 形 如 式 (7. 4. 3) 的 D 型 分 块 
三 对 角 抢 阵 是 具有 性 质 六 和 相 容 次 序 矩 阵 的 特例 . 由 于 实践 中 最 
常 遇 到 对 称 正定 矩阵 ,有 对 称 正定 的 D 型 分 块 三 对 角 和 矩阵 wo 的 
理论 计算 公式 . 

定理 7.4.17 假定 方程 组 4x 一 的 系数 矩阵 4 为 对 称 正 定 
的 D 型 块 三 对 角 和 矩阵 ,4 有 分 裂 及 一 卫 一 天 一 工 [, 其 中 用 一 
diag(an ,az am) 沁 为 4 的 严格 下 三 角 部 分 反 号 , 则 

(1) p(Bcs) 一 (p(B)))2; 

2 

1+VI 一 (5( 蔬 ?7 
其 中 p(B)) 是 雅 可 比 和 迭代 和 矩阵 互 王 D-: (EL 十 ET) 的 谱 半 径 ,o(CBcs) 
是 G-S 迭代 矩阵 Bcs=(D 一 工 )-!L7 的 谱 半径 ， 

由 于 三 对 角 和 抢 阵 是 D 型 块 三 角 矩 阵 的 特例 . 故 定理 7. 4. 17 
对 于 对 称 正 定 的 三 对 角 和 矩阵 也 成 立 . 

定理 7. 4. 18 若 和 矩阵 4 王 工 一 工 一 LT(4 的 对 角 线 元 索 为 
1 ,一 工 为 4 的 下 三 角 部 分 ) 为 对 称 正定 矩阵 ,4 的 特征 值 X; 三 … 
加 >0, 和 矩阵 吾 一 一 工 一 工 7 的 谱 半 径 po( 酝 )=c, 则 可 按 如 下 公式 粗 
略 地 确定 wor,， 


《2) wop' 一 《7.4.5) 


2 
1 十 Vs 一 史 


2 
1 十 V 天 干 亚 
实际 计算 时 ,M， 和 可 用 其 上 界 ,h, 可 用 其 下 界 ( 大 于 零 )， 
定理 7.4.19 设 4 具有 相 容 次 序 , 其 对 角 元 构成 的 对 角 和 矩阵 
刀 非 奇异 , 且 雅 可 比 迭 代 和 矩阵 芭 的 特征 值 全 为 实数 ,po(B)) 一 1, 则 


2 
人 
“” 1+V 主 5 丽 记 


9 当 )( 一 Me) 二 2c25 


四 
opt 全 岂 一 


当 和 (CAE DIE 222 
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(2) p(Boaiun) 一 ww 一 1 一 (2) ， (7.4.6) 
1 二 VI 一 (p( 甩 775 
(3) 车 w 天 ou, 则 p(Bsog ) 之 p(Bsog ,wop); 
op(B)) 十 VCpCB 7) 大 一 4o 一 1) 攻 
2 


〈4) p( 且 so ) 一 
人 当 0 一 o 委 oo， 


一 1， 当 wm 和 wo 一 2; 
(7.4.7) 
(5) 当 0 一 wo 一 wo 时 ,po(CBsos) 是 w 的 单调 下 降 本 数 , 且 


d 
-im ,mp(Bso) 一 一 见 图 | 风 





图 7.1 


由 图 7. 1 可 知 , 当 w< 一 oo: 并 逐渐 增加 趋 近 于 wo 时 ,p(CBso) 
曲线 的 切线 趋 近 于 铅 垂 线 ,但 当 w>wo 并 逐渐 减 小 趋 近 于 wo 时 ， 
该 切线 方向 不 变 ,其 斜率 恒 为 1. 

对 于 大 多 数 和 矩阵 ,目前 还 没有 计算 wo 的 理论 公式 . 对 于 一 些 
特殊 矩阵 的 理论 计算 公式 中 的 p(Bi) 等 参数 也 难于 预先 确定 ,还 
需 有 试 算 的 办 法 . 最 简单 的 试 算 确 定 办 法 : 

取 不 同 的 松弛 因子 ww ,ws ，…, 从 同一 个 初始 向 量 x”" 出 发 ,用 
逐次 超 松弛 和 迭 代 公式 (7. 4. 1) 进 行 和 迭代, 选 代 次 数 同 为 有 (迭代 次 
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数 不 应 太 少 ), 然 后 比较 用 ww ,ws,… 算 出 的 剩余 Tu 一 石 一 Ar ? 
六 一 5 一 4r9 ,或 误差 xb 一 zt 有 ,| zt 一 xro 有， 其 中 
xz" 是 用 ww 迭代 让 次 得 到 的 4x 一 忆 的 近似 解 . 选取 达到 min | 1 
或 min || xt 一 xzo-” | (即使 得 剩余 或 误差 的 范 数 (或 模 ) 最 小 ) 的 
松弛 因子 作为 wo 的 近似 值 . 这 个 方法 简单 而 有 效 , 特 别 当 使 用 者 
需要 多 次 求解 具有 相同 系数 矩阵 的 方程 组 时 更 是 如 此 . 另外 ,如 果 
使 用 者 对 于 所 求解 的 方程 组 有 较 深 入 的 了 解 或 积累 了 一 定 经 验 ， 
常常 可 以 事先 定 出 一 个 包含 wor 的 不 大 的 区 间 [w ,ws], 这 样 可 以 
大 大 减少 试 算 次 数 , 较 快 地 确定 wo 的 近似 值 .也 可 以 采用 优选 法 
的 原则 从 区 间 [w。,ws] 中 选取 进行 试 算 的 w 值 ,以 便 更 快 地 找到 
wo 的 较 好 近似 值 . 

选取 woe 自 适应 方法 的 步骤 如 下 : 

(1) 选 一 个 w 使 一 wo 比如 令 w= 王 1; 

《2) 作 王 次 SOR 迭代 ,用 连续 二 次 伪 余 量 之 比 
人 


| 


有 
172 
( >) | z 多 一 交 | 的 ， 


j 一 1 


作为 o(Bson) 的 估 值 . 其 中 擅 余 量 Ar 一 ztttD 一 xb 一 


《)》 


(3) 由 xc” 和 w 计 算 相 应 的 p( 肠 ). 
公式 (7.4.7) 的 第 一 式 等 价 于 


p(Bsog) 十 w 一 1 一 wo(CBI)VWpo(Bsop)， 


( -一 | Axw | E 


本 一 ”一 一 一 一 一 
| Ax ”外 


从 而 有 
ABD) 一 士 sa=1_ po 


ov 
"376 ， 


(4) 由 (Bi) 的 估 值 gB2 计算 改进 的 wo，, 即 由 式 (7.4.5) 算 出 
wopt 的 第 一 次 近似 值 
2 2 
”THVI 
重复 (2) 一 (4) 可 得 一 系列 近似 的 w 名 ,wo 呈 ,直到 相 邻 两 数 之 差 
不 超过 10 (或 某 个 适当 小 的 正 数 ) 为 止 , 往 下 可 利用 这 个 松弛 因 
子 进行 迁 代 直到 结束 . 
另 一 个 近似 选取 we 方法 的 步骤 如 下 . 
令 
Bu max | 内 一 并 7 1， 
由 w=1 开始 迭代 ,直到 下 述 条 件 成 立 
lg (2》 lg54 > 1g57 二 jg 昌 一 人 
其 中 a 是 与 上 无 关 的 常数 ， 
然后 ,近似 地 选取 最 优 松弛 因子 为 
2 
1 十 VI 二 10 


Copt 全 5 


7.5 ”对称 逐 次 超 松 弛 和 迭代 法 


设 4Axr 一 b,4ER"" 为 非 奇 异 矩 阵 , 且 4 一 卫 一 了 一 吕 ( 式 
(7. 2.1)) ,as 天 0,i 一 1,2，…n。 

对 称 逐 次 超 松 弛 (symmetric successive over relaxation) 法 
的 缩写 为 SSOR. 解 Ar 一 的 SSOR 法 是 指 如 下 的 迭代 过 程 : 
假设 已 知 第 次 和 迭代 的 近似 值 Yo 一 (Czip ,zx 只 zw )， 先 
按照 自然 次 序 (i=1,2,…,z) ,用 向 前 的 逐次 超 松 弛 和 迭代 法 逐 
点 计算 zt 二 ) ,然后 按照 相反 的 次 序 (i 一 mn 一 1,…，,1) ,用 向 
后 的 逐次 超 松弛 法 逐 点 计算 zj 入 2 , 即 得 到 SSOR 迭代 法 的 分 
量 形式 为 
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zt) 一 (1 一 ozfo +o( 匀 本 《HH 到) - 立 汪 z?p )， 


人 
i 一 1 ,2 
ab 一 (1 一 ozCtt) +o 人 之 一 2 1 二 zf) ， 
i 一 1 一 1 1， 
其 中 w 为 松弛 因子 . 
SSOR 迭代 法 的 矩阵 形式 为 
| 0 (7.5.1) 
xD 一 BisoRr(tH 寺 ) 十 uson， 


其 中 


严 rsoR 3 (也 一 oL)-(CC1L 一 o) 了 十 wD)， 
人 一 ( 卫 一 woU) 一 ((1 一 ow) 了 十 oo). 


所 以 ,SSOR 迭代 矩阵 是 
Bsson 一 (了 D 一 oU) (1 一 oD 十 oF)CD 一 of)(( 一 o)D 十 oUD， 
(7.5.2) 
jssos 一 o(D 一 oU)- CGI+((1 一 o)D 十 oL)CD 一 oFL) 10. 
如 果 将 4 分裂 为 4 一 Mssog 一 Nssog, 则 


Ms = 一 _(D 一 of)DID=oD)， (7.5.3) 
wk2 一 o) 


而 且 
Bsson 一 工 一 Mslon4， 

亦 称 Msson 为 SSOR 的 预 处 理 矩 阵 . 当 w=1 时 ,Mscs 为 对 称 高 
斯 - 赛 德尔 法 ( 简 记 为 SGS) 预 处 理 和 矩阵 . 

定理 7.5.1 设 4x=5, 其 中 4ER"" 为 对 称 正定 矩阵 , 且 
0 一 一 2 , 则 解 hx 一 也 的 SSOR 和 迭代 法 收敛 ， 

定理 7.5.2 设 4=D 一 [二 U,D=diag(au ,as wyav ) ,一 开 
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和 一 吕 分 别 为 A 的 严格 下 ` 上 三 角 部 分 ,如 果 PLD-'LD-'U)< 二 ， 


则 解 4x 一 问 的 SSOR 和 迭代 收敛 . 
对 于 大 多 数 广义 狄 利克 雷 (Dirichlet) 问 题 , 只 要 网 格 节点 以 自 


- 然 次 序 排列 , 则 条 件 PLD-:LD-U) 福 工 满足 . 如 果 PLD-ILD-:U)< 


于 , 马 一 D-:CL 二 U) 为 相应 的 雅 可 比 迁 代 和 矩阵 , 则 可 以 由 


2 
” 14+V50 二 TB 
计算 得 到 较 好 的 松弛 因子 ,而 且 对 于 该 w” ,能 够 证 明 


1 FeBD 
2 


p(Bson) 二 一 一 一 一 一 一 一 ， 
14 /HeB) 
2 


也 可 以 由 p(D-:LD-'U) 的 上 界 B(> 填 ) 和 (有 ?的 上 界 =, 求 得 松 
弛 因子 w” , 即 


所 
全 


ee 
1+VI 二 下 干 凶 
7.6 不 完全 LU 分 解 


7.6.1 M 矩阵 与 正则 分 解 


定义 7.6.1 设 4AER'", 如 果 4 非 奇异 ,4 一 过 0 且 au 三 0， 
i 天 ij 一 1,2, ,22, 则 称 4 为 M 矩阵 (Mrmatrix). 
定义 7.6.2 设 4 为 Xzn 的 非 奇 异 和 矩阵 ,4=M 一 AN 而 且 
M-I! 二 0,N 三 0, 则 称 4 王 M 一 N 为 4 的 一 个 正则 分 解 (regular 
splitting ). 
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4s 一 2 ， 开 一 1,2，…，m。 
--1 4 一 1 
一 1 旬 
易 知 4 为 非 奇 异 的 M 矩阵 .将 4 分裂 为 4 一 4; 一 4: ,其 中 
4u 0 了 工 
42 T 0 “…， 
4 一 ， 4 三 ? 
二 工 
由 推论 7.6.3 可 知 ,4 一 4 一 4; 是 一 个 正则 分 解 ， 
定理 7.6.12 方程 组 4x 一 训 的 系数 矩阵 4 满足 4 二 0, 且 
4=M 一 N 为 4 的 一 个 正则 分 解 , 则 
pCOM-IN)=p(4-:N)/CI 二 po(4-N)) 一 1, 也 就 是 说 迭代 法 
和 人 t+) 一 AN 1 Ne 十 MT 是 收敛 的 . 


7.6.2 不 完全 U 分 解 


假定 方程 组 4x 一 尹 的 系数 矩阵 4 是 大 型 稀疏 M 矩阵 ,给 出 人 
的 一 种 正则 分 解 
4 一 LU 一 及 . 
由 于 4= 江 吕 , 称 这 种 分 解 为 不 完全 LU 因子 分 解 (incomplete LU 
factorization), 简称 1LU 林子 分 解 . 
和 矩阵 4 的 直接 三 角 分 解 4 三 U( 即 杜 利 特 尔 分 解 ), 称 为 完全 
LU 分 解 (complete LU factorization). 
定理 7.6.13 设 4 为 !X7m 非 奇异 的 M 矩阵 , 则 一 定 存 在 有 
单位 下 三 角 和 矩阵 工 和 上 三 角 和 矩阵 也 以 及 和 矩阵 民 , 使 得 
4 一 LU 一 尺 《7.6.1) 
为 一 正则 分 解 , 且 三 和 局 中 的 零 元 素 位 置 可 以 事先 任意 选 定 , 即 工 
*。 381 。 


推论 7.6.3 . 设 4 是 非 奇 异 的 M 和 抢 阵 ,而 4, 是 把 4 中 某 些 
非 对 角 线 的 非 零 元 素 置 为 零 后 得 到 的 矩阵 , 则 4 一 4, 一 4， 为 一 个 
正则 分 解 . 

定理 7.6.4 设 4AER"ar 生 0i 关 ji 一 1,2,…m) 则 4 
为 M 矩阵 的 充 要 条 件 是 ar >0,i 一 1,2,…,m, 且 加 一 TI 一 D-14A 有 
o(B) 一 1, 其 中 卫 一 diag(al ,az as). 

定理 7.6.5 ?7 阶 矩阵 4 为 M 矩阵 的 充 要 条 件 为 ui 委 0,i 尖 
放 ij 一 1,2,… 和 上 且 其 实 特征 值 为 正 . 

定理 7.6.6 设 4ERai 扫 0i 天 ) 状 ij 一 1,2, ,my, 则 人 
为 M 矩阵 的 充 要 条 件 是 4 的 主子 式 都 为 正 . 

定理 7.6.7 设 4ER”" ,如果 4 对 称 正定 且 ay 委 0,i 天 ji 
Jj 一 1,2,…,2, 则 4 是 M 和 矩阵， 

定理 7.6.8 设 4ERx",ai>>0,i 一 1,2,…vnvais0,Vi 尖 力 且 
4 为 严格 对 角 占 优 或 不 可 约 弱 对 角 占 优 , 则 4 为 M 和 矩阵， 

定理 7.6.9 设 ” 阶 矩阵 4 满足 as 之 0,i 一 1,2,…,nyvai 挟 0， 
Vi 和 ), 且 号 一 4 十 47 为 严格 对 角 占 优 或 不 可 约 弱 对 角 占 优 和 矩阵 ， 
则 4 为 M 矩阵 . 

定理 7.6.10 设 ” 阶 矩阵 4 是 M 矩阵 ,4 是 把 4 中 某 些 非 
对 角 线 上 的 非 零 元 素 置 为 零 后 得 到 的 矩阵 , 则 和 也 是 非 奇异 的 M 
和 矩阵 . 

例 7.6.11 设 

4 一 了 
一 上 42 一 了 
4 一 NA ， 
一 
一 了 信友 

其 中 
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和 的 零 元 素 位 置 可 由 一 预先 给 定 的 集合 
且 一 {(i7) 11 关 J1 巡 zi7 入 人 
给 出 ,也 称 己 为 零 模 型 (zero pattern). 
推论 7.6.14 若 4 为 对 称 正定 的 M 矩阵 ,已 为 对 称 的 零 模 
型 , 即 如 果 (i,7)EP, 则 必 有 (7,DEP, 则 4 有 正则 分 解 


4 一 蕊 7 一 R， (7.6:2) 
其 中 荆 为 对 角 线 元 素 为 正 的 下 三 角 和 矩阵 . 或 有 
4 一 LDLT 一 及， (7.6.3) 


其 中 卫 为 对 角 和 矩阵 , 工 为 单位 下 三 角 和 矩阵 ,剩余 矩阵 尺 也 是 对 称 
的 .EL 和 工 DL- 是 正定 的 . 

称 推论 7.6. 14 中 的 正则 分 解 式 (7. 6. 2) 和 式 (7. 6. 3) 为 不 完 
全 楚 列 斯 基 分 解 . 这 里 仅 给 出 用 高 斯 消 元 法 完成 不 完全 LU 分 解 式 
(6. 2.1) 的 算法 ,算法 中 的 零 模型 P 预先 给 定 . 

算法 7.6.15$ ILU 因子 分 解 


1. [对 于 i 一 2,3，…，n 

2 对 于 & 一 1,2,…，,i 一 1, 且 若 (i) 华 王 
3. Ca :一 Qu/QA 

4 本 
5 Qjj 一 Qi 一 QE 关 @1 


如 果 去 掉 第 2 行 的 “是 若 (有 ) 侍 PP2 和 第 4 行 的 * 且 对 于 (i 力 笃 
P”, 则 此 算法 就 实现 了 完全 LU 分 解 . 

IJILU(0) 表 示 无 填充 的 ILU 因子 分 解 . 

令 NZ(4) 一 {(Gi7)1o 天 0, 尖 让 表示 除 对 角 线 元 素 之 外 的 4 
的 非 零 元 素 的 指标 集 . 

定义 7.6.16 将 矩阵 4 作 不 完全 LU 因子 分 解 式 (7. 6. 1) ,使 
4 一 LU 在 NZ(4) 的 指标 集 上 是 零 , 称 为 ILU(0) 因 子 分 解 ， 

通常 有 无 限 多 对 工 和 避 满足 定义 要 求 . 这 里 特 取 工 和 了 分别 
与 4 的 下 三 角 部 分 和 上 三 角 部 分 有 完全 相同 的 非 零 结 构 . 这 就 定 
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义 了 标准 的 ILU(0) 因 子 分 解 . 
算法 7.6.17 ILU(0) 因 子 分解 
1， [对 于 i 一 2,3，…，, 


2，| [对 于 A=1,2，,i 一 1 且 如 果 (iyJENZ(CA4) 
3 计算 aa :一 az/au 
4 国人 让 是 首 于 0 下 向 
5. 计算 ai :一 ai 一 aaa 
例 7.6.18 
机 取 

ea NZ(C4)={(G 放 | 1 一 庆 一 17) 

4 一 | |] 或 P=(G7|1 一 放 关 0,1,0)， 


一 一 


1 
用 算法 7.6.17 对 4 作 ILU(0) 因 子 分 解 ,得 
4 一 LU 一 Ri， 
其 中 二 和 上 有 如 下 的 非 零 结构 . 














ILU 因子 分 解 与 各 种 加 速 方法 相 结合 ,构成 了 一 组 求解 大 型 
稀 朴 方程 组 的 成 功 和 有 效 的 方法 . 特别 地 , 它 与 广义 共 印 梯度 法 
(〈 见 7.10. 2 节 ) 相 结合 其 计算 效果 令 人 十 分 满意 ,所 以 ILU 因子 


分 解 是 近代 最 常用 的 预 处 理 技术 ， 


考虑 大 型 稀疏 方程 组 4*=b, 其 中 4 为 M 矩 阵 ， 若 对 作 完 
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全 的 LU 因子 分 解 , 则 工 和 亲 会 破坏 4 的 稀 朴 结构 ,大 大 地 增加 
了 存储 量 . 而 对 4 作 ILU 因子 分 解 4 一 工 0 一 尽 , 构 成 迭代 法 


LUx'HD 一 Rr 十 一 8，K 一 0,1,2,…。 (7.6.4) 
每 个 迭代 步 只 需求 解 两 个 三 角形 方程 组 
了 yy 一 8， 
Uxr'e 一 了 
当 满足 定理 7. 6. 12 的 条 件 时 ,求解 kx 一 旅 的 迭代 法 (7.6.4) 
是 收敛 的 . 


ILU(0) 因 子 分 解 的 精度 还 不 足以 产生 合适 的 收敛 率 , 更 精确 
的 ILU 因子 分 解 常常 更 有 效 和 更 可 靠 . 改进 的 办 法 是 : 设计 志和 
U 的 零 模型 与 4 的 零 模型 不 相同 . 或 者 说 在 高 斯 消 元 过 程 中 允许 
在 4 的 预先 指令 的 零 元 素 位 置 上 出 现 非 零 元 素 , 即 允许 有 一 些 填 
充 . 比如 ,在 例 7.6.18 中 从 ILU(0) 因 子 分 解 得 到 的 地 和 了 i, 它 
们 的 乘积 有 如 下 形式 


它 比 4 抢 阵 增加 了 两 条 对 角 线 . 如 果 对 4 作 不 完全 LU 因子 分 解 
时 ,规定 二 和 的 零 模型 与 矩阵 工 ;U, 的 零 模 型 相同 ,而 与 4 的 零 
模型 不 同 . 即 P;, 反 {(Gi,7) | 上 一 放 关 0,1, 7 一 1,0. 有 NZ (4) 三 
{G7) | 一 让 一 1 一 1 中. 这样 用 NZ,(4) 执 行 ILU(0) 算 法 
7. 6. 17, 就 构造 了 ILU(1) 因 子 分 解 算法 . 还 可 构造 ILU(s) ,s=2， 
3,… 的 算法 ,再 采用 阁 技 术 得 到 相应 的 修正 的 各 种 算法 . * 越 大 ， 
ILU(s) 算 法 越 精确 ,相应 的 存储 量 也 越 大 ,存储 量 过 大 使 算法 不 


切合 实际 . 各 种 不 同 的 ILU 因子 分 解 算法 和 它们 的 实现 细节 这 里 
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不 作 详 述 . 
7.7 块 和 迭代 法 和 交 蔡 方向 迭代 法 


在 7.2 节 到 ?7.5 节 中 的 基本 迭代 法 都 是 点 迭代 法 : 点 J 法 \ 点 
G-S 法 点 SOR 法 和 点 SSOR 法 . 这 些 方法 都 属于 分 裂 法 , 即 公 式 
(7.1.5) 对 应 的 迭代 法 . 在 某 些 情况 下 失 阵 4 的 另外 一 些 分 裂 可 能 
产生 快速 收敛 的 迭代 . 比如 , 先 将 4 分 块 , 再 将 分 块 的 4 进行 分 裂 ， 
就 构成 块 迁 代 法 : 块 雅 可 比 (BD , 块 高 斯 - 赛 德尔 (BG-S) , 块 逐 次 超 
松弛 (BSOR) ,对 称 块 逐 次 超 松弛 (BSSOR) 和 交替 方向 选 代 法 . 


7.7.1 块 雅 可 比 法 、 块 逐次 超 松弛 迁 代 法 和 块 高 斯 - 赛 德 尔 法 
设 4x=5 ,其 中 4ER”" 为 大 型 稀 朴 矩阵 ,将 4 分 块 


4 4 … An 
及 有 0 

尖 5 (7.7.1) 
AAA … mn 


其 中 haERnuxm 1,2，esm, 上 且 ms 一 由 再 将 分 块 后 的 A 分 
解 为 


4 三 De 一 Le 一 Us (7.7.2) 
其 中 Das 一 diag(4 ,42 ，… 4)， 
0 0 42 43 … 4 
42 0 0 423 … 42v 
Ta 一 一 |4a 4s HU 一 一 Ps : 
; 公 一 0 0 4 
4 4 0 0 


对 向 量 x 和 作 相应 的 划分 


其 中 mpERe KR 一 1,2… 
按 式 (7. 1. 人 形式 分 要 4。 到 M= Ds, 有 N= 己 十 Us ,得 到 解 
4x 一 户 的 块 雅 可 比 和 迭代 法 ,简称 BJ 法 : 
xD 一 DEC 十 Us)xw 十 DiD， 大 一 0,1,2， 
令 Ba 一 Dal(CLe 十 Use) 一 [一 Das!4, 称 之 为 BJ 法 迭代 矩阵 . 
BJ 法 的 计算 公式 为 


4ixfD 一 太一 > 4， 和 一 1) 2， 大 一 0,1,2… 
4 ” 
Ji 


《7.7. 3) 
对 每 个 迭代 步 上 ,需要 求解 闷 个 低 阶 方程 组 . 


选取 分 裂 矩阵 M 一 二 (一 wa) , 它 为 分 块 下 三 角 矩 阵 ,>0， 


4 一 M 一 N, 得 到 解 Ax 一 的 块 逐 次 超 松弛 和 迭代 法 ,简称 BSOR 法 : 
xD 一 (De 一 ofa)-! (CC 一 De 十 oUs)xe 十 o(Ds 一 oLs)-1b， 
& 一 01,2，… 
令 Basons 一 ( 斑 一 Le) (1 一 op 十 wUa), 称 之 为 BSOR 法 迭代 矩阵. 
BSOR 法 的 计算 公式 为 
itD 一 《1 一 中 )Aaxf +e 人 (5 一 >) hz 一 Aizy ) 


i 一 1,2，…， 大 二 0,1,2， 4) 
其 中 ow 为 松弛 因子 . 当 w=1 时 ,BSOR 法 就 是 块 高 斯 - 赛 德 尔 和 迭代 
法 , 简 记 BG-S 法 . 

一 般 ” 是 大 数 ,而 # 相对 是 小 的 . 公式 (7.7.3) 和 公式 (7. 7.4) 
中 每 个 是 m 个 未 知 量 的 方程 组 ,可 以 用 直接 方法 求解 . 
。386 。 


7.7.2 块 逐次 超 松 弛 迁 代 法 的 收 伍 性 和 最 优 松弛 因子 o 中 的 选取 


定理 7.7.1 若 4 为 对 称 矩 阵 ,4s:(i 一 1,2,…，,zma) 为 正定 矩 
阵 , 且 0 和 一 2, 则 块 逐次 超 松弛 法 收敛 的 充分 必要 条 件 为 4 是 正 
定 和 矩阵 . 

点 和 迭代 法 中 的 性 质 鹤 和 相 容 次 序 ( 见 7.4.2 节 ) 可 推广 到 块 迭 
代 法 .把 式 (7. 7. 1) 中 块 矩 阵 4 的 mXzm 个 子 和 矩阵 An ,4iz,…， 
4 与 闷 X 罗 矩阵 C 的 元 素 相 对 应 ,使 C 的 每 个 元 素 按 如 下 方式 
取 值 

0， 若 4, = 0， 
汪 -人 若 Ai 尖 0. 
当 和 矩阵 C 具有 性 质 穴 时 , 则 称 和 矩阵 4 具有 性 质 4?. 当 和 矩阵 C 有 相 
容 次 序 时 , 则 称 块 矩 阵 4 具 有 rr 相 容 次 序 (r consistently 
ordered) 

当 对 称 正 定 阵 4 具有 性 质 4 忆 和 相 容 次 序 时 , 块 逐次 超 松 

弛 和 迭代 法 的 最 优 松 弛 因子 为 


【《 严 )》 
CUopt 


2 
1L+VI 一 CO 
其 中 o(CBa ) 为 矩阵 Ba 一 工 一 Di 4 的 谱 羊 径 , De 一 diag(44， 
4z2，…4). 相 应 wo 红 的 块 逐 次 超 松弛 和 迭代 矩阵 Baso 的 谱 半 
径 为 - 

p(Basok) 一 u 名 一 1 

若 4 是 非 奇 异 的 D 型 分 块 三 对 角 矩 阵 (7. 4. 2), 且 De 一 

diag(4 ,4 ，…4m) 也 非 奇异 , 则 有 

p(CBacs) 一 (pCBa))2? ， 
其 中 Bacs 和 Bu 分 别 是 块 G-S 迭代 和 矩阵 和 块 雅 可 比 和 迭代 矩阵. 即 
，BG-S 法 的 渐 近 收敛 速度 是 BJ 方法 的 两 倍 . 同时 , 若 Ba 的 特征 值 
都 满足 |Rex| 一 1, 则 存在 wo ,使 0 一 o 委 wm 和 2 时 , 块 逐 次 超 松弛 
。 387 ， 


法 收敛 . 如 果 /全 为 实数 , 则 对 0<w<2,p(CBason) 一 1 的 充分 必要 
条 件 是 o(Ba ) 一 1, 且 最 优 松 弛 因子 为 
三 2 
， “+VEE0O 
相应 的 Bason 的 谱 半 径 为 
p(Basia) = ww 二 1 


7.7.3 交替 方向 隐 式 方法 


交替 方向 隐 式 方法 即 ADI 法 (alternating direction implicit 
method). 在 解 由 差分 法 所 产生 的 线性 方程 组 的 选 代 法 中 ,ADI 法 
比 松弛 方法 收敛 得 更 快 . 它 可 以 看 作 是 一 种 分 块 闪 代 法 . ADI 法 
的 形式 很 多 ,这 里 只 令 述 历史 土 最 早 的 一 个 , 即 皮 斯 曼 - 瑞 奇 福 尔 
德 (Peaceman-Rachford) 方 法 . 


设 和 矩阵 4 可 以 分 解 为 
4 一 4) 十 4:， 
二 
外 一 下 十 3 (7.7.5) 
二 
4; 一 Y 十 到 ， 


其 中 马 是 非 负 对 角 和 矩阵 , 豆 和 YY 是 非 对 角 线 元 素 为 非 正 的 对 称 正 
定 矩 阵 且 满足 可 交换 条 件 , 即 了 Y=V 百 . 这 说 明 4， 和 4， 是 对 称 
正定 的 , 且 4,4: 一 4:4,. 从 而 得 到 与 方程 组 
4 一 忆 

等 价 的 两 个 方程 组 

(4 十 al) 一 一 (4 一 of)a， 

(4: 十 al)u 一 六 一 (4 一 af )u， 
其 中 c 为 加 速 收 伍 参数 (acceleration convergence parameter). 

皮 斯 到 - 瑞 奇 福 尔 德 ADI 和 迭代 公式 为 
*，388 。 


(4 十 afDuCtt)》 一 一 (4 一 ol)up ， 大 一 0,1;2，， 
(7.7.6) 
(4; 十 of)ucrb 一 户 一 (4 一 af)uCtE) ， 大 一 0,1,2，…， 
(7.7.7) 
将 两 式 合成 一 个 式 子 为 
Me 一 及 pg 十 Jo， 
其 中 
BAop 一 (4: 十 al) 一 (4 一 of.)(4 十 of) (4 一 af，)， 
Ap 一 (4 十 of) ((4 一 af)(4 十 of) 一 十 古 b. 
因此 ,BAn 称 为 ADI 迁 代 抢 阵 ,ADI 的 收敛 性 取决 于 BAm 的 谱 半 径 
oCBAnpr)， 
定理 7.7.2 设 ” 阶 和 矩阵 4 有 分 解 式 (7.7.5), 若 4 和 4: 都 
是 埃 尔 米 特 正定 的 , 则 对 所 有 的 >0, 有 p(CBAop) 一 1, 即 解 4Ax 一 
的 ADI 法 收敛 . 
设 A 是 矩阵 4， 的 特征 值 且 0 一 w 和 到 Ap 委 d 从 是 矩阵 4， 的 特 
征 值 且 0 和 ao: 到 ) 私 d ,x 是 矩阵 BA 的 特征 值 , 则 有 


_ 必 二 oa 一 o) 
人 (二 ea 十 a) 
选取 加 速 参数 c 使 x 达到 最 小 ,得 
a 一 Vad， (7.7.8) 


其 中 a=min(al ,ar ) ,dg 一 max(d ,az )， 
用 可 变 加 速 参 数 wu 更 加 有 效 . 可 变 加 速 参数 的 皮 斯 曼 - 瑞 奇 
福 尔 德 ADI 公式 是 
(4 十 co)acCnt) = 一 (4 一 ar)ac ， 
鸭 十 ataiD)att 三 0 一 (4 一 aa)uCrt) ， 
其 中 


一 


wu 一 7 从 二 12 yzn)， 
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例 7.7.3 写 出 单位 正方 形 域 :={(Czyy) [oz,y 和 1} 上 
的 边 值 问题 
2 
| 强 er+awdz) 一 zy)， (zy) ED， 
zw(zyy) 一 0， (zy)》E 30， 
《7.7:95 


五 点 差分 格式 的 ADI 和 迭代 公式 . 其 中 c 为 非 负 常 数 . 
解 首先 将 单位 正方 形 域 作 网 格 剖 分 ,并 令 立 三 历 , 六 一 思 ， 


ij 一 0,1,…,N,N 二 1， 大 三 二 ， N 二 1 为 整数 . 用 网 点 集合 


N 十 1 
Au Uac 歼 盖 c2 Ua0c. 
0 :一 {((zy) ti 一 1,2 和)， 
aa := {(ziy0)， (zy 1) (0 1) 1 一 0,1…，N 十 1)， 
对 边 值 问题 (7.7.9), 分 别 用 差分 算 子 代替 和 ?方向 的 微分 
算 子 ,因为 边界 条 件 是 已 知 的 , 当 (zi,yw)Ea 时 ,xz(zi,y) 王 0. 用 
好 表示 边 值 问题 精确 解 zx(zi,y ) 的 近似 值 , 得 到 
[一 xy 十 2 十 zl] 十 
[一 zi 幸 2x 一 zi 十 [ 鸣 2uy] 


= 尼 户 ，1 雪 i 委 Ni (07.7.10) 
从 而 有 线性 方程 组 
(4 十 鸭 2300 一 Mi 一 2 一 本 天 一 2 一 下方 
1 近 1 < 反 和 N. 人 7 


车 令 w 一 (tn yzas tawyazlyMaz， yt2N yyMNIy UN2 yyMNN )T， 
卫 一 〈 必 FA Na 
尼 fwv) 5, 则 方程 组 (7.7. 10) 和 (7.7. 11) 的 矩阵 形式 分 别 为 
〈( 本 十 Y 十 五 )u 一 )， (7.7.12) 
4u 一 六 ， 《7.7. 13) 
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其 中 百 ,Y 生 分别 对 应 于 式 (7.7. 10) 左 边 的 带 方 括号 的 三 项 . 因 


此 ,4 有 分 解 式 (7. 7.5). 为 简单 起 见 , 设 N 王 3, 有 


2 一 1 
一 二 2 
0 一 1 
五 一 
2 0 
0 2 
0 0 
一 1 0 
VY = > 


0 
一 半 
2 


一 


一 


王 避 呈 已 口 口 王 


小 


一 口 避 口 口 王 


己 尽 口 口 哺 


0 


一 ] 0 
2 二 

一 由 2 

> 
QQ- 
0 0 
2 0 
0 2 


互 一 oj 和 . 易 知 再 ,Y 是 对 称 正 定 矩 阵 且 可 交换 HV 王 VBH ,4， 和 
4, 也 是 对 称 正 定 的 且 4,4, =4;4,. 于 是 求解 方程 组 (7. 7. 13) 的 


ADI 和 迭代 公式 


(4, 十 of)uCHE) 一 了 一 (4; 一 afs)ucb ， 


(42 十 af Du 一 


对 任意 >0, 是 收敛 的 . 


类 一 0,1, 2 
4) 


一 (4 一 ago)uCH 二 ) ， 殉 一 0,1,2，… 


六 715) 


89 寺 


7.8 拟 消去 迭代 法 


考虑 大 型 稀 朴 块 三 角 方 程 组 hx 一 六 设 4 为 块 三 对 角 阵 ， 
盏 |， C 
二 | 全 了 ， 
4。 3。 
其 中 BC 一 1,2,…，m) 为 mu 阶 方 阵 . 
拟 消 去 (pseudo elimination) 迭 代 法 , 简 记 为 PE 法 , 它 是 块 三 
对 角 方 程 组 的 一 种 有 效 的 解法 . 当 4 的 次 对 角 块 的 元 素 的 绝对 值 


比较 小 时 , 它 比 其 他 分 裂 克 代 法 收敛 快 . 
将 4 作 块 直接 三 角 分 解 , 即 
了 五 LU 
六 , 4 三 
如 一 ， 
4。 卫 。 T 
其 中 
D, = 有 B， 
上- 1 一 12 一 1， 
忆 一 号 一 4iDUP 一 且 一 4 了 DPC ， 守 一 2,3，…y77， 


(7. 8.1) 
称 这 种 4 的 精确 的 块 分 解 为 完全 块 因子 分 解 (complete block 
factorization). 
在 一 定 的 条 件 下 ,公式 (7. 8. 1) 中 的 
Di 一 (一 BA DPC ， ) 一 Bi 二 (天 十 有 87 APEC Bi ， 
《7. 8.2) 
将 上 式 右 端 中 的 BF 4DDC-, 省 略 , 则 有 
*。 392 。 


DT ~ BT . 
将 式 (7.8.2) 中 的 了 二 用 吾 志 近似 代替 ,然后 再 求 逆 ,得 
也 ; 二 卫 ( 开 十 BT 4BPC- ID 一， (7.8.3) 
令 S 一 吧 ( 开 十 BF AiBD 2 ;这样 得 到 有 的 一 个 近似 块 三 角 
分 解 : 


4 一 工 U， 
其 中 
上 也 
4 S 2 2 
工 一 | ， 了 一 
了 ，T， 
4 S。 1 1 
了 工 。 
这 里 
S) 一 -了 3, ， 
一 SrC， ii 一 1 27 一 1 
S; 一 有 (十 BTA4ABzC )- ， 1 一 2,3,……,77. 


(7.8.4) 
称 这 样 的 分 解 为 4 的 不 完全 块 因子 分 解 (incomplete block 
factorization). 
现 取 M= 工 U,N 一 M 一 4, 有 求解 4x 一 记 的 入 代 公式 
Mr 一 Nxib 十 b， 大 一 0 1,2， (7.8.5) 


这 就 是 PE 方法 . 
迭代 公式 (7. 8. 5) 的 每 次 迭代 ,只 需求 解 两 个 块 三 角形 方程 组 
LILy 一 Nx' 十 D， 
DUxeceD 一 也 


当 4 的 主 对 角 块 以 外 的 元 素 比 较 小 时 ,可 简化 不 完全 块 因 子 
分 解 .取消 式 (7. 8. 3) 中 的 Br4,BF5C-， 则 由 式 (7. 8. 3) 得 到 
D,~ 另 ;. 这样 ,公式 (7.8.4) 可 简化 为 
。 393 。 


下 一 甩 ,， 一 1,2，…mm， 


到 BiC， 二 2, 玉 一 工 

从 而 有 4 的 另 一 个 近似 块 三 角 分 解 
4 和 TU， 
厂 BTiC， 
本 四 五。 BaiC， 
卫 : 一 轴 ， 局 一 。 …。 多 
0 BC。， 
了 

这 也 是 4 的 不 完全 块 因子 分 解 . 


取 M= 工 Di ,N=M 一 4, 得 PE 和 迭代 公式 
RMxcrb 一 Nxcb 十 也 

每 次 迁 代 也 是 求解 两 个 块 三 对 角 方 程 组 . 

定理 7.8.1 若 4 为 对 称 正定 矩阵 , 则 

(1) PE 法 是 可 解 的 , 即 PE 法 中 的 逆 和 矩阵 均 存 在 ,从 而 算法 
可 进行 下 去 . 

(2) PF 法 收敛 , 即 PE 法 的 迭代 矩阵 Bee=M-IN 的 谱 半 
径 p(CBrz) 一 1， 


7.9 共 斩 梯 度 法 


考虑 大 型 稀 朴 方程 组 
4xr 一 D， (7.9.1) 
其 中 4 是 ” 阶 对 称 正 定 和 矩阵 ,x,bER". 基于 变 分 原理 的 很 多 算法 
对 求解 大 型 方程 组 是 很 有 效 的 . 共 生 梯 度 法 是 其 中 之 一 . 


7.9.1 变 分 原理 


定理 7.9.1 设 4 是 ” 阶 对 称 正 定 矩 阵 ,pE R" 是 已 知 向 量 ， 
Zz "是 4x 一 2 的 精确 解 , 则 
*。 394 。 





4xr ”一 69pCxz  ) 一 minp(xr)， (7.9.2) 
ER 
其 中 
9(z) 一 壮 (x,hAr) 一 (xy 四 (7.9.3) 


称 此 定理 为 求解 线性 方程 组 的 变 分 原理 (variation 
Principle). 它 将 求解 对 称 正 定 线性 方程 组 的 问题 等 价 为 一 个 壮 元 
二 次 函数 (也 称 泛 函 ) 的 极 小 问题 , 


7.9.2， 最速 下 降 法 


由 变 分 原理 计算 p(Cx*) 极 小 的 算法 也 就 给 出 了 求解 方程 组 
《7. 9. 1) 的 算法 . 最速 下 降 法 (steepest descent method) 是 求 二 次 
函数 PCx) 的 极 小 点 x*"* 的 一 种 和 迭代 方法 . 这 里 从 x% 出 发 , 沿 着 
8(z) 在 x% 点 下 降 最 快 的 方向 搜索 下 一 个 近似 点 x*“" ,使 得 
9pCrrD ) 在 该 方向 上 达到 极 小 值 . 这 就 是 最 速 下降 法 的 基本 思想 . 
9(Cx) 在 x9 下 降 最 快 的 方向 是 负 梯 度 方向 , 即 
一 gradp(xr) | 一 一 4Ax 一 ro. 
取 
xetD 一 2 十 aar， (7.9.4) 
其 中 ax 待定 , 求 we 使 z ”为 pCx) 的 极 小 值 , 即 
队 pCx 十 ar) 一 0 
得 到 


(Cr ,rib) 
CQk 一 (Ar ,FFD 7 
从 而 得 到 最 速 下 降 法 算法 . 

算法 7.9.2 最 速 下 降 算法 

(1) 给 定 大 (9) ERR" ,计算 Fo 一 履 一 AX( 


395。 


(2) 对 于 & 一 0,1,… 直 到 收敛 


《7 人 Pb ) 
人 
Chre re) 


(4) MXC4t+D 一 藉 ( 昌 十 asr 怕 

《5) ret+1 一 韦 一 AXC+D 

可 以 证 明 || xl = (4x,x) 主 是 一 种 向 量 范 数 , 称 为 4 范 数 . 最 
速 下 降 法 有 如 下 收敛 定理 . 

定理 7.9.3 设 4 为 一 对 称 正定 矩阵 ,hi ,h, 分 别 为 其 最 大 、 
最 小 特征 值 , 则 对 于 最 速 下 降 法 有 


(&)》 一 人 Ai 一 An 
有 一 下 于 是 


该 定理 说 明 : 对 任意 x" ,最 速 下 降 法 收敛 . 因为 4 对 称 正 
定 , 故 cond,(4) 一 外 , 当 A 的 条 件数 大 时 , 收 俩 相当 慢 . 


因为 ”是 PCx) 在 x 处 的 最 速 下 降 方向 ,但 这 是 局 部 的 . 特 
别 当 ”比较 小 时 ,实际 计算 中 由 于 含 人 误差 的 影响 会 偏离 最 速 
下 降 方向 ,显示 数值 不 稳定 . 所 以 该 算法 并 不 实用 ,但 它 的 基本 思 
想 却 是 发 展 许 多 新 算法 的 出 发 点 . 


7.9.3 共 配 梯度 法 


共 弧 梯度 法 (conjugate gradient method) 简 称 CG 法 ,是 求解 
系数 矩阵 对 称 正 定 的 大 型 稀 朴 方程 组 (7. 9. 1) 的 最 有 效 的 方法 之 
一 . 它 的 理论 基础 是 变 分 原理 , 即 通过 计算 z 元 二 次 画 数 p(z) 的 
极 小 点 Y” ,得 到 方程 组 (7. 9. 1) 的 精确 解 * .最速 下 降 法 的 搜索 
方向 是 取 负 梯度 方向 ~”, 有 其 局 部 性 ,不 是 最 佳 选择 . 共 梯 度 
法 改进 了 搜索 方向 ,即将 
0 一 0 十 atpb， (739.6) 


(3) 





二 
) 1m 一 xz (7.9.5) 


姜 


中 的 搜索 方向 取 为 
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Po 一 re 十 扩 Pb， 《7.9.7) 
且 po 一 rm。 
设 4 是 ” 阶 对 称 正 定 矩阵 . 若 在 R" 中 已 找到 一 组 线性 无 关 的 
4 共 罗 ( 正 交 ) 的 搜索 方向 
{P PP )}， 
其 中 pm ER 一 0,1,… 和 2 一 1 它们 可 张 成 线性 空间 - 


0 perD } 
钙 全 


,一 span{tp'o ,有 ,有 
其 子 空间 S, 一 span{po ,pp (CR 三 2). 和 迭代 向 量 x 和 
方程 组 (7. 9. 1) 的 精确 解 x" 可 分 别 表 示 为 


-1 
xc 一 > aip'， 
i0 


nm-1 
X” 一 >yaipm， 


im0 


所 以 ,从 理论 上 讲 ,x“* 可 由 有 限 和 迭代 步 形 成 ,至 多 二 步 就 可 得 到 真 
解 x". 
利用 变 分 原理 求 wu ,使 交 > 满足 BC ) 一 ming (x)， 即 


量 wcuw +apw)=0, 得 


《FrD ,pb) 
(AP ,pr 交 
由 式 (7. 9.7) 并 利用 {p2 )}5 的 4 共 恩 ( 正 交 ) 性 质 ((P”， 


4p9) 一 0 天 方 ,得 


(7.9.8) 


QE 


《 (kt) ,和 避 
有 = 一 CD (7.9.9) 
易 知 
rtD 一 rw 一 ahApw， 《7. 9. 10) 
其 中 rp 一 5 一 Ar .综合 以 上 公式 (7.9.6)~(7.9. 10) 构 成 了 共 


。 397 。 


斩 梯 度 和 迭代 法 ,有 以 下 性 质 定理 ， 

定理 7.9.4 设 4 对 称 正定 ,由 花 梯度 法 确定 的 向 量 r” ， 
p2 以 及 参数 aiy 有 满足 : 

(1) (ro ,ro ) 一 0， ii 六 

(2) (p ,ApOD ) 一 0， 1 用 

(3) (pr ) 王 0，i<j; 

(4) 《jp 7 ) 一 和 六 旨 和 1 全 

(5) w 二 0,B 二 0. 

利用 以 上 性 质 和 公式 (7. 9. 10) ,改写 ww 和 应 的 计算 公式 
(7.9.8) 和 (7. 9. 9), 得 到 以 下 的 共 斩 梯 度 算法 . 

算法 7.9.5 共 斩 梯 度 算法 

(1]1) 给 定 9) 一 0E R" ,计算 Fr0 一 太一 0) , 取 太一 re0) 

(2) 对 于 一 1,2,… 直 到 收敛 


SR 《rc 一 1 rt) ) 
人 


(4》 划 遇 一 Xi 一 1 十 akp 各 
(5) Fr :一 rrD 一 axhP(b 


《六 避 0 ) 


(6) 反 一 TD re DJ 

(7) PCt1 3 一 三 ( 归 十 Bip 作 

当中 r2” 由 一 0 或 (p2 ,4p2) 一 0 时 ,计算 过 程 中 断 , 这 时 x' 
已 等 于 x” . 

关于 CG 法 的 收敛 性 有 以 下 定理 . 

定理 7.9.6 设 4 为 对 称 正 定 和 矩阵, ,分 别 为 其 最 大 、 最 
小 特征 值 , 则 对 于 CG 法 有 


1 一 2 | 区 = 次 全 | 口 一 站- 
ze 一 < 2 | 


(7.9.11) 
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对 称 正 定 阵 4 的 谱 条 件数 cond:(4) = 时 ,所 以 当 它 很 大 时 ， 


CG 法 收敛 很 慢 . 比较 式 (7. 9.5) 和 式 (7. 9. 11) 可 看 出 ,CG 法 比 最 
速 下 降 法 的 收敛 性 好 得 多 . 可 用 预 处 理 技 术 提 高 CG 法 的 收敛 速 
度 并 改进 其 数值 稳定 性 , 见 7. 10 节 的 预 处 理 共 斩 梯 度 法 . 


7.10 预 处理 共 斩 梯 度 法 


7.10.1 预 处 理 共 斩 梯 度 法 


设 方程 组 
hx 一 D，xpER， 和 
其 中 4ER"" 是 一 个 对 称 正 定 矩阵 . 由 定理 7. 9.6 可 知 ,CG 法 的 
收敛 速度 与 4 的 条 件数 紧密 相关 ,条 件数 愈 小 ,收敛 性 愈 好 , 故 要 
提高 CG 法 的 收敛 速度 ,就 要 降低 4 的 条 件数 ,这 叫做 预 条 件 
(precondition) 或 叫做 预 处理 . 即 找 一 个 “近似 于 ”4 的 矩阵 M , 它 
也 是 对 称 正 定 的 .用 M-: 左 乘 方程 组 (7. 10. 1) 两 端 得 到 其 等 价 的 
方程 组 
NA4xr 一 MD， (7. 10. 2) 
使 MA 的 条 件数 比 4 的 条 件数 小 . 称 M 为 预 处 理 器 
(preconditioner). 如 果 M-1!4 的 条 件数 很 小 ,又 可 以 用 CG 法 求解 
方程 组 (7. 10. 2) ,那么 CG 法 的 收敛 速度 可 大 大 提高 . 
必须 注意 ,即使 A 和 M 都 是 对 称 和 矩阵 ,但 M-'4 未 必 对 称 . 所 
以 不 能 用 CG 法 直接 求解 方程 组 (7. 10. 2). 为 保持 对 称 性 ,引入 M 
内 积 (。，,。)w 以 及 它 与 欧 几 里 得 内 积 (。，，) 的 关系 ,有 如 下 
引 理 . 
引 理 7.10.1 设 M,4AER“”" 且 均 为 对 称 正定 矩阵 , 则 
(1) (xr,y)w 一 (Mrx,y) 一 (rz,My) (7. 10. 3) 
是 一 种 内 积 , 称 为 M 内 积 , 它 是 自 共 恩 的 . 
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(2》 (MT-I4Axr,y)w 一 (4xr,y) 一 (Y,4y) 一 (r, MOM 4y)) 
一 (Mrx, MI4y) 一 (x, MT Ay)w. 
《7. 10. 4) 
(3) (MI4xxr)w 一 (4xrxz) 三 0， (7. 10. 5) 
且 仅 当 x* 一 0 时 ,等 号 成 立 . 
根据 式 (7. 10. 4) 和 式 (7. 10. 5), 在 M 内 积 下 M 4 是 对 称 正 
定 的 ， - 
定理 7.10.2 设 4 和 MER"”" 均 为 对 称 正 定 抢 阵 ,5E R" , 则 
MI4xr 一 MIDePpCr ) 一 ming9(z)， 
ze 
其 中 
?Co = 王 CMTAr mw 一 (MD 


由 此 得 到 M 内 积 下 求解 方程 组 (7. 10. 2) 的 CG 法 . 
算法 7.10.3 预 处 理 共 琵 梯度 法 (简称 PCG 法 ) 
(1) 计算 7rC0) 一 太一 AxX0) ，Z50) 一 Mir'oo0 和 了 59 一 z(0) 
(2) 对 于 k 一 0,1,2,… 直 到 收敛 


(rtb ,ztb) 
〈3) OA 一 pm 55 


(4) ED 一 着 0 十 azptb 
《5) ct+1D :一 7 一 ak 六 怕 
(6) Z(4+1) 3 一 MIPCt+D 
(十 1) (十 ]) 
《7) 及 :一 全 2 了 
(8) Pet 3 一 zt 十 房 六 员 
在 此 算法 中 ,每 个 迭代 步 都 需求 解 方程 组 
Mrz 一 r， (7.10.6) 
所 以 要 求 预 处 理 器 不 仅 对 称 正 定 , 尽 可 能 地 近似 于 4, 而 且 应 使 计 
算式 (7. 10. 6) 时 ,节省 存储 ,节省 时 间 . 
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7.10.2 ICCG 法 


方程 组 (7. 10. 1) 中 的 4 是 对 称 正定 的 ,对 4 作 不 完全 楚 列 斯 
基因 子 分 解 , 即 


4=ILLT 一 R， (7.10.7) 
取 预 处 理 器 
M = LIT、A4， (7.10.8) 
其 中 工 为 下 三 角 和 矩阵 . 与 方程 组 (7. 10. 1) 等 价 的 方程 组 为 
Fy 一 8， (7.10.9) 


其 中 下 一 工 -!4L-T,y 一 LTx,8g 一 工 -50. 因为 4 对 称 正定 ,下 亦 然 . 
当 LLT 很 近似 于 4 的 完全 分 解 ( 即 4=ELL) 时 ,下 近似 于 单位 拢 
阵 工 ,下 的 条 件数 近似 于 条 件数 的 最 小 值 1. 对 某 些 不 完全 楚 列 斯 
基因 子 分 解 也 可 严格 证 明 cond:(F) 比 cond;(4) 小 得 多 . 

将 CG 算法 7.9. 5 用 于 方程 组 (7. 10. 9) ,得 到 不 完全 楚 列 斯 
基因 子 分 解 预 处 理 CG 算法 ,简称 ICCG (incomplete Chojesky 
conjugate gradient) 算 法 . 

算法 7.10.4 ICCG 算法 

(1) 计算 ro 一 六 一 4xro ,ro 一 开 -1r0 ,Po 一 二 TITr0 

(2) 对 于 & 一 0,1,2,… 直 到 收敛 


(rp ， Feb ) 
《3) 全 145 ,5 
(4》 JAYT1D) 3 十 as 玉 心 
(5) 7Ct+1) :一 Fr 一 ai 开 一 AP 


虽 (Fot+D ,FeHD ) 
06) USO 
(7) 了 3 一 一 工 Fi 干 凤 PP 沁 

有 和 多 种 方法 得 到 预 处 理 器 M， 常用 的 有 以 下 三 种 方法 . 
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I. 不 完全 楚 列 斯 基因 子 分 解 预 处 理 器 

最 简单 的 不 完全 楚 列 斯 基因 子 分 解 (7. 10. 7) 是 无 填充 的 
ILLT 因子 分 解 , 简 记 ILL7(0), 类 似 于 ILU(0)( 见 算法 7.6. 15)， 
即 取 工 的 非 零 结构 与 4 的 下 三 角 部 分 的 非 零 结构 完全 一 样 ,有 如 
下 算法 . 

算法 7.10.5 ILLI(0) 因 子 分 解 


(1) 避 一 (an) 主 

(2) 和 1 一 1 2，…) 刀 

(3) | [对 于 7 一 1,2，… 和 一 1 

(4) 如 果 ui 一 0, 则 六 三 0, 否 则 


王 1 
(5) 必 一 (ww 忆 40s)/ 


(6) | = (ou 一 0 

也 可 构造 有 填充 的 ILLT(s),s*=1,2,… 的 算法 ,类 似 于 ILU(Cs) 
( 见 7.6.2 节 ), 随 * 的 增加 其 精度 也 提高 ,直到 精确 的 完全 的 楚 列 斯 
基因 子 分 解 4 一 LLT7. 当然 算法 的 存储 量 和 计算 量 也 随 之 增加 . 

2. 雅 可 比 和 迭代 预 处 理 器 

AM1 一 也 一 diag(a yazz，…am ). 
其 中 ui 一 1,2,…, 为 矩阵 4A 的 主 对 角 线 元 素 , 称 M) 为 雅 可 比 
和 迭代 预 处 理 器 ,显然 Mi 对 称 正 定 . 
王 一 贡 一 diag(VaityVazs 和 …，Van) 


3. SSOR 和 对 称 SGS 和 迭代 预 处 理 器 


由 式 (7.5.3) 有 SSOR 迭代 预 处 理 器 


1 _(D 一 FDCD 一 TD， (7.10.10) 
af(2 一 中 ) 





Msso 三 
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其 中 0 一 wo 一 2, 工 为 矩阵 A 的 严格 下 三 角 部 分 反 号 , 卫 = diag(an ， 
az am). Msson 和 矩阵 也 是 对 称 正定 的 . 由 Mssog 分 解 得 


了 一 CD 一 oa)D 十 二 DrtCD 一 LT) 
Vow(t2 一 ) 区 


到 二 注 1 
其 中 + 一 diag( 7 二 人 | 

当 w=1 时 ,得 到 对 称 高 斯 - 赛 德尔 迭代 预 处 理 器 

有 Bscs 一 ( 卫 一 EL )D-(D 一 开 1) (7. 10. 11) 

及 相应 的 工 和 工 7. 

可 以 证 明 , 经 SSOR 迭代 预 处 理 器 的 预 处 理 后 (ow 取 最 优 的 )， 
方程 组 的 系数 矩阵 下 = 工 -: 4- 的 条 件数 等 于 原 方程 组 系数 矩阵 
4 的 条 件数 的 平方 根 , 从 而 使 ICCG 方法 加 速 收敛 . 


7.10.3 和 迭代 预 处理 





在 预 处 理 CG 算法 7. 10. 3 中 ,为 了 避免 符号 混 消 ,将 方程 组 
(7. 10. 6) 写 为 
必 一 ， (7. 10. 12) 
其 中 Q 对 称 正 定 , 尽 可 能 地 和 4 相近 且 使 方程 组 (7. 10. 12) 易 解 . 
在 算法 7.10. 3 的 计算 中 可 以 不 需要 Q= ELC7 的 分 解 形 式 . 
在 定常 迭代 中 ,将 方程 组 (7. 10. 1) 中 的 4 分 解 为 


4 M_N， (7. 10. 13) 
有 定常 迭代 公式 

xcerD 一 M-INxb 十 Mr10. (7. 10. 14) 
又 有 

4 一 (一 MIN) 一 NM ， 


令 B=Mr-IN 为 式 (7.10. 14) 的 迭代 和 矩阵. 当 p(B) 一 1 时 ,得 
4 一 (I 十 下 十 斑 十 …)M 一 ( 室 B Mr 
mm0 
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取 C=4, 即 

@ 一 (1 十 十 史 十 … 十 Be)A， 长 71105157 
显然 Q@ 是 对 称 的 , 当 尹 足够 大 时 , 它 是 正定 的 且 CQ 相当 靠近 
4 ,从 式 (7. 10.12) 和 式 (7. 10. 15) 得 到 


zx 一 Or 一 (十 8 十 B: 十 … 十 Br)NMCir， 《7. 10. 16) 
如 果 取 z 叫 一 M-r, 用 po(B) 一 1 的 定常 迭代 法 求解 
4z 一 (7. 10. 17) 


和 迭代 户 步 就 得 到 式 (7. 10. 16) 的 结果 . 

对 于 求解 方程 组 (7. 10. 17) 的 雅 可 比 和 迭代 法 , M= 也 = 
diag(au az,…,am) 是 对 称 正 定 的 , 盈 王 了 D-:N 为 雅 可 比 和 迭代 和 撼 
阵 . 若 o( 马 )<1, 取 zx 一 Dr, 则 和 迭代 尹 步 就 得 到 Q@z 王 r 的 近 
似 解 . 

对 称 高 斯 - 赛 德 尔 法 的 M=(D 一 已 )D-(D 一 世 )( 见 式 
(7. 10. 11)) 也 对 称 正定 . 因为 4 对 称 正定 ,用 对 称 高 斯 - 赛 德 尔 法 
求解 方程 组 (7. 10. 17) 收 和 剑 , 取 z 王 MTir, 则 和 迭代 步 得 到 0z=r 
的 近似 解 . 同 理 也 可 以 用 0 一 < 一 2 的 对 称 逐 次 超 松 弛 法 做 共 配 梯 
度 法 的 迭代 预 处 理 . 

无 论 用 雅 可 比 返 代 , 还 是 用 对 称 高 斯 - 赛 德 尔 和 对 称 逐 次 超 
松弛 迭代 预 处 理 ,一 般 只 需 进 行 几 次 和 迭代 就 足够 了 . 


7.11 阿 诺 尔 德 算法 


7.11.1 人 燥 辽 金 原理 和 克 雷 洛 夫子 空间 


考虑 大 型 线性 方程 组 
4xr 一 五 ， 和 RR， 《7.1Lt 2 
其 中 4ER” 为 非 奇 异 大 型 稀 朴 矩阵 且 不 必 对 称 . 取 mm ER" 是 任 
意向 量 , 令 
X 一 xzo 十 z， 《人 12) 
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ro 一 外 一 4xro，, 则 方程 组 (7. 11. 1) 等 价 于 
4z 一 ro. (7. 11. 3) 
设 玉 。 和 工 。, 是 及 "中 两 个 mm 维 子 空间 ,分 别 由 {m)， 和 
{wi) 岂 1 张 成 ,其 中 wwER. 
求解 方程 组 (7. 11. 3) 的 人 钥 辽 金 (Galerkin) 原理 是 : 在 &。 中 
找 方程 组 (7. 11. 3) 的 近似 解 zw, 使 残余 向 量 mm 一 4Az。 和 工 。 中 的 
所 有 向 量 正 交 , 即 求 zx.E 天 。 使 
(ro 一 4hz ywi) 一 0， VmiEIL。 Li 一 1,2……7. 
(7. 11. 4) 
下 面 把 伽 辽 金 原 理 用 和 矩阵 表示 . 令 V。 一 (wm ,mm，…zm)ER”"， 
用。 一 (ww won)ER" .由 于 zwE 开 oo, 故 可 把 z。 表示 成 


Zn 一 Y。yn， 《7.11. 5) 
其 中 mER. 改 写 式 (7.11.4) 为 
(WTAV,。)y。 一 WyTru， (7.11.6) 


假设 WT4YV,。 为 非 奇 异 矩 阵 , 不 难得 到 近似 解 yw ,从 而 得 到 方程 组 
(7.11. 3) 的 近似 解 xs. 理论 上 当 且 仅 当 m= 时 ,zw 才 是 精确 解 . 

玫 。 和 工 。 以 及 它们 的 基 { 几 ) 世 ;和 {w} 志 :的 不 同 选 取 , 便 给 出 
基于 变 分 原理 求解 方程 组 (7. 11. 3) 的 不 同 算法 . 

称 span{ro ,4ru,…, 4” :ro} 为 由 矩阵 人 和 向 量 六 0 生成 的 克 
雷 洛 夫 (Krylov) 子 空间 . 取 

一 span{froy4hro， 4 ro} 

的 算法 , 称 为 克 当 洛 夫 子 空间 法 (Krylov subspace method)， 

在 克 雷 洛 夫子 空间 法 中 , 当 取 工 。 王 天 。 时 ,由 伽 辽 金 原理 构成 
阿 诺 尔 德 (Arnoldi) 算 法 ( 见 7.11. 3 节 ). 当 取 工 。 一 4K,。 时 ,由 伽 
辽 金 原理 构成 GMRES 算法 ( 见 7. 12 节 ). 


7.11.2 阿 诺 尔 德 过 程 


阿 诺 尔 德 过 程 是 一 种 建立 克 雷 洛 夫 子 空间 K。 的 正 交 基 的 算 
法 . 它 选 用 格拉 姆 - 施 密 特 (Gram-Schmidt) 正 交规 范 化 过 程 , 将 
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天。 的 基 正 交规 范 化 为 wm,m,…，,z， 其 中 (mw,) 王 0(i 天 7) 且 
| 1:=1G 一 1,2,…,m), 称 这 过 程 为 阿 诺 尔 德 过 程 . 即 首先 取 


Wi 一 本 到 让 ,假设 已 有 m ,mw ,mwEspanfroy,4ro, 4" -1ro), 它 
们 相互 正 交 且 均 规范 化 , 则 w+ 的 构造 过 程 如 下 : 

一 4os 一 > ja， (7.11.7) 
其 中 ia 一 (hou). 则 取 


万 tl 


(7. 11.8) 


TH 二 0 
人 | 民 


令 As 一 上 e+ il, 若 加 天 2 且 庆 + 天 0 一 1,2, 罗 一 1 则 
完成 了 阿 诺 尔 德 过 程 . 

定理 7. 11.1 对 于 <”, 阿 诺尔 德 过 程 产 生 的 向 量 序列 
{ 候 :是 spantm ,hr 4 nm) 的 一 组 标准 正 交 基 , 而 且 w +: 上 
span{ro,4ro，…4” 1ro}. 


过 程 7.11.2 阿 诺 尔 德 过 程 
四 2 
0 


(2) 对 于 7 一 1,2,…，mz 
计算 oj :一 4m， 
对 于 ;一 1,2,… 
有 一 (ojiyDi) 
0j :一 9 一 媳 ii 
fi 尾 
Ai+1v 一 | 人 ,车 Ai+v 一 0 停止 
Vi+1 一 Qi/ 
5 尾 
由 式 (7. 11. 7) 和 式 (7. 11. 8), 阿 诺尔 德 过 程 的 矩阵 表示 为 
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4Ve 一 多 再 十 Remhier (7. 11.9) 


其 中 
An ja 关 cl 六 
蕊 
jh jz 
W 一 :， |， 于 :一 ja 


六 RiF1 丸 只 


7.11.3 阿 诺 尔 德 算法 


在 伽 辽 金 原理 中 取 天。 一 工 。 一 span{ro ,hro,…4” ro) ,其 中 
mo 一 5 一 4xo. 首先 利用 阿 诺 尔 德 过 程 7. 11. 2, 将 氏 。 和 革 。 的 基 正 


交规 范 化 . 其 中 到 TY- 一 (mm , 思 ,…，zn) 为 这 组 标准 正 交 


基 构 成 的 矩阵 . 由 式 (7. 11. 9) , 取 & 一 思 , 得 
4V。 一 V。 百 。 十 用 rnDnwHer. (7.11. 10) 
再 由 伽 辽 金 原理 得 到 的 方程 组 (7. 11.6), 取 凤 。 一 V。, 有 
(V54AV。)yw 一 Vrro， 
令 有 = | mr 有 ,有关 一 po, 代 人 上 式 . 又 因为 ma 一 Vael ,yi 一 0 及 
VYzVy。 一 1, 因 此 ,上 式 变 成 
Hayn 一 pei， (7.11.11) 
其 中 由 ER" ,HER" "为 一 个 上 海 森 伯 格 (Hessenberg) 和 矩阵 . 如 
果 也 非 奇 异 ,m 比较 小 , 则 可 用 直接 方法 求解 方程 (7. 11. 11) ,得 
yw, 代 人 式 (7. 11.5) 得 xu, 将 zx。 代 人 式 人 7: 11. 2) ,得 原 方 程 组 
(7.11.1) 的 近似 解 x. 称 这 种 方法 为 阿 诺 尔 德 完全 正 交 化 法 (ful 
orthogonalization method). 简 记 为 阿 诺 尔 德 -FOM 算法 . 如 果 矩 
阵 再 。 奇异 , 则 算法 出 现 恶性 中 断 , 是 这 种 算法 很 大 的 不 足 . 
对 于 固定 的 mm>0, 阿 诺尔 德 算法 给 出 残余 向 量 的 大 小 | m 一 
4z。 ||:， 
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定理 7.11.3 对 于 zm 二 0, 有 

| ro 一 4zo ll 一 AHim | eryn | 
算法 7.11.4 阿 诺 尔 德 -FOM 算法 
(1) 任 取 xoER" ,给 定 误 差 上 界 e 


(2) 计算 六 一 5 一 Aro ,8 一 | m lm 一 人 


(3) 确定 矩阵 百 , 的 阶 疡 < 所 ?7 且 置 互 ,=0 
(4) 对 于 j 一 1,2,…，m 


(5) 计算 w :一 4m， 

(6) 对 于 ;一 1,2, 

《7) 有 一 (wii) 

《8) ij 3 一 Wi 一 有 mi 

《9) i 尾 

《10) 计算 已 +1vy 一 | w 1, 如 果 万 +t 一 0, 则 置 2 :一 7 
且 转 向 (14) 

《11) 计算 w+ 一 由 /ji+tyi 

(12) 了 尾 


(13)》 如 果 再。 奇异 , 则 算法 恶性 中 断 , 变 换 xzo 转向 (2) 

(14) 求解 吾 .y。 一 Be ,z 一 Von xn 一 xo 十 zw. 否则 

(15) 如 果 |m 一 4zn。 |‖( 王 jhineIyw)<e, 则 革 一 xe 停止. 
否则 

(16) mm 一 im 十 1, 如 果 ms 则 置 囊 ,一 0. 则 转 (4) ,否则 停止. 

上 述 算法 mm 愈 大 ,格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 愈 耗 时 ,保存 了 下。 和 
V。 的 存储 空间 也 随 之 增加 . 改进 的 办 法 是 : 对 于 大 型 方程 组 , 限 
制 z 的 最 大 值 . 周期 性 地 重新 开始 ,简称 阿 诺 尔 德 -FOM{zm) 
算法 . 

算法 7. 11.5 ” 阿 诺 尔 德 -FOM(m) 算 法 

(1) 对 于 固定 的 m< 和 nm, 任 给 定 xoER" ,给 定 误 差 上 上 界 e. 
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(2) 计算 rm 一 p 一 Axn 8 一 上 mr | 全 


(3) 园 算 法 7.11. 4 的 步骤 (4) 到 (14). 

(4) 如 果 |‖ me 一 4Az。 | (一 ArineIyw)<e, 则 xx 一 xz 停止. 

(5) 否则 xzo 一 xw 且 转 向 (2) 

在 阿 诺 尔 德 -FOM 算法 的 正 交 化 过 程 中 ,w 和 前 面 已 经 算出 
的 所 有 向 量 w-,,…，,m 都 正 交 . 另 一 种 简化 的 形式 是 在 阿 诺 尔 德 
过 程 中 不 要 求 w 和 mw- …，,m 中 每 个 向 量 正 交 ,而 只 要 求 w 和 
一 9， 芭 一 2 ,mt 正 交 . 其 中 开 是 一 个 不 大 的 正 整数 . 这 样 得 到 的 
算法 称 为 阿 诺 尔 德 不 完全 正 交 (incomplete orthogonalization ) 算 
法 ,简称 阿 诺 尔 德 -IOM 算法 . 只 要 选择 &, 将 算法 7. 11. 4 和 算法 
7. 11.5 中 的 i 王 1,2,…, 改 为 zi 一 max{1lj 一 R 十 1)，… 洒 .并 将 第 
10 行 改 为 计算 万 + 一 上 o 1 ,就 分 别 得 到 阿 诺 尔 德 -IOM 算法 
和 阿 诺 尔 德 -IOM() 算 法 . 

不 完全 正 交 化 过 程 得 到 的 上 海 森 伯 格 矩阵 再 。 是 带宽 为 上 十 1 
的 带 结 构 , 如 一 3 和 思 一 5， 


jh Ra is 
jz Riz 巨大 24 
五 。 一 ja As ja 几 as 
js 六 5 
5。 几 55 
将 其 LU 分 解 为 及。 一 世 ooUu， 
1 zi1 MI2 MI3 
lz 1 22 1223 124 
殖 。 一 Je 1 U 一 133 234 zs35 | 。 
ls 1 144 ML45 
l4 1 M55 
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由 式 (7. 11. 2) , 式 (7. 11.5) 和 式 (7. 11. 11) 有 
xn 一 Xo 十 Zn 一 Xo 十 Wnyn 
一 xo 十 VEHz (pe ) 一 xzo 十 VnURLa (pe )， 
xm 一 xo 十 PS。， (7. 11.12) 
其 中 P。 = V。Ua ,So。 一 1 (Be ). 因 为 U。 为 带 型 上 三 角 拖 阵 , 利 用 


P.U. = V。, 得 到 左 式 两 端 最 后 一 列 相等 的 关系 式 芝 tr 有; 一 mn， 








其 等 价 公 式 为 
计生 二-(o。 四 守 wp (7.11.13) 
3 
因为 工 。 的 特殊 结构 ,又 令 So 一 |ov-: | ,从 工 。S。 一 pe, ,得 
CDm 
1 (7.11.14) 


尽 - 

又 将 S。 写 成 S。 = |, 天 Si E Robxe-b， 则 由 
pm 

式 (7. 11.12) 得 


SS 一 
二 CPP 一 xzo 十 忆 -:S。: 十 pnp。， 





xm 一 Xo-1 十 DnPn， (7.11. 15) 
其 中 xm-l: 三 mm 十 Po-:S。 .综合 以 上 过 程 得 到 阿 诺 尔 德 -IOM 
算法 . 

算法 7.11.6 阿 诺 尔 德 -IJOM 算法 

(1) 选 zER' ,给 定 误差 上 界 * 和 正 整数 人 

(2) 计算 mm 一 5 一 4x。 本 中 ro | + :一 ro/p 

(3) 确定 矩阵 再 。 的 阶 普 扩 且 置 吾 。 一 0 

《4) 对 于 j 一 1,2,…， 

(5) 计算 w :一 4m， 
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《6) 对 于 ;一 max{1l,m 一 上 十 1) ，… ,7 


(7) hi 一 (wii) 

(8) Wi 一 Wi 一 六 Di 

(9) i 尾 

〈10) 计算 + 一 | Wi 1 Di+1 一 Wji/ ji+iyi 
(11) 7 尾 


(12)》 对 瓦 。 作 区。U。 分 解 ,如 果 wm 一 0, 停 止 ; 否则 
(13) 计算 om 一 { 如 果 关 一 1, 则 B, 否 则 一 上 es -ipw ni } 


7 一】 
G4) 计算 刀 一 局 (v 一 翌 wP) (对 于 i 过 0, 量 ww 三 0) 
一 大 上 1 


(15) 计算 xz 一 xn-i 十 onP。 

(16) 如 果 |‖ 35 一 4x。 | 一 s, 则 x 王 x。 停止 ,否则 

(17) 六 一 十 1 置 再 ,一 0, 如 果 mm 过 则 转 (4). 否则 停止 

上 面 的 算法 中 ,用 不 选 主 元 的 高 斯 消 元 法 对 百 。 作 LU 分 解 ， 
这 或 许 在 算法 的 第 12 行 就 过 早 地 中 断 . 如 果 改 用 选 主 元 的 高 斯 消 
去 法 ,问题 就 解决 了 . 仿 算法 7. 11. 5 修改 筹 法 7. 11. 6 可 得 到 阿 诺 
尔 德 -IOM(m) 算 法 . 

阿 诺 尔 德 算法 最 大 的 不 足 是 无 法 预料 恶性 中 断 何 时 发 生 . 对 
一 般 和 矩阵 , 阿 诺 尔 德 算法 的 收敛 性 至 今 没 有 给 出 证 明 . 但 不 少数 值 
计算 表明 : 循环 算法 即 阿 诺 尔 德 -FOM (m) 算 法 或 阿 诺 尔 德 - 
IOM(m) 算 法 是 很 有 效 的 . 


“7.11.4 对 称 兰 乔 斯 算法 


考虑 方程 组 (7.11. 1) ,其 中 4ER“”" 为 非 奇 异 的 对 称 和 矩阵 . 则 
对 称 的 阿 诺 尔 德 算法 就 简化 为 对 称 兰 乔 斯 (Lanczos) 算法 
(symmetric Lanczos algorithmy). 
定理 7.11.7 假定 阿 诺 尔 德 过 程 应 用 于 实 对 称 甜 阵 4, 则 由 
过 程 得 到 的 ji 使 
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hr 一 0， 1 过 II 过 JJ 一 1， 
如 一 AH， 了 一 1,2, 7 一. 
换 句 话说 , 阿 诺 尔 德 过 程 得 到 的 矩阵 百 。 是 三 对 角 的 对 称 矩 
阵 . 令 ww 王 必 ? 语 王 语感 +1v ,用 T。 表示 瑟 。, 有 、 


及 37 人 
这 时 ,格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 公式 (7. 11. 7) 和 式 (7. 11. 8) 简 
化 为 三 项 递 推 公式 
pH VH 一 4pij 一 api 一 Vi， 《7.11. 16) 
将 阿 诺 尔 德 -FOM 算法 7.11.4 简 化 为 如 下 的 对 称 兰 乔 斯 算法 
算法 7. 11.8 对称 兰 乔 斯 算法 
(1i)》 任 给 mERR" ,给 定 误差 上 界 e>0. 
(2) 计算 m 一 bp 一 Axo ,8 一 ‖ro | ,一 ro/8 
(3) 对 于 mm 一 1,2，…,m 
(4) 及 =0 
(5) 对 于 7 一 1,2,，…，zmz 
(6) 计算 由 一 Amj 一 Bi-io 一 (WwW Wi 一 WW 一 oo 


(7) 计算 B+ 一 | Wi/ 1 ,如 果 pB+H 一 0. 则 思 一 7 且 转 向 


(11) 
(8) 计算 w+， 一 Wi/B+1 
(9) 了 尾 


(10) 如 果 互 一 tridiag(B ya ,Bi ) 奇 异 , 则 更 换 z% ,转向 (2) ,否则 
(11) 求解 三 对 角 方 程 组 Tuy。=pBe ,计算 z。 一 Vay。 
(12) 如 果 | rm 一 4z。 :<e, 则 x* 一 z 十 zx。 停止 ,否则 
(13) za 尾 < 
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mw ,on)T, 由 式 (7.11. 10) , 即 
4V。 一 V。 五 。 十 hn Vrhen， 
可 改写 为 
4AV。 一 Vi 百 。， (7. 12..2) 
其 中 
An Pa 2 am 


二 于 。 i“ 硬 ， 辣 六 Da 天 22 的 六 zw 
六 winm ez “ 。 ; 
由 

《7.12.3) 


由 定理 7. 12. 1, 令 x 一 名 十 Ywy ,再 利用 六 一 Bo: ,公式 (7.12. 2) 
及 VYI:V。+ 一 T 有 
1 2 一 4x 1: 一直 ro 一 4Y。y | 下 pm 一 Vi 百 。y | 
一 ‖ Ya (pe 一 百 。y) | ， 
1 一 Ax 1 一 下 8e 一 下 。y 1. (7.12.4) 
求解 最 小 二 乘 问题 ,min，| 5 一 Ar 小 变 成 求解 等 价 的 最 小 二 乘 问 


题 min | 8e, 一 百 。y ||: 并 得 到 解 yw，, 表 示 为 
Jm :一 argT 症 训 | pe 一 互 。y 1. 
综 上 所 述 ,构成 了 阿 诺 尔 德 - -GMRES 算法 . 
算法 7.12.2 阿 诺 尔 德 -GMRES 算法 
(1) 任 取 xoER" ,给 定 误 差 上 界 es>0 


(2) 计算 mo 一 一 4xo :8 一 中 7o 1 一 入 


(3) 选 定 mm<enm, 百 ,ER xn，, 置 百 , 一 0 
(4) 对 于 JJ 一 1,2, mm 
(5) 计算 w :一 4m， 
(6) 对 于 革 到 2 必 7 
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7.12 广义 极 小 残余 算法 


考虑 大 型 稀 朴 线性 方程 组 
4xr 一 bxYDbGER"， 7 汪 2. 王 7 
其 中 4ER"” "为 非 奇异 阵 且 不 必 对 称 ， 
取 zER 为 任意 向 量 , 令 
YX 一 xxo 十 z， 
则 有 等 价 的 方程 组 
4z 一 ro， 
其 中 m 一 问 一 4xo. 

取 天, 一 span{fro ,4ro,…,4” ro) 和 上 了 一 span{hro,42ro，， 
4"ro,}, 简 记 工 。 一 AK 。. 仍 利用 伽 辽 金 原 理 ( 见 7.11. 1 节 ), 取 
znEK。 ,使 mr 一 rm 一 4z。 与 L。 中 所 有 的 向 量 正 交 而 求 得 z。, 这 就 
构成 了 广义 极 小 残余 算法 (generalized minimal residual 
algorithm) ,简称 GMRES 算法 . 有 如 二 定理 . 

“定理 7.12.1 令 4 为 Xz 方 阵 并 假定 Lo。 一 4K。, 取 任意 
xoER" 为 初始 向 量 , 则 按 人 辽 金 原 理 计 算 近 似 解 寺 ,等 价 于 并 在 
xo 十 天。 中 极 小 化 | 5 一 4Ax | , 即 

| 一 全 业 一 ,让 5 一 4Ax 1. 

下 面 分 别 用 两 种 方法 完成 GMRES 算法 中 的 阿 诺 尔 德 过 程 . 
一 种 是 用 格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 方法 ,构成 阿 诺 尔 德 -GMRES 算 
法 ; 另 一 种 是 用 豪 斯 堆 尔 德 正 交 化 方法 ,构成 豪 斯 堆 尔 德 
GMRES 算法 . 


7.12.1 阿 诺 尔 德 -GMRES 算法 
首先 用 阿 诺 尔 德 过 程 7. 11. 2, 得 到 K。 的 一 组 标准 正 交 基 
{w) 刀 其 中 四 = 中 站 ,8 一 | r。 1, 有 ro 一 Bui， 令 VY。 一 (mn，、 
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《7) 有 一 (wy Wi) 


(8) Wi 一 Wi 一 用 了 

(9) i 尾 

(10) 计算 太一 | 赴 w ,如果 万 fy 一 0, 则 和 := 一) 且 转 
向 (13) ,否则 

(11) 计算 w+ 一 WiV/ji+iyi 

(12) 了 尾 


(13) 计算 yw。 :一 arg min | Be 一 百 。y 1:，zw 一 Yoyw， 
DER 


YXn 一 Xo 十 Zn 
(14) 如 果 外 mr 一 4z。 | 一 se, 则 x* 一 zw， 停止 ,否则 
(15) 关 一 头 十 1, 如 果 mm 入 z 则 置 互 。 一 0, 转 向 (4) ,否则 停止 
上 述 算法 当 关 很 大 时 , 阿 诺 尔 德 过 程 耗 时 上 且 V。 和 豆 。 的 存 


储量 很 大 .所 以 对 于 大 型 方程 组 ,限制 mm 的 最 大 值 . 取 固 定 的 mm 一 
mn, 周期 性 地 重新 开始 ,简称 这 种 算法 为 阿 诺 尔 德 -GMRES (mm) 
算法 . 


算法 7.12.3 阿 诺 尔 德 -GMRES(m) 算 法 
(1) 对 于 固定 的 mm<", 任 给 xoE R ,给 定 误差 上 界 e>0 


(2) 计算 mm 一 5 一 4Axo ,8 一 | mr 上 一 另 


(3) 同 算法 7. 12. 2 的 步骤 (4) 到 步骤 (14) 
(4) 加 一 zw 且 转 向 (2) 


7.12.2 台 斯 霍 尔 德 -GMRES 算法 


下 面 用 豪 斯 替 尔 德 正 交 变 换 , 找 克 雷 洛 夫 子 空间 K。 一 


span{ ro ,ro 4” ro 的 一 组 标准 正 交 基 {mw)) ,其 中 m 王 5 一 
4xo. 豪 斯 瞧 尔 德 正 交 化 是 用 反射 矩阵 已 将 矩阵 已 变换 为 上 三 角 
和 矩阵 . 


站 T 
二 一 2 
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其 中 屿 一 丁 二 ， z 一 (zi yza yzn)7T. (7.12.5) 
世 ||: 
0， 1 < 让， ， 
2i 一 > ii 一 1J/， 有 8= sign(zp)( zi )。 
ri， 1 人 > 

下 面 用 豪 斯 堆 尔 德 正 交 化 方法 完成 阿 诺 尔 德 过 程 , 得 到 与 阿 
诺尔 德 -FOM 算法 7. 11. 4 对 应 的 豪 斯 堆 尔 德 -GMRES 算法 ,或 
者 说 普 从 1 到 "的 完全 豪 斯 堆 尔 德 GMRES 算法 .也 有 与 阿 诺 尔 
德 -FOM(m) 算 法 7. 11. 5 相对 应 的 豪 斯 鸭 尔 德 -GMRES(m) 算 
法 ,或 者 说 固定 mm, 重新 开始 的 算法 , 仅 列 出 后 者 . 

算法 7.12.4 豪 斯 霍 尔 德 -GMRES() 算 法 

(1) 任 选 xxE 了 RR .给 定 误差 上 界 e, 选 定 zx. 

(2) 计算 mm 一 8 一 4ro,z 一 mm 

(3) 对 于 j 一 1,2,…，, 加 ,7 十 1 

(4) 计算 豪 斯 震 尔 德 向 量 w (用 式 (7. 12. 5) ) ,使 

(5) (W) 一 0 一 1,2,…y 一 1 且 - 

(6) (Piz); 一 0 一 ) 才 1 2 其 中 忆 一 T 一 2wiw7 

(7) 力 -; 一 Piz ,如 果 jj 一 1, 则 令 8 一 efj 

(8) 娓 一 PP PPie， 

(9) 如 果 j 委 计算 z 王 已 Pi Pi4v 

(10) 了 尾 

(11) 定义 下 ,一 (Pa ,…,j) 是 (mm 十 1) Xm 矩阵 

(12) 计算 和 一 arg m 记 外 pe, 一下.y ,yo 一 ( 态 ， 严 no) 

(13) z=0 ” 

(14) 对 于 j 一 妇 ,m 一 1,…，1 

(15) X 一 书 《 态 eji 十 z》 

(16) 5 尾 

(17) 计算 x。 一 xo 十 z 
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(18) 如 果 | rm 一 4Az 一 e, 则 x 一 xw 停止 

(19) xo 一 xn 且 转 向 (2) 

该 算法 中 (2) 一 (10) 是 用 一 系列 的 豪 斯 堆 尔 德 正 交 变 换 已 () 一 
1,2,…，,zz) 完 成 了 对 矩阵 疏 = (mr ,4n ,4o: ,…,4n。) 的 QR 因 式 
分 解 , 即 

Qnr hohon。) 一 (io 有 ,外 )， (7.12.6) 
其 中 Q.。=P.P。,…P, 为 西 阵 ( 即 CO,。=TO8 为 @。 的 共 斩 转 
置 ), (ho ,js) 是 xx(m 二 li) 的 上 三 角 矩 阵 . 由 算法 7.12.4 
的 (6)~(8), 有 
及 一 PHz 一 Pohum 一 QHhhni. (7.12.7) 
注意 到 向 量 太 的 第 7 十 2 到) 的 分 量 为 零 , 则 对 ii 之 十 2, 有 
Pi 一 所 ,因此 
有 一 一 pvPhzji 一 COoho，7 一 1, 2 
这 就 得 到 式 (7. 12.6). 
由 式 (7.12.7) 得 


4uj 一 Oh 2 je 一 2jiOfhei 
fm 工 im 


开 1 
一 2)jU， 了 一 1,2，…m， 
显然 有 
4V,。 一 Vi 百 ，. 

它 与 7.12. 1 节 的 公式 (7. 12. 2) 相 同 ,其 中 。 见 式 (7. 12. 3). 同 
理 可 得 到 与 式 (7. 12. 4) 相 同 的 公式 

1 一 4x = 外 8e 一 百 .y 小. 
求解 最 小 二 乘 问题 min | pe, 一 互 。y | ,得 到 解 

ynm :一 arg min | pei 一 瓦 。y |:， 

ER 
其 中 和 一 (六 , 关 ，… 加 ). 从 而 有 
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Xn 一 Yo 十 Yoyn， (7. 12. 8) 
其 中 V。 一 (mm ,mo 一 书 P…Piei. 上 式 的 另 一 种 计算 形式 
xm 一 xo 十 妨 W 十 … 十 7oVn 
一 xzo 十 办 Piel 十 … 十 To P…Pnen 
一 Xo 十 已 (六 el 十 也 ( 思 ez 十 … 十 
忆 。, (7 ie 十 已 .ynen) 十 …)). (7. 12.9) 
算法 7.12.4 的 (13) 一 (16) 行 按 式 (7. 12. 9) 计 算 zw。 


7.12.3 | pe 一 百 。y | : 极 小 化 算法 


在 GMRES 算法 7. 12. 2 到 算法 7. 12. 4 中 ,如 何 有 效 地 求解 
pe, 一 玫 。y | 的 极 小 化 问题 是 算法 是 否 成 功 的 关键 . 即 用 最 小 二 


乘法 求解 超 定 方程 组 
百 ,y = pe,， (7.12.10) 


其 中 百 。 是 (mm 十 1)Xzm 的 上 海 森 伯 格 矩阵 ,考虑 到 百 。 的 特殊 形 
式 , 有 效 的 方法 是 用 平面 旋转 矩阵 对 吾 。 作 QR 分 解 , 将 五 。 变换 


成 上 三 角 和 矩阵 . 
定义 7.12.5 设 
1 
1 
半 CE 5 i 行 
你 二 一 5 ci i 十 1 行 


1 5 
且 有 c: 十 一 1, 称 史 , 为 平面 旋转 矩阵 ,也 称 为 吉文 斯 (Givens) 变 


换 和 矩阵 . 
用 一 系列 ERD en 一 1,2,…m)， 分 别 左 乘 下 和 


pei. 每 次 消去 六 :Ci 一 1,2, ma)* 则 有 
。418 。 


二 | 用 H1 ci 一 太 全 7 
《7.12. 117 
其 中 必 ?是 百 。 经 i 一 1 次 平面 旋转 后 的 第 ;一 1 个 对 角 线 元 素 . 
经 zm 次 旋转 后 ， 
QQ 一 0.0D- pp 
入 。 一 0O. 互 。， 
8n。 一 Que(pe) 一 (mehi)T 
因为 CO。 是 酉 抢 阵 , 即 Qx0.- 一 天 所 以 
min | pe' 4 互 。y 外 = min Qu.(pBe， 一 政 。y) | 
一 min | 8。 一 民 。y | 《〈7.12.12) 
上 式 右 端的 极 小 化 问题 非常 容易 求解 . 因为 


y 了 一 0， (7.12.13) 








Ji 


其 中 R。 是 非 奇异 的 上 三 角 方 阵 . 则 有 


Roy 一 | |， (7.12.14) 


ym . 

这 样 用 最 小 二 乘法 求解 超 定 方程 组 (7. 12. 10) 的 问题 转 为 求解 超 
定 方程 组 (7. 12. 13) 问题 ,又 变化 为 用 直接 法 求解 三 角形 方程 组 
(7.12.14) 的 问题 . 易 得 方程 (7. 12. 14) 的 解 为 ww. 而 且 最 小 二 科 
残余 为 

1 2 一 4xrw lj 一 | ws | (7.12.15) 
因此 , 取 定 关 后 ,判断 GMRES 算法 7.12. 2 到 算法 7.12.4 终止 的 标 
准 ,无 需 计 算 外 2 一 Ar = | m 一 4z。 | ,只 需 判断 | w+ | 一 e 是 否 

。419 ， 


满足 即 可 . 
7.12.4 GMRES 算法 的 收 合 性 和 中 断 


将 阿 诺 尔 德 -GMRES(m) 算 法 和 豪 斯 霍 尔 德 -GMRES(m) 算 
法 合 称 为 GMRES(m) 算 法 . 

定义 7.12.6 设 4ER”"( 不 必 是 对 称 的 ) ,如 果 4 十 45 是 一 
个 对 称 正定 矩阵 , 则 称 4 是 正定 矩阵 . 

定理 7.12.7 设 4x 一 上 中 的 4 是 正定 的 , 则 对 任何 mm 三 1 的 、 
整数 和 任意 初 值 zx ,GMRES(m) 算 法 是 收敛 的 . 

定理 7.12.8 如 果 4x 一 中 的 4 是 对 称 正 定 的 , 则 对 任何 
思 1 的 整数 和 任意 初 值 xv,GMRES(Cm) 算 法 是 收敛 的 . 

定理 7.12.9 考虑 4r=5, 假 设 

(1) 4 是 可 对 角 化 的 , 即 存在 非 奇 异 和 矩阵 X, 使 得 4 一 XAX-' 
成 立 ,其 中 4A=Giag( av) ii 一 1,…, 7) 为 4 的 特征 值 . 

(2) 4 的 全 部 特征 值 落 在 酉 圆 下 (cya,d) 内 部 .cya,ad 分 别 代 
表 椭 圆 中 心 .焦距 和 长 轴 , 而 且 0@&E(c,a,d) , 则 


C 人 (| 
c 全 
C- (到 ) aa 十 Vaz 一 严 曾 

c- 人 9 站 慰 3 2 司 家 


因为 c>a , 故 上 式 右 端 因子 小 于 1. 显然 , 当 闫 足够 大 时 ,可 直接 
从 式 (7. 12. 16) 推 出 ,GMRES(m) 算 法 对 任意 初 值 r 是 收敛 的 ， 
在 更 弱 的 条 件 下 ,GMRES(m) 算 法 有 如 下 收敛 性 . 
，420 。 





1 2 一 4xn 小 委 cond: (起 ) 1 2 一 4xro |. 








(7. 12. 16) 











定理 7.12.10 考虑 4x 一 b, 假 设 4 是 可 对 角 化 的 , 即 存在 非 
奇异 矩阵 X, 使 得 4 三 XAX- ,其 中 4 一 diag(A hs ，… Ai 一 
1,2,…,m) 为 4 的 特征 值 , 则 对 充分 大 的 ,GMRES() 收 敛 . 

若 交 阶 矩 阵 4 满足 44“ 一 4*4, 称 4 为 正规 矩阵 . 对 角 天 阵 、 
实 对 称 和 矩阵 (4T 王 4) , 埃 尔 米 特 矩 阵 (48 一 4) . 正 交 和 矩阵 (4I4 一 
和 酉 矩阵 (4a4 一 刀 都 是 正规 矩阵 . 

4 为 正规 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 4 本 相似 于 一 个 对 角 和 拖 阵 
4, 即 存在 酉 矩阵 吕 , 使 

4A 一 UAUY 
其 中 4=diag( , ,一 1,…, 2) 为 4 的 特征 值 . 

所 以 正规 矩阵 是 可 对 角 化 的 . 满足 定理 7.12. 10 的 条 件 ,对 充 
分 大 的 zm, 求 解 4x 一 的 GMRES(m) 是 收敛 的 . 

阿 诺 尔 德 -FOM 算法 ( 见 7. 11 节 ) 会 产生 恶性 中 断 , 而 
GMRES 算法 克服 了 这 个 困难 . 豪 斯 堆 尔 德 -GMRES 算法 不 会 产 
生 中 断 . 阿 诺 尔 德 -GMRES 算法 的 中 断 只 可 能 在 阿 诺 尔 德 过程 中 
的 第 7 步 凡 + 一 0 时 出 现 中 断 , 这 时 不 可 能 求 得 下 一 步 的 阿 诺 尔 
德 向 量 了 ,这 种 情况 下 求 得 的 解 是 精确 的 . 有 以 下 命题 . 

命题 7.12.11 令 4 为 非 奇 异 阵 , 则 求解 hx 一 的 阿 诺 尔 德 - 
GMRES 算法 在 第 j 步 中 断 , 即 六 + 一 0 当 且 仅 当 近似 解 风 是 精 
确 的 : 

一 4Axi 一 0ejry 一 0. 


7.12.5 分 裂 预 处理 GMRES 算法 


预 处 理 是 使 GMRES 算法 有 效 的 另 一 个 关键 因素 . 对 于 
GMRES 或 其 他 非 对 称 和 迭 代 法 ,它们 的 预 处 理 方法 类 似 于 预 处 理 共 
斩 梯 度 法 ( 见 7. 10 节 ).7. 10 节 的 预 处 理 方法 都 可 以 用 于 GMRES 
算法 上 . 这 里 只 给 出 一 种 类 似 于 ICCG 法 的 分 裂 预 处 理 技巧 ,从 而 有 
分 裂 预 处 理 GMRES 算法 (split preconditioning GMRES algorithm)， 


庄 : 。 


我 们 得 到 一 非 奇 异 矩 阵 M, 它 在 某 种 意义 下 通 近 4x= 中 的 矩阵 
4. 比 如 ,对 4 作 不 完全 LU 分 解 ( 见 7.6.2 节 ), 有 
4 一 工 U 一 R. 
取 预 处 理 器 M= 工 U=:4. 与 hr 一 等 价 的 方程 组 
FEy 一 8， (7. 12. 18) 
其 中 下 一 工 - 40 ,y 一 Uxr ,8 一 工 2 思 , 
当 工 避 很 近似 于 4 的 完全 分 解 ( 玉 王 0) 时 ,近似 于 单位 矩阵 
T. 对 方程 组 (7. 12. 18) 写 出 GMRES 迭代 算法 ,并 整理 ,使 得 只 存 
储 原始 变量 . 
算法 7. 12. 12 ”分 裂 预 处 理 阿 诺 尔 德 -GMRES() 算 法 
(1) 选 zoER 和 适当 大 小 的 <2, 给 出 误差 上 界 e>0 
(2) 计算 mm 一 5 一 AroyP 一 世 -iroyp 一 ‖ 六 由 ,一 号 
(3) 对 于 7 一 1,2，…，m 
(4) 计算 w :=L-14Urim， 
(5) 对 于 i 一 1,…y 


(6) ji 一 (Wi oOi) 
《7) Wi 一 Wi 一 用 5 了; 
(8) i 尾 


(9) 感 + 一 |‖w ,如 果 态 + 一 0, 则 科 一 ) 且 转 向 (12) 
《10) Vif1 一 WiVRi+iy 

(11) 5 尾 

(12) 计算 yw 一 arg min 1 8e, 一 互 。y |， 

(13) 二 二 DriV。g。 

(14) 如 果 1 工 (5 一 4xo) | 一 es, 则 x* 一 xw 停止 ,否则 

(15) xo 一 xw。 且 转 向 (2). 


。 入 、 


8 和 挎 阵 特征 值 问题 


本 章 讨论 标准 (standard) 特 征 值 问 题 kx 一 ix 的 数值 方法 并 
简单 介绍 广义 (gerneralized) 特 征 值 问 题 4x 一 MBxr 或 4Bx 一 Mx 的 
有 效 解法 .在 8.1 节 和 8.2 节 中 ,给 出 必要 的 数学 基础 知识 ,以 便 
导出 和 分 析 后 面 的 求 特 征 值 的 方法 . 


8.1 基本 性 质 


8.1.1 特征 值 的 性 质 


矩阵 4AE CC" 的 特征 值 是 其 特征 多 项 式 已 OA) 一 def(ATI 一 4) 
的 ?个 根 , 这 些 根 的 集合 称 为 谱 , 记 为 c(4). 如 果 AEc(4), 则 满足 
4x 一 ix (8.1.1) 
的 非 零 向 量 xEC" 称 为 4 的 特征 向 量 , 也 称 * 为 4 的 右 特 征 向 量 ; 
满足 
8A 一 My (8.1.2) 
的 非 零 向 量 yE C" 称 为 4 的 左 特征 向 量 . 除非 特别 声明 ,特征 向 量 
一 般 指 右 特 征 向 量 . 
特征 多 项 式 根 的 重 数 称 为 特征 值 的 代数 重 数 (algebraic 


multiplicity) ,而 所 对 应 的 线性 无 关 的 特征 向 量 的 个 数 称 为 特征 


值 1 的 几何 重 数 (geometric multiplicity). 显然 几何 重 数 不 会 超过 
代数 重 数 . 若 几 何 重 数 小 于 代数 重 数 , 则 称 4 是 (对 该 特征 值 ) 亏 
损 的 (defective). 


*。 423 。 


8.1.2 特征 值 的 界限 


在 某 些 情况 下 ,不 需要 得 到 高 精度 的 特征 值 , 只 需要 知道 一 些 
相当 粗 的 信息 : 特征 值 的 上 界 或 在 复 平面 上 的 局 部 范围 . 

任 一 ”X7z 矩阵 4 的 任 一 矩阵 范 数 | 4 | 不 小 于 4 的 谱 半 径 
p(4)， 即 

2(4) 过 141， 

其 中 (4) 一 maxlhi|l Ai(i 一 1,2,…,2) 为 人 的 特征 值 .所 以 ,4 的 特 
征 值 均 位 于 以 原点 为 中 心 , 以 上 4 | 为 半径 的 复 平 而 的 一 个 圆 盘 上 . 

定理 8. 1. 1( 格 尔 施 戈 林 (Gerschgorin) 定 理 ) 和 矩阵 4 一 
(ai )， 的 任 一 特征 值 至 少 位 于 复 平 面 ” 个 圆 盘 


Di:{z| | = 一 az | 过 >，) | ai 上 定 一 1 ,2,… 7 
中 的 一 个 圆 盘 上 . 
定理 8.1.2 如 果 4 的 ?个 圆 盘 中 的 m 个 圆 盘 形 成 一 个 连通 
区 域 , 且 与 其 余 的 ”一 : 个 圆 盘 不 相连 接 , 则 在 这 个 连通 区 域 中 恰 
好 有 4 的 mm 个 特征 值 , 
当 关 =1 时 , 即 每 个 孤立 圆 盘 中 恰好 有 一 个 特征 值 . 


8.1.3 极 值 定理 


当 4 是 对 称 阵 ,或 更 一 般 地 说 ,4 是 埃 尔 米 特 阵 时 ,成 立 下 列 
极 小 - 极 大 定理 . 

定理 8.1.3 设 4ER”", 且 4 为 对 称 阵 , 则 4 的 特征 值 是 实 
的 ,可 排列 为 壹 1? 之 …1h* 对 应 的 特征 向 量 构成 一 个 正 交 向 量 
组 {x2 ,xs ，…xo}, 且 存在 正 交 阵 也 ,使 U74U 为 对 角 阵 ,并 有 


一 max min Ce 本 in CAr ,xz)， 
dim(W)mi YE 多 《 革 , 工 ) FE spanl 2 和) 《 郑 * 基 ) 








(8. 1. 3) 
，424 。 


Cryz) (hx ,zx) 








有 2 (xyX) 人 (xyX) “” 
(8.1.4) 
和 < 从 党 SovyreRiz 天 0 (8.1.5) 


其 中 式 (8.1.4) 当 ;一 1 时 有 
要 (hr,xr) (Ch4Axriyzi) 
全 一 人 (YX) 《xiyxXI) 
天 天 和 
其 中 惰 为 对 应 于 hi 的 特征 向 量 , 式 (8. 1.3) 当 ;一 浆 时 ,有 
(hx ,x) (4xyxn) 








(8.1.6) 








， 芭 四 让 (xyx) 《xsy 天 )“ 《8.1.7) 
半天 和 
称 比值 CAx:z) 为 瑞 利 商 . 


(xx) 
定理 8. 1. 4( 柯 西 交错 定理 ) 设 4AEC” "是 埃 尔 米 特 阵 ,其 特 
征 值 排列 为 必 三 三 … 二 .车 4。E Crx" 是 4 的 mm(m 一 1,2，…,m) 
阶 主子 阵 ,其 特征 值 排列 为 同 过 jp 仑 … 志 pw，* 则 
AH 魏征 之 Ar， 了 一 1 27 


8.1.4 扰动 和 敏感 性 


实际 求解 特征 值 问 题 (8. 1. 1) 时 , 若 乍 阵 4 的 一 个 小 扰动 SA 
引起 特征 值 ( 特 征 向 量 ) 的 大 变化 , 则 称 该 特征 值 问题 是 敏感 的 
(sensitive), 或 病态 的 (ill-conditioned), 反之 为 良 态 的 (well- 


conditioned)， 


例 8.15 设 4=(。 请 ， ) 和 扰动 3 一 ， ,。 "4 的 特 


征 值 M,= 一 :一 0.4 十 84 的 特征 值 力 三 这 王 10 .可 见 矩阵 4 的 元 

素 有 10 "的 微小 变化 ,导致 其 特征 值 的 大 变化 10 一 .所 以 4 对 计 

算 其 特征 值 问题 是 病态 的 . 另 一 方面 , 若 扰动 处 于 4 的 严格 上 三 
。 425 。 


角 部 分 , 则 4 的 特征 值 不 变 . 若 扰动 处 在 4 的 对 角 线 上 , 则 特征 值 
的 变化 与 扰动 一 样 . 所 以 特征 值 问题 的 扰动 性 态 很 复杂 . 例 8.1.5 
中 的 4 是 亏损 的 . 一 般 说 来 ,亏损 矩阵 的 特征 值 问题 的 扰动 性 态 
比 非 亏损 矩阵 的 要 复杂 得 多 . 
很 设 >Xz> 和 矩阵 4 是 非 亏损 的 , 则 相应 于 特征 值 Mi ,hz，…，h，， 
有 j 个 线性 无 关 的 特征 向 量 zi yx xz: 令 卫 一 (yx )， 
则 己 非 奇异 ,使 
Pr-:4P 一 卫 ， (8.1.8) 
其 中 卫 =diag(h,h,，…， 1 ). 所 以 说 4 是 可 对 角 化 的 
(diagonalizable). 这 里 的 己 是 特征 向 量 和 矩阵, 它 不 是 惟一 的 ,它们 
的 集 为 友 ={PERex"|P-14P=diag(h ,Ah )}. 
对 于 非 亏 损 矩 阵 4, 有 扰动 $4 ,由 此 产生 的 4 的 特征 值 的 扰 
动 有 如 下 定理 . 
定理 8.1.6( 鲍 尔 - 费 凯 (Bauer-Fike) 定 理 )00 设 4AEC"" 是 
非 亏损 的 , 则 对 任何 54EC”,4 十 64 的 所 有 特征 值 处 于 z 个 
圆 盘 
Di: {p|1z 一 2 过 cond,CP) 1 64 人， 一 1,2， 
(8.1.9) 





的 并 之 中 . 其 中 cond,(P) 王 | 己 外 | P-: 站, 一 1,2,co， 
由 定理 8.1.6 可 知 ,cond,(P) 是 特征 值 扰动 估计 中 的 放大 系 
数 , 由 于 相似 变化 阵 已 是 不 惟一 的 . 所 以 取 cond,(P) 的 下 确 界 
k(4) 一 ipf{tcond,(P) | 忆 24P 一 diag( hs)) 
称 为 特征 值 问题 的 条 件数 .这 样 有 
caC4+64) CUEC|Iz Se4)184 外 }， 


如 果 特 征 向 量 接近 于 线性 相关 ( 即 和 矩阵 是 接近 亏损 的 ) , 则 特 
征 值 是 敏感 的 . 如 果 特 征 向 量 线性 无 关 , 则 特征 值 是 不 敏感 的 . 特 
。426 。 


别 是 4 为 正规 阵 (Cnormal matrix)(4a4 王 448), 即 存在 一 个 本 
阵 尸 ,使 

PH4P 一 也 一 diag( ,hv)， 
其 中 心 (i=1,…,m) 为 4 的 特征 值 ,PP 是 特征 向 量 矩阵 ,PP 一 工 
特征 向 量 是 正 交 的 且 有 cond: (P) 王 1, 所 以 正规 矩阵 (包括 实 对 称 
阵 和 复 埃 尔 米 特 阵 ) 总 是 良 态 的 . 非 正 规 阵 既 有 对 扰动 很 敏感 的 特 
征 值 ,也 有 不 敏感 的 特征 值 ， 

现 考虑 将 扰动 理论 用 于 矩阵 4 的 单 特 征 值 . 设 ) 为 4 的 单 特 
征 值 ,xz 和 y 分 别 为 相应 的 右 和 左 特征 向 量 , 分 别 满足 hx 一 Mx 和 
y84 一 My8. 且 1 xz:=1, yi=1. 设 4 有 扰动 94, 则 

(4 十 84)(x 十 Ax) 一 (人 十 AM)(Cx 十 Ar). 
两 边 展 开 , 忽 略 二 阶 小 量 ,然后 两 端 左 乘 岂 且 利 用 y4=y” ,得 
yna(64)xr 一 AMyax. 
因为 和 是 4 的 单 特征 值 , 有 只 x 天 0, 则 得 


H(6A)x 


下 人 
久 ~ 疙 起 


| ya lx ll Ci 
| Al 和 -yx 1 64 1 一 二 世 上 64 |， 


其 中 6 为 和》 之 间 的 夹 角 ,< 为 A 的 单 特征 值 的 条 件数 . 如 果 


右 特征 向 量 * 与 左 特征 向 量 ”接近 于 正 交 , 则 单 特征 值 对 骂 的 变 

化 是 敏感 的 ,反之 ,x 与 接近 于 平行 , 它 是 不 敏感 的 . 事实 上 ,对 

于 实 对 称 阵 和 复 埃 尔 米 特 阵 ,x* 一 y,cosb 一 1, 所 以 它们 是 良 态 的 . 
对 于 重 特征 值 ,分 析 要 复杂 得 多 ,不 过 重 特征 值 的 x 和 ?有 可 


能 是 正 交 的 ,所 以 条 件数 < 变 得 任意 大 ,足以 说 明 重 特征 值 或 接 


近 的 特征 值 可 能 是 坏 条 件 的 . 特别 地 ,和 矩阵 是 亏损 的 情况 . 
应 当 特 别 引起 重视 的 是 矩阵 关于 特征 值 问题 4x= 一 ix 的 条 件 
数 上 (4) 和 关于 求解 方程 组 Ax 一 的 条 件数 cond(4) 一 1 41 义 
。 427 。 


1 4-: | 是 完全 不 同 的 两 个 概念 , 其 中 一 个 是 良 态 的 ,而 另 一 个 可 
能 是 严重 病态 的 -如 4 一 人 ?Ch 一 lcondCh) 一 10"， 


8.2 矩阵 的 变换 和 矩阵 的 分 解 


8.2.1 矩阵 的 变换 和 矩阵 的 舒 尔 分 解 


计算 特征 值 与 特征 向 量 的 许多 数值 方法 基于 将 原始 矩阵 4 
约 化 为 很 简单 的 形式 ,使 得 容易 求 出 其 特征 值 和 特征 向 量 . 如 对 和 角 
阵 、 三 角形 矩阵 . 块 三 角形 矩阵 其 对 角 块 为 1X1 和 2X2 的 子 阵 和 
上 海 森 伯 格 阵 8B( 当 ij 十 1 时 有 包 一 0). 对 于 前 二 者 其 对 角 线 元 
素 就 是 矩阵 4 的 特征 值 ; 对 于 块 三 角形 矩阵 其 1X1 的 元 素 为 4 
的 特征 值 ,其 2X2 子 阵 的 特征 值 为 4 的 一 对 共 恩 复 特征 值 ;， 对 于 
上 海 森 伯 格 阵 , 用 QR 法 求 其 特征 值 . 

下 面 给 出 4 可 约 化 为 简单 形式 矩阵 的 重要 定理 ， 

定理 8. 2. 1( 舒 尔 (Schur) 定 理 ) 已 知 4EC"”" 有 特征 值 
AM, 它们 按 任意 规定 的 次 序 排列 ,那么 存在 一 个 丁 失 阵 QE 
C”" ,使 得 

CQ"4O 一 尺 ， 

其 中 玉 是 具有 对 角 元 六 一 心 ?7 一 1 2，…，7 的 上 三 角 阵 . 

每 尔 定理 说 明 任 一 方 阵 4 本 等 价 于 其 对 角 元 依次 是 4 的 特 
征 值 的 三 角 和 矩阵 ,其 中 0"0@= 工 

设 Q=(q,q,…,9qe) 是 本 矩阵 Q 的 前 上 CE 短 za) 列 构成 的 矩 
阵 ,R 是 丸 的 前 & 维 主子 阵 , 则 有 

40 = OCR， 
上 式 称 为 4. 的 部 分 刨 尔 分 解 . 称 向 量 9 为 解 尔 向 量 (Schur 
vectors). 称 4CQ 王 CR 为 舒 尔 分 解 (Schur factorization). 舒 尔 向 量 
不 是 惟一 的 ,它们 与 矩阵 4 的 特征 值 的 排列 次 序 有 关 . 
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定理 8. 2.2( 实 算 尔 定理 ) 设 4ER”", 则 存在 实 正 交 阵 OE 
R"“" ,使 
恨 表 2 及 
及 … 
C740 = 0 
到。 
其 中 每 个 R, 或 是 1X1 实 矩 阵 或 是 具有 一 对 非 实 的 复 共 罗 特 征 值 
的 2X2 实 矩阵 .Ri(i 一 1，… ,2) 可 按 任 意 的 次 序 排列 . 

定理 8. 2.3 如果 4=(aj)EC" 有 特征 值 M，…, 那么 下 
述 命 题 等 价 : 

(1) 4A 是 正规 矩阵 , 即 4"4 一 449. 

(2) 4 是 本 可 对 角 化 矩阵 , 即 存在 西 阵 Q, 使 CO"4Q 王 了 一 
diag( ,hv) Ai(Gi 一 1,…,72) 为 4 的 特征 值 . 

(3) Za 一 六 

(4) 存在 由 4 的 ”个 特征 向 量 组 成 的 标准 正 交 基 . 

在 该 定理 中 ,(1) 与 (2) 的 等 价 性 常常 被 认为 正规 矩阵 的 谱 定 
理 , 也 说 明正 规矩 阵 是 可 对 角 化 的 . 酉 矩阵 、 实 对 称 阵 、 复 埃 尔 米 特 
阵 4 一 4、 鲜 埃 尔 米 特 阵 hs 一 一 4 及 针 实 对 称 阵 47 一 一 4 等 都 
是 正规 阵 . 


8.2.2 束 斯 堆 尔 德 变换 和 吉文 斯 变换 


豪 斯 夫 尔 德 变换 和 吉文 斯 (Givens) 变 换 是 矩阵 计算 的 有 力 
工具 .在 7. 12. 2 节 用 豪 斯 霍 尔 德 变换 构造 克 雷 洛 夫 子 空间 的 一 
组 标准 正 交 基 . 在 7.12. 3 节 用 吉文 斯 变换 将 上 海 森 伯 格 阵 变 换 
为 上 三 角 阵 . 在 本 章 将 用 它们 将 矩阵 约 化 为 上 海 森 伯 格 阵 和 对 
矩阵 作 QR 分 解 . 这 里 主要 讨论 实 乍 阵 和 实 向 量 , 易 推广 到 复 的 
情况 . 
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定义 8.2.4 设 wER 且 | w| 王 1, 则 初等 矩阵 
王 一 工 一 2ww7 
称 为 训 斯 堆 尔 德 变换 或 称 带 斯 改 尔 德 变换 阵 . 
豪 斯 堆 尔 德 变换 阵 是 对 称 正 交 阵 , 即 P 一 严 且 严 书 一 工 由 
y 一 Pr 得 到 的 ,其 2 范 数 | y1:= | zl:. 
豪 斯 堆 尔 德 变换 的 应 用 之 一 是 : 对 任意 xER",xr 一 (ri， 
zz…yzn)7, 都 可 以 构造 豪 斯 堆 尔 德 变换 阵 P, 使 


Pr 一 02el， 2 
其 中 lc|= | x 省 . 求 矩 阵 书 的 计算 公式 如 下 ， 
0 一 一 SgnCZI ) 站 大 | y 
1y 当 痉 过 0， 
sgn(Czl) 一 
攻 1， 当 Zl 一 0， 


& 一 一 oe; 一 (zl 十 sgn(Czi) xl zzz)rz， (8.2.1) 


上 elz 一 21xllscltxls 十 zh， 


NA 


T 
P 一 TI 一 -2uu 
| xl ， 


类 似 地 , 若 豪 斯 堆 尔 德 变换 可 将 x 的 第 /十 2 到 上 个 分 量变 换 
为 0, 则 豪 斯 霍 尔 德 变换 阵 书 的 计算 公式 改 为 ， 
ac 一 (zz 十 … 十 妇 ) 二 ， 
B 王 一 sgn(zifi)a， 
下 一 《0，…，0,ZzHI 十 SEDCZHED)ayTiH2ywyZhyO 0)T， 


|uellz 一 2c(a 十 | zrl |)， 


2uu7 下 
了 一 


ze 








(8.2.2) 
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其 中 五 ER4-Pxe-37 ,得 
Prx 一 (ziyzzyyzispB,0,，0,ztHwyr)T (8.2.3) 
当 一 姑 时 ,有 
Px 一 (ziyzz，…yzivB,0，y0)T。 (8.2.4) 
定义 8.2.5 对 某 个 0, 记 一 sinbg,c=cosb, 并 设 1 和 过 ;过 上 雪 ”， 
则 称 正 交 扼 阵 
】 


J(i,O) 一 2 〈8. 2.5) 


和 
为 吉文 斯 变换 或 吉文 斯 变换 阵 或 平面 旋转 矩阵 . 
定理 8.2.6 设 *ER" 的 第 上 个 分 量 zx 天 0, 1 过 ;和 tm 若 令 





c 一 coslb 一 | 5 一 sinb 一 2 
YI 十 并 Vi 十 欢 


则 y=J(Gi,k,O)x 的 分 量 为 
习 一 V 屯 十 也 ， 一 0， 
久 一 .iji， 了 天 了 
它 的 意义 是 消去 向 量 x 的 第 个 非 零 元 素 , 改 变 了 第 站 个 元 
素 ,其余 元 素 不 变 .J(i&,0) 是 正 交 阵 , 即 .万 (大 ,0)J(G,O) 一 工 
J(Gi,0)4 只 改变 4 的 第 立行 . 同 理 ,4J(Ci6)， 只 改变 4 的 第 i 
列 . 正 交 相似 变换 .三 Ci,6)4JGiK,O) 只 改变 4 的 第 ;i 行 和 i 列 . 


8.2.3 化 矩阵 为 海 森 伯 格 形 


定义 8.2.7 若 矩 阵 B=( 妨 )ER"“" 的 次 对 角 线 以 下 元 素 为 
零 , 即 
。431 。 


即 中 的 形状 为 


且 一 pa as 和 2 | ， (8. 2.6) 


Dr Don 
则 称 下 为 (上 ) 海 森 伯 格 阵 , 简 称 海 森 伯 格 形 . 若 某 个 次 对 角 元 为 
零 , 如 
bx 一 0，1 委 上 二 2 一 1， 

则 说 中 是 可 约 的 ,否则 称 中 是 不 可 约 的 . 

可 约 的 海 森 伯 格 形 召 可 划分 为 分 块 上 三 角形 , 则 了 召 的 全 部 特 
征 值 是 各 对 角子 方块 阵 的 特征 值 的 集合 .因此 ,可 把 原 特征 值 问 题 
降 为 低 阶 特征 值 问题 . 

定理 8.2.8 对 任意 矩阵 4ER“”" ,存在 正 交 阵 Q@ ,使 得 

有 一 0740 

为 (上 ) 海 森 伯 格 阵 . 即 任何 方 阵 均 可 通过 正 交 相 似 变换 为 海 森 伯 
格 阵 . 

推论 8. 2.9 对 任意 对 称 和 矩阵 4E R"“”" ,存在 正 交 阵 CQ, 使 得 
了 一 CT740C 为 对 称 的 三 对 角 阵 . 

豪 斯 霍 尔 德 变 换 阵 和 吉文 斯 变换 阵 都 是 正 交 阵 , 均 可 将 任意 
和 矩阵 4 相似 变换 为 (上 ) 海 森 伯 格 阵 . 

若 用 豪 斯 堆 尔 德 变换 对 4 作 逐 次 正 交 相似 变换 ,可 逐次 地 把 
4 每 列 的 次 对 角 线 以 下 (不 包括 次 对 角 线 ) 的 元 素 消 为 零 , 旦 每 次 
变换 后 4 的 特征 值 保 持 不 变 , 这 样 ,可 简化 求解 特征 值 问题 . 

算法 8. 2. 10 豪 斯 霍 尔 德 正 交 相似 变换 化 4 为 上 海 森 伯 
格 阵 
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(1) 对 于 jj 一 1 一 2 

《2) 定义 向 量 x=a..,i( 和 矩阵 4 的 第 j) 列 元 素 ) 

(3) 按 公 式 (8. 2.2) 计 算 豪 斯 堆 尔 德 阵 已 ,其 中 & 人 一 

(4) 正 交 相 似 变 换 PA 忆 一 4 

(5) jj 尾 

算法 的 每 一 步 执行 了 一 次 正 交 相 似 变换 ,变换 后 的 矩阵 仍 存 
放 在 4 中 . 最 后 4 旦 上海 森 伯 格 形 . 即 CI4CQ=B, 其 中 @= 
P，P: …P。，， 

例 8.2.11 用 豪 斯 堆 尔 德 正 交 相 似 变换 化 矩阵 


t 2 1 2 

2 2 一 1 1 
有 一 

1 一 1 1 工 

2 II L ,于 


为 三 对 角 阵 ， 
解 jj 一 1,x=a.ya 一 (o3 十 十 af) 主 一 3 一 (0,5,1,2)7， 
1 xj 几 : 一 30， 


1 0 0 0 
|o 一 0.6667 一 0.3333 一 0.6667 
王 二 |。 一 o.3333 0.9333 一 0.1333| 
0 一 0.6667 一 0.1333 0.7333 
1 一 3 0 0 
-3 2.333 0.4666 一 0.6667 
A, = PAP， 一 二 4， 


0 0.4666 1.5733 1.3467 
0 一 0.06667 1.3467 0.4667 
j 一 2， x 一 az， ax 一 (al 十 at ) 一 0.4714， 4 一 (0,0， 
0.9381, 一 0.06667)7， 1 ul 中 :一 0.8845， 
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1 0 0 0 
| 0 0 
0 0 0.8800 一 0.06254 
0 0 一 0.06254 0.004445 
4 一 PA,P， 
1 一 3 0 0 
-3 2.333 -04714 0 
”|o -0o.4714 1.167 一 1.500| 
0 ”0 一 1.500 “0.5000 


用 吉文 斯 变换 对 矩阵 4 作 一 系列 的 正 交 相 但 变 换 , 也 可 将 A 
化 为 海 森 伯 格 形 , 只 是 每 次 变换 仅 消 去 对 角 线 元 素 之 下 的 一 个 元 
素 . 显然 增加 了 计算 量 . 


8.2.4 和 珑 阵 的 QR 分 解 


定理 8. 2. 12(QR 分 解 定理 ) 设 AER"“”" 非 奇异 , 则 存在 正 

交 阵 Q 与 上 三 角 阵 只 ,使 4 有 如 下 分 解 
4 一 OR， 

且 当 尺 的 对 角 元 均 为 正 时 ,分 解 是 惟一 的 \ 否 则 不 是 惟一 的 ， 

豪 斯 夫 尔 德 变 换 和 吉文 斯 变换 均 可 用 来 对 矩阵 作 QR 分 解 ， 
由 于 上 海 森 伯 格 阵 在 矩阵 特征 值 问 题 的 QR 算法 中 有 重要 的 意 
义 . 这 里 重点 讨论 上 海 森 伯 格 阵 的 QR 分 解 ,吉文 斯 变换 是 最 合适 
的 选择 . 

用 一 系列 的 吉文 斯 变换 阵 JG 十 1,b) ,一 1,2,…,2 一 1 左 
乘 形 如 式 (8. 2. 6) 的 上 海 森 伯 格 阵 吾 ,依次 将 巨 的 对 角 线 以 下 的 仅 
有 的 一 个 非 零 元 素 消 为 零 , 得 到 上 三 角 阵 R, 其 中 
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和 一 





4 4 0 
3 3 - 
0 1 工 


的 QR 分 解 ,使 及 的 对 角 线 元 素 为 正 ， 


解 
4 3 3 
吾 7 二 0 5 5 噩 
几 一 和 ，J4= _41， 
5 5 0 0 0 5 
0 站 世 \0 1 


1 0 0 
岂 一 |0 0 1 
5 0 





0 0 
二 3 
0 
2C=J1=|3 0 _4|， 
5 5 
0 1 0 
易 验 证 4 一 OR. 


如 果 4=CR 是 4 的 QR 分解, 其 中 4ER" 目 之 mm， 
CQER~”" 和 及 ER""”, 称 此 分 解 为 缩减 (reduced)QR 分 解 . 
定理 8.2.15 假定 4ER "是 列 满 秩 的 , 则 缩减 QR 分 解 
一 CR， 
是 惟一 的 ,其 中 CER” "的 列 向 量 相互 正 交 ,Ri 是 对 角 线 元 素 大 
于 0 的 上 三 角 阵 . 而 且 RR,= 王 GT ,其 中 G 是 474 的 下 三 角 楚 列 斯 基 
因子 . 
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8.3 寡 法 和 反 宕 法 


8.3.1 寡 法 


设 4ER”" 可 对 角 化 , 即 存在 可 道 阵 X, 使 怀 - 14 于 一 diag(hi， 

hs) ,其 中 与 一 (Cryxr xfxi)7 是 线性 无 关 的 . 又 设 
| A | > |…… 过 | | 
且 满 足 
ri 一 Mixi， ii 一 1,2,…，7， 

其 中 按 模 最 大 的 特征 值 M, 称 为 主 特征 值 . 它 显 然 是 非 零 单 实 的 ; 
对 应 的 特征 向 量 x 称 为 主 特征 向 量 . 寡 法 (power method) 是 用 于 
求 矩 阵 4 的 主 特征 值 和 主 特 征 向 量 的 迭代 法 . 

算法 8.3.1 朝 法 

(1) 任 给 x”" ER 和 给 定 误差 界 e 二 0 

(2) 对 于 有 一 1,2,… 

《3) 了 一 4X 


(4) 7 一 max(y) 


(65) xz 一 玫 


771 
(6) 如 果 - 呈 四 = 上 一 <, 则 终止 ,否则 


(7) 尾 
上 述 算法 中 ,max(y 公 ) ,表示 ye? 的 按 模 最 大 的 分 量 . 对 任意 
0) EGR" 有 
xi 一 沪 呈 天 
i=1 
只 要 wm 天 0, 则 算法 8. 3.1 生成 的 迭代 序列 具有 收敛 性 质 : 
limx” 二 /max(xi ) ylimmas 一 ha 
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几 一 JGOy 二 10) = 5 三 
全 0 二 ji+1 


(8.2.7) 

算法 8. 2. 13 上 海 森 伯 格 阵 瑟 的 QR 分 解 
(1) S=IER" 
(2) 对 于 7 一 1,2, mn 一 1 
(3) 计算 形 如 式 (8. 2.7) 的 吉文 斯 变换 阵 万, 其 中 
(4) ci 一 = 一 

V85 二胡 V 十 到 
(5) 有 卫 :一 太 B 
(60) 5 :一 JS 
(7) 了 尾 
(8) Q=ST 
完成 上 述 算法 之 后 ， 

JJ 玉昌 一 下 ， 
其 中 R 为 上 三 角 阵 ,保存 在 下 内 .S 一 Jo- J-:… 汪 ， 


Q= 五 厂 …JT 





为 正 交 阵 , 则 
了 = OR 
给 出 了 上 海 森 伯 格 阵 中 的 QR 分 解 
例 8.2.14 用 吉文 斯 变换 , 求 矩 阵 _ 
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上 且 需 的 收 过 诺 交 证 于 | 全 |, 当 大 时 有 








[mw 一 hn 1 站 | ， <c 为 常数 ， (8.3.1) 
| 71tk+1 一 Al | 2 
ET 《8,.3. 2) 
| 72 一 人 | Ai 








说 明 对 于 大 型 稀疏 矩阵 上 且 |A | 六 |az| 时 , 寡 法 收敛 快 .但 当 | | 一 
lz 时 ,收敛 很 慢 , 需 要 加 速 . 
作证 计生 全 全 本 
Mi 一 人 2 一 … 一 人 |) | 二 | 1 | 二 … “之 | | 


时 ,如 果 x 一 or 的 系数 m ,az ，…ar 不 全 为 零 ， 则 算法 8. 3.1 
生成 的 迭代 序列 具有 收 敏 性 ， 
limx” = 症 ox /max( e )， limzm 一 Au 


收敛 速度 取决 于 | 二 攻 
当 4 亏损 时 ,和 法 的 收敛 速度 非常 慢 ， 


8.3.2 加 速 方法 


1. 艾 特 肯 加 速 法 
由 式 (8. 3. 2) 知 ,军法 生成 的 序列 mx (一 1,2,…) 是 线性 收敛 
于 的 . 因此 ,对 于 充分 大 的 &, 有 
it 一 AL 、 ?Taitl 一 人 
72k+l 一 Al 7 一 人 1 
求 得 smu， 
772k7724+2 一 7 
2 一 2z2e 十 70 忆 〈8. 二 3) 
同 理 , 可 求 得 特征 向 量 的 新 估计 束 ,其 分 量 有 
cy) = (xD ) (Crtt+2 ) 一 《〈XCtHD )2 
(CE+2) )， 一 2(Cxe+D 九 衬 《六 ( 昌 富 


7X1k 一 


zt 一 1 2，……，7 


《8. 3. 4) 
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公式 (8.3.3) 和 (8.3.4) 提 高 了 宕 法 的 收敛 速 度 . 称 这 种 加 速 法 为 


埃 特 肯 (Aitken) 外 推 加 速 法 . 
2. 瑞 利 商 加 速 
设 4AER"" 是 对 称 阵 , 对 于 任 一 非 零 向 量 x, 称 
RCz) 一 ch: 允 (8.3.5) 


《区 ) 


为 对 应 于 向 量 x 的 瑞 利 (Rayleigh) 商 . 应 用 瑞 利 商 于 过 法 ,有 如 下 
算法 . 


算法 8. 3. 2 ” 瑞 利 商 加 速 竺 法 

(1) 任 给 x*'" ER" ,给 定 误差 界 e>0 
(2) 对 于 & 一 1,2，… 

(3) Jp 一 4AxorD 


本 (4AXCD 本 
《Xe 2) 


(5) 2 一 多 /zt 
(6) 和 如果] 二 me <e, 则 终止 ,否则 
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〈7) 开 尾 
特别 地 , 当 瑞 利 商 中 的 (xz 一 | zj: 一 1 时 ,RGx) 一 (4xyz). 


《4) 7 


如 果 上 述 算法 中 ,xz 用 欧 氏 范 数 规范 化 , 则 有 修正 算法 . 


工 
V 


算法 8.3.3 修正 瑞 利 商 加 速 苦 法 
(1) 给 定 误 差 界 s>>0 和 xm ER 使 | xz 有 一 1, 如 x” 一 


(1，…，,1)7 


(2) 对 于 一 1,2，… 
(3) TV 一 AXC1D 
(4) | 11 一 (4xXC 卫 )TXC 一 7 
(5) X 一 YDV/ | 和 | 加 
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(6) 如 果 zz 王 四 <e, 则 终止 ,否则 


(7) “大 尾 

定理 8.3.4 设 4ER“" 为 对 称 阵 ,特征 值 满足 | | 二 
1) 三 … 人 | 对 应 的 特征 向 量 满足 (xz ) 王 2， 则 瑞 利 商 加 
速 宪 法 计算 M; 得 到 的 近似 mx ,有 如 下 估计 


RCxce) 一 +o(( 宇 ) 小 (8.3.6) 


对 于 宪法 的 迭代 序列 ,有 估计 式 (8. 3. 1) , 即 


ao( 代 人 


显然 , 瑞 利 商 逼 近 ); 的 速度 比 寡 法 快 ,提高 了 寡 法 的 收敛 速度 . 
8.3.3 收缩 方法 


用 宪法 可 求 出 可 对 角 化 的 矩阵 4 的 主 特征 值 ,但 不 能 求 其 他 
特征 值 . 现 设 |i:j>|az| 二 11s| 三 … 壹 |。|. 在 求 出 之 后 ,用 收 
缩 的 方法 求 1:. 

收缩 方法 很 多 ,这 里 仅 讨 论 舒 尔 - 维 兰 特 (Schur Weilandt) 收 
缩 法 和 以 相似 变换 为 基础 的 收敛 法 . 

1. 舒 尔 - 维 兰 特 收 缩 法 

维 兰 特 (Weilandt) 收 缩 法 的 收缩 矩阵 为 

4 一 4 一 cxtmn， (8. 3.7) 
其 中 为 满足 xi 一 1 的 任意 向 量 ,c 为 可 选择 的 参数 , 则 4, 的 特 
征 值 除 了 由 4 的 特征 值 M, 变 为 一 c 之 外 ,其 余 的 与 4 本 的 征 信 
相同 

定理 8. 3. 5( 维 兰 特定 理 ) 由 式 (8.3.7) 定 义 的 4, ,其 谱 是 

al4i) 一 {h 一 Gyhzyhay 天佑 

式 (8. 3.7) 中 的 向 量 有 许多 种 选择 方法 . 若 取 一 WiyWi 为 
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4 的 第 一 个 左 特征 向 量 , 称 此 方法 为 狼 特 林 (Hotelling) 收 缩 法 . 另 
一 种 简单 的 选择 : 就 取 o =x. 可 以 证 明 选 = 一 i 是 最 优 的 . 
命题 8.3.6 设 h 和 xz 是 4 的 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 ， 
且 1 zx :=1, 令 4 一 4 一 axixz, 则 4 的 特征 值 是 必 一 j 一 o， 
大 一 一 2,3,…,, 而 且 相应 于 总 (一 1,2,…,z) 的 舒 尔 向 量 与 
4 的 相同 . 
证 明 设 4U=UR 为 4 的 舒 尔 分 解 , 其 中 尽 是 上 三 角 阵 , 忆 
是 正 交 规范 化 的 , 则 有 
一 (4 一 oxixh)U = UR 一 oxiel 一 UCR 一 coeiet). 
得 证 . 
可 反复 用 维 兰 特 收缩 法 , 令 
4, 一 4 一 agrighi. (8.3.8) 
在 用 寡 法 求 出 4 的 主 特征 值 M; 和 主 特征 向 量 x 后 , 取 o 一 hl， 


下 汪 和 .由 式 (8. 3.8) 得 Ai,, 用 等 法 于 4 ,得 is 和 z 后 , 取 


oz 一 ji ,对 qi, 正 交规 范 化 二 ,得 aq， 继续 收缩 ,可 依次 得 到 Al， 
hz Ai 及 和 舒 尔 向 量 9g， ?929 ,从 而 构成 舒 尔 - 维 兰 特 收缩 法 . 
算法 8.3.7 舒 尔 - 维 兰 特 收缩 法 


(1) 定义 4 三 4, 求 出 和 关 , 计 算 qh = , 取 5 一 必 


(2) 对 于 i 一 2,3，… 洒 

(3) 定义 4,=4- ,一 ogg 

(4) 计算 4, 的 主 特征 值 M; 和 相应 的 特征 向 量 *， 

《5) 0 一 和 Ai 

《6) 对 g,qg:，……'9-: 正 交规 范 化 xi 得 9， 

(7) i 尾 

令 Q 三 (gg …,g) ,其 中 qq，…9i 为 对 应 于 特征 值 
) ,的 舒 尔 向 量 ,@ 为 正 交 阵 . 
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命题 8.3.8 设 马 一 diag(oo 0),O 是 相应 于 1 …， 

心 的 4 的 舒 尔 向 量 组 成 的 上 X7 正 交 阵 , 则 矩阵 
人 王 4 一 QZO 

的 特征 值 志 一 和 一 cis7Jh 必 = 一,z> 六 其 相应 的 舒 尔 向 量 与 4 的 
相同 . 

2， 基于 相似 变换 的 收缩 法 

设 4EC”", 当 用 朝 法 求 得 4 的 主 特征 值 Mh; 和 主 特征 向 量 zx 
时 ,zi 已 知 时 ,可 找到 一 个 豪 斯 堆 尔 德 变换 阵 已 ,使 


Pixi 一 Rel， 〈8. 3.9) 
其 中 局 天 0. 由 4x 一 ix 得 
= P,4PHe， 一 Alel- 
记 
人 fA， 好 
4: 一 P,APF 一 (8. 3. 10) 
0 了 


其 中 BEC" .显然 史 的 特征 值 是 aa,…;，*h. 可 用 赛 法 求 
8: 的 主 特征 值 Mi 和 主 特征 向 量 部 EC : 即 
片 : y: 一 Mzyz. 
设 4:zx: 一 Maz: ,其 中 zz 三 (ay )TECa 为 待定 常数 , 则 有 
2 一 呈 zx， (8.3.11) 
(hz 一 hi)a 一 8》 
渍 一 zy。 


8 


因为 天 1z ,可 取 y 一 罗 一人 , 求 得 zz. 由 式 (8. 3. 11) 可 得 4 


对 应 于 )， 的 特征 向 量 区 2 
如 果 4 的 特征 值 相互 隔离 较 好 , 则 用 类 似 的 方法 再 对 B，, 进 
，442。 








行 收缩 , 设 忆 E CoDxe-7 满 足 


已, y， 一 elyel E Re ， 
则 有 


2 hz 8 
户 ,B，Pl 一 ， 
0 








3 一 PP,4PEHEP 一 了 ,4，,P8 2 二 az 上 儿 


0 0 加 ; 
因此 ,至 多 经 ”一 1 次 收缩 就 把 4 约 化 为 上 三 角 阵 ,其 对 角 元 为 4 
的 全 部 特征 值 . 
现 给 出 媚 和 4: 的 运算 公式 : 
一 一 sgnCef xi ) | xj， 
一 莽 一 iel， 
1z 归 一 2 人 za 十 efx 1)， 
原 二 5 2urI 
有 Pi 三 书 一 ER 


计算 4: 一 书 4PT 的 三 个 矩阵 相 乘 等 价 于 


一 下 一 BAugn 一 BunA,y 一 Burn， 
人 [ 


4; 一 A 一 jun 一 kg 十 yuue. 
若 4ER"x" 为 对 称 阵 , 则 z 可 取 实 向 量 . 因此 有 一 9, 这 时 
4: 一 4 一 (uv TI 十 DuT)， 
。， 443 。 


其 中 m 一 下 一 立 凡 因 4 对 称 , 由 式 (8. 3. 10) 可 知 , 一 07 且 


B: ER 2 也 对 称 , 最 后 将 4 约 化 为 对 角 阵 、 
当 4 为 大 型 稀 朴 阵 时 ,这 种 收缩 方法 的 不 足 是 收缩 过 程 不 能 
保持 4 的 稀 朴 性 . 


8.3.4 反 寡 法 和 原点 位 移 


设 AER”" 非 奇异 且 可 对 角 化 , 它 的 特征 值 满足 li | 之 1z | 

壹 … 过 1- 二 1 , 则 4 的 特征 值 满足 
| 本 | 全 | | 二] 
即 17: 为 4-:! 的 主 特征 值 ,x, 是 相应 的 特征 向 量 . 

将 寡 法 8.3.1 用 于 4 ,就 是 反 轿 法 (inverse power 
method), 可 以 用 来 求 4 的 按 模 最 小 的 特征 值 及 相应 的 特征 向 量 . 
将 笑 法 中 的 y 一 4 mx 7 改 为 4 一 xD 在 和 欠 代 开始 前 ,对 
4 作 LU 三角 分 解 . 

算法 8.3.9 反 替 法 

(1) 任 给 x" ER" ,给 定 误 差 界 e>0 

(2) 对 4 作 LU 分 解 使 A 王 工 I( 其 中 工 为 单位 下 三 角 阵 ,U 为 
上 三 角 阵 ) 

(3) 对 于 & 一 1,2,… 

(4) 求解 工 Dy 9 一 x 人 2 即 分 别 求解 三 角形 方程 组 工 zx 一 

| ETy 史 一 Z > 

《5) 7 一 max(y5 ) 

(6) 如 果 |mux 一 mi- 17 je 一 e, 则 终止 ,否则 

(7) xD 一 久 D /11 

《8) 开 尾 

上 述 算法 中 ,max(y2 ) 表 示 yo 的 按 模 最 大 的 分 量 . 对 任意 
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xz ERe, 有 xc) 一 六 pr ,只 要 吧 和 0, 则 反 宕 法 生成 的 迭代 序列 
具有 收敛 性 质 ， 


imx 2 一 一 一 一 一 ， 
po max(Cxn。) 
im = 各 趟 [+o(| 过 | 二 ， 


且 选 代 收敛 速度 决定 于 声 - 


设 非 零 常数 * 侍 c(4) , 即 : 夭 ii 一 1,2, 2, 称 4 一 s 江 为 矩阵 
4 的 原点 位 移 ,s* 称 为 位 移 (shift), (4 一 SI)-! 的 特征 值 为 
(一 ?) ,一 1, 2 而 特征 向 量 不 变 . 
如 果 已 知 * 接近 于 4 的 某 个 特征 值 Mhj， 即 *=*i, 且 
0<| 办 一 :| 儿 | 一 和 1， 了 天 了 工 一 1 2， 7， 








(8. 3. 12) 
对 4 一 并 用 反 寡 法 8. 3.9, 仅 将 第 2 步 中 的 人 4, 用 4 一 江 人 代替, 就 是 
原点 位 移 反 宪法 ,此 方法 有 收敛 性 质 ， 
limzzx 一 1 _ ， limzb = 一刀， ， 
ko Ai 一 5 io max(Xi) 


可 求 得 M 和 相应 的 *i, 其 收敛 速度 取决 于 比值 


对 一 二 


Ai 一 | 
因此 ,只 要 * 是 改 的 一 个 较 好 的 近似 且 满 足 式 (8. 3. 12) ,收敛 是 快 的 . 
原点 位 移 反 赛 法 通常 是 求解 单个 特征 值 和 特征 向 量 的 有 效 的 方法 . 


8.4 QR 算法 
QR 算法 是 求 矩 阵 特征 值 的 最 有 效 和 应 用 最 广泛 的 一 种 


方法 . 
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8.4.1 基本 算法 及 收 和 伍 性 


QR 算法 也 是 一 种 变换 方法 . 设 4AEC”", 令 4 一 4. 先 将 Ai 
作 QR 分 解 ( 见 8. 2. 4 节 ) ,写成 4 一 CR, 其 中 @ 是 西 矩阵 即 
CO=TO"=0I 是 @ 的 共 杷 转 置 , 尺 是 上 三 角 阵 , 当 4 非 奇异 且 
规定 尺 的 对 角 元 是 正 实数 时 , 则 分 解 是 惟一 的 ,然后 令 4: = RO， 
则 有 4: 一 Q"4:Q.4* 是 4; 的 正 交 相 似 变换 ,它们 有 相同 的 特征 
值 . 这 个 过 程 可 继续 下 去 ,得 到 和 迭代 序列 {4+:}，, 称 此 过 程 为 基本 
QR 算法 过 程 . 

算法 8.4.1 基本 QR 算法 

(1) 定义 4 一 4 

(2) 对 于 有 一 1,2,，… 

(3) 4 一 OUR' (对 4 作 QR 分 解 ) 

《4) 4 王 Oi4iO， 一 RiO， 

定理 8.4.2 QR 算法 产生 的 序列 满足 

〈]) 4t+i 一 Oh4O， 

(2) 4t1 一 Oh40， ,其 中 和 = QQ 

(3) 4 一 OCR， ,其 中 良 ， 一 玉 …R:R， 

定理 说 明 : 迭代 序列 {4,} 保持 4 的 特征 值 不 变 ; QR 算法 是 
QR 变换 过 程 ,实质 是 对 44 作 QR 分 解 . 

定义 8.4.3 当 &~~ce 时 的 矩阵 序列 {4+}, 若 其 对 角 元 均 收敛 
且 严 格 下 三 角 部 分 元 素 收敛 到 零 ， 和 攻 本 全 从 
convergence) 到 上 三 角 阵 . 

以 上 定义 未 指出 {4x} 的 严格 上 三 角 部 分 元 素 是 否 收敛. 但 对 
4 的 特征 值 而 言 ,基本 收敛 就 够 了 . 基本 QR 算法 有 如 下 的 基本 收 
敛 定理 . 

定理 8.4.4 设 4EC”" 的 特征 值 满足 

1 和 | 1) 盖 … 二 1|>>0， (8.4.1) 
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) 对 应 的 右 特征 向 量 为 x, EC"i 一 1,2,… 沁 构成 方 阵 X = (Cr ， 
好 0) 设 时 -可 分 解 为 大 -1 一 工 U, 其 中 了 为 单位 下 三 角 阵 , 
为 上 三 角 阵 , 则 基本 QR 算法 产生 的 序列 {4:} 基 本 收敛 到 上 三 角 
阵 ( 当 4 对 称 时 ,{4,} 收 敛 到 对 角 阵 ) ,其 对 角 元 极限 为 
lima 史 一 Ni 和 1 一 1)2， 
在 该 定理 的 条 件 下 ,基本 QR 算法 的 收敛 速 度 取决 于 
max |、 |. 如 果 比 值 |* 定 :| 接近 于 1 那么 (4,} 的 基本 收敛 速 


度 将 十 分 缓慢 ,因此 有 必要 采用 8. 4. 3 节 的 原点 位 移 QR 算法 . 
如 果 不 满足 定理 8. 4. 4 的 条 件 , 则 QR 算法 产生 的 序列 {44} 














4i1 
ii 


可 能 不 收敛 . 例如 , 设 4=( ,有 特征 值 1 一 土 1, 不 满足 定理 


8.4.4 的 条 件 .对 4:=4 作 QR 分 解 , 即 4 一 CR ,其 中 C 一 4， 
及 ,一 了 所 以 4: 一 RO = 一 4, 也 就 是 说 4 一 4,{4) 不 收敛 到 对 
角 阵 . 

一 般 情 况 QR 算法 的 收敛 性 较为 复杂 . 在 有 等 模特 征 值 ( 包 
括 实 的 重 特征 值 , 单 的 或 重 的 共 本 复 特征 值 及 其 他 情况 ) 时 ,如 
果 X-: 仍 有 LU 分 解 , 则 {4,} 基 本 收敛 于 块 上 三 角 阵 . 具体 地 说 ， 
如 果 有 户 个 按 模 相同 的 特征 值 , 则 在 对 角 线 上 出 现 一 个 户 阶 子 
阵 , 其 特征 值 收银 于 4 的 等 模特 征 值 . 特别 地 , 当 等 模特 征 值 中 
只 有 实 的 重 特征 值 和 多 重复 特征 值 时 ,这 种 分 块 上 三 角 阵 的 对 
角 块 是 1 阶 或 2 阶 的 ,1 阶 的 元 素 以 及 2 阶 子 阵 的 一 对 复 共 斩 特 
征 值 收敛 于 4 的 特征 值 . 然而 分 块 上 三 角 阵 的 对 角 线 以 上 元 素 
和 尹 阶 子 阵 ( 包 括 2 阶 子 阵 ) 的 元 素 不 一 定 收 剑 . 这 就 是 基本 
收敛 . 

QR 算法 适合 于 求解 中 小 型 特征 值 问题 且 当 矩阵 特征 值 分 布 
非常 稠密 时 ,QR 算法 可 能 不 收敛， 
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8.4.2 海 森 伯 格 阵 的 QR 算法 


设 4ER”, 当 4 为 一 般 矩 阵 时 ,QR 算法 的 计算 量 很 大 . 在 
实际 计算 时 为 了 节省 计算 量 , 总 是 先 将 4 作 正 交 相似 变换 化 为 上 
海 森 伯 格 阵 ,然后 对 上 海 森 伯 格 阵 施 行 QR 算法 , 求 得 矩阵 4 的 
全 部 特征 值 . 

算法 8. 4.5 ”上海 森 柏 格 阵 的 QR 算法 

(1) 将 4 正 交 相 似 变 换 为 上 海 森 伯 格 阵 4:( 选 用 豪 斯 堆 尔 德 
变换 阵 , 见 8. 2. 3 节 ) 

(2) 对 于 有 & 一 1,2,… 

4 一 CuR:( 选 用 吉文 斯 变换 对 4 作 QR 分 解 , 见 算法 
8.2.13) 
At =OC4Q， 一 RiC: 

算法 中 的 CQ 和 44 都 是 上 海 森 伯 格 形 . 并 假设 4: 是 不 可 约 
的 . 假如 4 的 一 个 或 几 个 次 对 角 元 非常 接近 于 零 ,那么 可 把 4k 划 
分 为 较 小 型 的 上 海 森 伯 格 阵 块 . 阶 数 小 于 等 于 2 的 对 角 块 的 特征 
值 就 是 4 的 特征 值 , 称 这 种 策略 为 划分 和 收缩 ， 


8.4.3 原点 位 移 的 QR 算法 


基本 QR 算法 (包括 上 海 森 伯 格 阵 的 QR 算法 ) 的 收敛 速度 与 
圭 法 一 样 ,依赖 于 相 邻 特 征 值 的 比值 ,因而 一 般 是 线性 的 . 为 了 加 
速 收 敛 ,类 似 于 反 寡 法 的 原点 位 移 ( 见 8. 3.4 节 ), 引 进 原 点 位 移 的 
QR 算法 . 

算法 8.4.6 原点 位 移 QR 算法 

(1) 将 4ER…" 正 交 相 似 变换 为 上 海 森 伯 格 阵 4, (选用 豪 斯 
霍 尔 德 变换 阵 , 见 8. 2.3 节 ) 

(2) 对 于 & 一 1,2,，… 

@ 选 位 移 必 
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】 4 一 pt 一 QR:( 选 用 吉文 斯 变换 对 Ai 一 Ai 作 QR 
分 解 , 见 8.2.4 节 ) 
图 4 一 QI4O = RiO， 十 As 
算法 生成 的 矩阵 序列 {4x} 和 {Q:} 都 是 上 海 森 伯 格 阵 且 4, 与 
4 相似 . 选 位 移 ru 的 原则 是 : 使 算法 的 收敛 速度 加 快 . 为 方便 , 记 
和 为 pP, 选 4 使 4 一 pf 的 特征 值 有 如 下 次 序 ， 
| 》， 一 天 1… | hu 一 六 |， 


则 4, 的 第 ; 个 次 对 角 元 收 剑 速度 决定 于 这 | 如 果 冯 十 分 
靠近 ),, 则 收敛 会 很 快 . 


抢 阵 4 满足 定理 8. 4..4 的 条 件 下 ,由 算法 8.4. 1 生成 的 4x 的 
右 下 角 2 阶 子 阵 
| -1 as21， | 


CQn,n 一 Gn.n 
的 特征 值 2 和 252 , 则 
limaw 一 和 ， lim 一 Mr， jimh 一 
因此 , 选 赂 与 4 的 特征 值 很 莫 近 的 值 . 一 个 合理 的 选择 是 mx 一 
ai, 称 为 瑞 利 商 位 移 . 然而 一 个 更 有 效 的 选择 是 : 当选 代 过 程 中 
人 | (8.4.2) 
CQnn-1 CQnn 
的 两 个 特征 值 是 实数 时 , 选 1 史 ; 和 1 加 中 最 接近 于 <w 的 那个 作为 
Axy 称 为 维尔 金森 (Wilkinson) 位 移 . 
在 一 定 条 件 下 ,原点 位 移 QR 算法 产生 的 {4:} 基 本 收敛 到 一 
个 上 三 角 阵 ,其 对 角 元 为 矩阵 4 的 特征 值 且 收敛 速度 比 基 本 QR 


算法 快 ,基本 QR 算法 只 是 线性 收 剑 . 若 ao2-; 收 敛 于 零 ,一 定 最 先 
趋 于 零 , 最 先 得 到 最 小 的 一 个 特征 值 lv, 则 其 收敛 速度 可 能 是 二 


次 的 , 即 收敛 速度 取 次 于 ,max | 2 下 | 
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8.4.4 双 步 陷 式 QR 算法 


如 果 4 有 复 特征 值 , 则 QR 算法 产生 的 4 其 元 素 aw 是 一 个 
很 坏 的 近似 特征 值 . 这 时 算法 8. 4. 6 即便 收敛 ,也 是 极其 慢 的 ,为 
此 引 人 双 步 隐 式 QR 算法 ,其 核心 是 双 步 隐 式 QR 变换 ， 

设 4AER'” "是 不 可 约 上 海 森 伯 格 阵 , 它 的 右 下 角 2 阶 子 阵 


全 Qun-ln 





Qnr 一 : Qnn 
的 特征 值 ww 和 m ,它们 可 能 都 是 实数 ,也 可 能 是 一 对 共 邢 复 
数 , 记 
5 一 arr 十 am 一 HA 十 pe ER， 
一 Qr-lrlQm 一 GoldQrin 一 Aipa 和 及 ， 
取 Am 和 wma 为 位 移 ,在 复 域 上 连续 作 两 次 单 步 原点 位 移 QR 变换 
即 双 步 QR 变换 
4 一 Ap 一 CR，( 复 QR 分 解 ) 
站 一 RiQ 十 Am， 
下 一 /cc 工 一 CO:R: ， ( 复 QR 分 解 ) 
C= Re0: 十 ji， 
其 中 4 一 pf 和 召 一 pa 分别 在 复数 域 上 作 QR 分 解 ,Q 和 Q: 为 
西 阵 ,R， 和 R， 为 上 三 角 阵 . 令 
M 王 (4 一 pa 有 (4 一 AD 一 42 一 354 十 厅 区 Re 
为 实 阵 ., 则 上 述 复数 域 上 双 步 QR 变换 (8. 4. 3) 等 价 于 下 面 的 实 
矩阵 M 的 一 步 实 QR 变换 
| ea 


(8.4.3) 


M=OR，( 实 QR 分 解 ) (8.4.4) 
C 一 CI40， 
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其 中 M 是 在 实 域 上 作 QR 分 解 . 

易 验证 变换 (8. 4. 4) 与 变换 (8. 4. 3) 的 等 价 关 系 . 
M= (4 一 pzD(4 一 AD = (4 一 上 DOR 一 QCOH4O 一 放 DR， 

= 一 0O(B 一 DR = CO:R:R, 一 OR， 
其 中 0=Q0:,R=R:R, .可 以 选取 CQ 和 @: ,使 CQ 为 实 的 正 交 阵 . 
由 变换 (8. 4. 3) ,得 
C= OFB80: = OFOF400 = 0740， 

变换 (8. 4. 4) 的 第 一 步 计 算 量 很 大 ,要 尽量 减少 运算 量 , 并 用 
下 述 算法 实现 . 

算法 8. 4.7 ” 双 步 隐 式 QR 变换 

(1) 定义 4 为 不 可 约 上 海 森 伯 格 阵 

(2) 计算 M 的 第 1 列 Mei 一 (mn ,malymaal, 0， 0)7 


时 


(3) 确定 豪 斯 堆 尔 德 变换 阵 Pu, 一 I 一 2 [本 5 使 mmCMe ) 
是 ei 的 倍数 . 





区 


力 王 和 





其 中 忆 。 和 了 
了 - 


(4) 对 4 作 正 交 相似 变换 , 即 形 如 


基 尖 兴 关 闪 
共 闪闪 关 站 关 
的 闪光 关 关 关 
Po4AP, 一 ， 
记 的 的 #* 闪 关 关 
闪光 交 
其 中 四 为 新 增 非 零 元 素 . 


《5) 计算 豪 斯 堆 尔 德 变换 阵 也 1 ,将 了 Po4P。 逐次 恢复 
为 上 海 森 伯 格 阵 ,使 得 
。，451 。 





呈 ，， … 了 PP,4PuP， 2 人 CT740 ERB 卫 ， 











其 中 Q=P Pi …P,-:. 
王 
忆 一 户 ， 面 ERI5s，i 一 1 一 3 
一 3 
下 一 2 本 
| 记 ，，E 了 R2“2 
已 -: ， 
以 上 算法 中 的 了 在 本 质 上 就 是 实 QR 变换 (8. 4. 4) 中 的 和 矩 
阵 C. 


下 面 的 双 步 隐 式 QR 算法 是 计算 4ER“ "的 全 部 特征 值 ( 含 
复 特征 值 ) 的 迭代 法 . 在 每 次 迭代 中 都 需要 执行 双 步 隐 式 QR 变换 
算法 8. 4.7, 且 将 其 具体 化 了 .其 中 4(1: 3,1: 2) 表 示 和 矩阵 4 的 
前 3 行 ; 4(G 十 1 :&,7) 表 示 算 阵 4 的 第 7 列 的 第 7 十 1 到 & 的 元 
素 等 ， 

算法 8.4.8 双 步 隐 式 QR 算法 

(1) 将 4 约 化 为 上 海 森 伯 格 阵 且 不 可 约 

(2) 对 于 & 一 1,2,… 


@ 计算 参数 
5 一 Qn-l,m-1 十 Gm 
z 二 Cn-ln-1Qm 一 Qnn-1Qn-l,n 
720 一 ji 十 jspha 一 si 十 
maol 一 jh 十 Ahz 一 S) 
7131 一 吃 21 甩 32 
@@ 对 矩 阵 4 作 初 始 正 交 相 似 变 换 : 
记 x 一 (zol ,7zay7tal ) ,构造 豪 斯 赴 尔 德 变换 阵 已， 
使 Px 一 ce . 


令 i 王 min(nz,4), 计 算 
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A(1:3,1:7) :一 Px4(1:3,1:7) 
4(1:i1:3) :一 4C1:i,1:3)* 卫 
@@ 化 矩阵 4 为 上 海 森 伯 格 形 
对 于 Jj 一 1,2，……,7 一 2 
令 i 王 min(j 十 3,m2),g 一 min(Ci 十 1,m) 
记 *=4(G 二 1:i7), 构 造 豪 斯 堆 尔 德 变换 阵 P, 使 
了 Px 一 ael. 
4G 二 1:i37) :一 PxAG 十 1:17: 71) 
4(1:gjJj 二 113: 一 4G1:9qJ 十 1: 1)*< 
其 中 的 变换 均 在 原 和 矩阵 4 上 进行 , 即 不 保留 原 和 矩阵 . 实际 计 
算 时 尚 需 作 收敛 性 判断 . 首先 判断 上 海 森 伯 格 阵 4 是 否 可 约 . 对 
于 给 定 的 绝对 误差 容 限 s>0( 如 s=10), 从 下 到 上 判断 次 对 角 
元 是 否 满足 
| ae 1<e， 一 m 一 1 2,1， (8.4.5) 
若 满足 , 则 视 ait: 为 零 , 对 4 进行 划分 和 收缩 . 然后 判断 对 角 块 
的 阶 数 . 对 于 阶 数 小 于 等 于 2 的 对 角 块 , 求 出 它们 的 特征 值 . 对 于 
阶 数 大 于 3 的 对 角 块 ,重复 以 上 迭代 和 判断 过 程 ,直到 求 出 原 矩阵 


4 的 全 部 特征 值 . 
例 8.4.9 设 和 矩阵 
3 2 3 4 5 6 7 
il ii 辣 3 4 6 5 
2 9 1 2 3 14 
区 | 4 1 13 15 8 
一 1 一 2 一 3 一 1 一 1 一 1 一 1 


213 15 
一 2 一 2 一 3 一 4 一 5 一 3 一 3 

已 知 其 特征 值 为 18. 4123,11. 1805, 1. 7099 士 4. 2522i, 4. 4983， 

一 2. 2327, 一 0. 2783. 试用 划分 和 收缩 技术 ,分 别 用 算法 8. 4. 5 和 

算法 8.4.8 求 4 的 全 部 特征 值 , 取 误 差 容 限 e 一 5X10”. 
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Co 


解 为 简单 起 见 , 在 使 用 划分 和 收缩 技术 时 ,每 次 只 用 条 件 
(8.4.5) 划 分 出 右 下 角 的 一 个 1 阶 或 2 阶 对 角 块 ,并 对 剩 下 的 左上 
角 对 角 块 (不 管 它 是 否 可 约 ) 继 续 和 迭代 和 划分 . 

(1) 算法 8. 4.5 的 计算 结果 如 下 ， 

对 于 4 的 海 森 伯 格 形 和 迭代 到 第 4 次 ,划分 出 1 工 阶 对 角 
块 , 王 一 0. 2783. 

对 于 剩 下 的 6 阶 对 角 块 迭代 到 第 19 次 ,划分 出 1 阶 对 角 
块 ,一 一 2. 2327. 

对 于 剩 下 的 5 阶 对 角 块 欠 代 到 第 536 次 ,划分 出 1 阶 对 角 块 ， 
一 4. 4982. 

对 于 剩 下 的 4 阶 对 角 块 欠 代 到 第 537 次 ,划分 出 2 阶 对 角 块 

站 6162 一 4. 
3.8223 ， 0.8037 
它 的 特征 值 是 王 1.7100 士 4. 2522i,|A| 一 4.5831, 
最 后 剩 下 的 2 阶 对 角 块 是 . 
罗 一 ee 
0. 0000 11. 1805 
它 的 特征 值 是 1 一 11. 1805,18. 4123. 

可 见 当 4 有 复 特征 值 时 ,算法 8. 4.5 的 收敛 速度 很 慢 , 此 例 
还 证 实 了 ,在 一 定 条 件 下 基本 QR 算法 收敛 到 舒 尔 分 块 上 三 角形 ， 
并 且 对 角 块 按 特征 值 的 模 从 大 到 小 排列 . 

(2) 双 步 隐 式 QR 算法 8. 4. 8 的 计算 结果 如 下 ， 

”对 于 4 的 海 森 伯 格 形 和 迭代 到 第 3 次 ,划分 出 1 阶 对 角 
块 , 一 一 0. 2783. 

对 于 剩 下 的 6 阶 对 角 块 选 代 到 第 5 次 ,划分 出 1 阶 对 角 
块 ,1 一 4. 4983. 

对 于 剩 下 的 5 阶 对 角 块 迭代 到 第 6 次 ,划分 出 工 阶 对 角 
块 ,= 一 2.2327. 
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对 于 剩 下 的 4 阶 对 角 块 迭代 到 第 8 次 ,划分 出 2 阶 对 角 块 
介 9086 1 
5.0870 ”2.5112 
它 的 特征 值 是 人 一 1.7099 士 4.2522i， 
最 后 剩 下 的 2 阶 对 角 块 是 
ee | 
一 0.0006 11.1816 
它 的 特征 值 是 1 一 18. 4123 ,11. 1805. 


8.5 对 称 QR 算法 


设 4ER"" 是 对 称 阵 ,用 带 位 移 的 QR 算法 求解 对 称 特征 值 
问题 ,其 实施 过 程 可 大 大 简化 . (1) 用 豪 斯 鸭 尔 德 正 交 相似 变换 4 
为 海 森 伯 格 阵 时 ,得 到 的 是 一 个 对 称 三 对 角 阵 工 (2) 进 行 每 步 带 
位 移 的 QR 和 迭代 时 ,其 结果 矩阵 仍 保持 三 对 角形 . (3) 因 为 实 对 称 
矩阵 4 的 特征 值 是 实 的 ,因而 只 需 用 单 原点 位 移 的 QR 算法 ,而 
不 必 考虑 在 有 复 特征 值 情 况 下 用 的 双 步 隐 式 QR 算法 . 

下 面 考虑 实 对 称 和 矩阵 的 隐 位 移 QR 算法 . 首先 用 豪 斯 堆 尔 德 
变换 将 4 正 交 相 似 变换 为 一 个 对 称 三 对 角 阵 ,并 简化 计算 . 设 已 
找到 豪 斯 鸭 尔 德 阵 卫 ， 人 有 -1 ,使 

4 一 (P， … 了 PDT4(P， … 有 1) 


天 之 二 
其 中 想 是 上 xX 的 三 对 角 阵 . 如 果 找 到 = 一 上 阶 的 豪 斯 瞧 尔 德 阵 
五 , ,使 声 5 为 eliER… 的 倍数 , 则 取 严 一 diag( 于 ,已 )ER"", 有 
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0 五) 已 CP， 





将 4 重新 划分 出 (十 1)X (RE 十 1) 的 三 对 角子 阵 Bi+:: 继续 进行 ， 
直到 ”一 2 步 . 令 CQ= 已 P…P,-:, 则 0740=T 为 三 对 角 阵 . 
在 4 的 计算 过 程 中 ,ECPE, 的 计算 充分 利用 对 称 性 . 其 中 
互 一 工 一 puauT,uE Ru 天 0,8 一 2/1 zl:. 
令 
有 


zx 一 BCu，w 一 一 (0 
则 
上 ,CE 一 C 一 rm7 一 wuT， 
由 于 只 需 计 算 此 矩阵 的 上 三 角 部 分 ,这 样 ,从 At- 到 4 的 变换 只 
需 4(z 一 &): 个 flop. 
算法 8.5.1 豪 斯 堆 尔 德 三 对 角 化 
(1) 给 定 一 对 称 阵 4ER”", 本 算法 计算 T=Q74CO 并 覆盖 4 ， 
其 中 了 为 三 对 角 阵 ,Q@= 忆 …P,-: 是 豪 斯 堆 尔 德 变换 阵 的 乘积 ，- 
(2) 对 于 上 一 1,2,… ,一 2 
& 一 (4(R 十 1,) 十 sgn(4 (十 1,R))) 1 4(CR 二 13 7 大 ) |，， 
(CR 十 2 有 )，… 4 (Cz))T 
8=2/1ulls 
Z 一 4 (二 1157 十 1:72)U 
W 一 Z 一 ( 诡 Tu/2)u 
4 (二 1 一 | 4 十 1: mk) | 
4(AR 十 1) 一 4(R 十 1,) 
(CR 十 1:mR 十 1 一 A(R 十 13:7 天 十 137) 一 ETI 一 WUT 
& 尾 
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下 面 对 三 对 角 阵 了 进行 带 位 移 的 QR 迭 代 ， 
和 一 pt 一 COR (CQR 分解)， 
二 一 QITO = RiO 十 pl， 
其 中 了 全 是 一 个 对 称 三 对 角 阵 ， 
al 
加 az bz 
T 一 人 ，: 
Do anr-1 Do 一 : 
刀 1 Bo 
则 位 移 的 一 个 合理 的 选择 是 心 一 av,, 称 为 瑞 利 商 位 移 . 一 个 更 有 
效 的 选择 是 取 二 阶 算 阵 
an-1 po-i 
隐 Qn 


的 两 个 特征 值 中 最 接近 a, 的 特征 值 作为 位 移 , 称 为 威 尔 金 森 位 
移 , 即 
和 一 an 十 dd 一 sgn(d)V 呈 十 区 
其 中 d=(a。 ,一 ww)/2. 这 两 种 位 移 都 使 QR 选 代 达 到 三 次 收敛， 
_ 即 其 收敛 速度 取决 于 ,max ,| 交 2-4e | 
不 必 显 式 地 形成 矩阵 下 一 pi， 就 能 实现 从 和 到 Ti 三 
RiO 十 piI 一 CITO 的 变换 , 即 用 隐 式 位 移 . 由 于 工 一 prI 一 CR ,于 
是 @ 的 第 1 列 由 
(T 一 ADDe 一 (oa 一 的 0, 0)7 
确定 . 若 令 c=cosb,s= 一 sinb 使 得 
c sa 一 中 
(| 故人 
则 对 吉文 斯 变换 阵 帮 王 J(1,2,0)ER” "成 立 ,Je 一 Ce 和 上 帮 T 
有 形状 (以 z=5 为 例 ) 
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其 。。 关 
JITTJ 一 | 因 * 


# ， # 的 
苹 
基 
关 


在 JET 中 产生 两 个 非 零 元 鸭 在 三 对 角形 区 域 的 外 面 , 然 后 再 对 
JTTJ 应 用 一 系列 吉文 斯 变换 刀 ,…,J-:，, 逐 次 消去 所 产生 的 位 
于 三 对 角形 区 域外 的 元 素 因 ,使 - 
下 一 JI CCJTTT Jp 
是 对 称 三 对 角 阵 . 由 于 几 … 几 -的 第 1 列 与 几 的 第 1 列 是 一 样 
的 . 因此 计 和 用 显 式 位 移 QR 法 获得 的 对 角 阵 本 质 上 是 一 样 的 . 从 
而 有 如 下 的 从 开 到 Te 的 隐 式 对 称 QR 步 算 法 . 
算法 8. 5. 2 ” 带 威 尔 金森 位 移 的 隐 式 对 称 QR 步 
(1) 给 定 一 个 不 可 约 对 称 三 对 角 阵 TE R”" ,T 一 (on )。 
(2) 计算 威 尔 金森 位 移 ww 和 IT 一 Ap 的 第 1 列 的 前 两 个 非 零 
元 素 . 
dd 一 (triml 一 tm)V/2 
= to 一 外/(d 十 sgn(d)V 天 十 丰 ) 
立 一 和 一 产 ” 
Z 一 ti 


(3) 对 于 有 一 1,2,… ,一 1 


计算 所 二 7 得 号 =J (KE 十 1,0) 
T=JXTJ， 

如 果 &<" 一 1, 则 

立 二 矶 +1 

和 一 丰 二 2 水 

& 尾 
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该 算法 是 如 下 的 对 称 QR 算法 的 基础 . 
算法 8.5.3 ”对称 QR 算法 
给 定 对 称 阵 4E R” "和 一 个 比 舍 人 误差 单位 大 的 容 差 tol. 本 
算法 计算 一 个 近似 对 称 舒 尔 分解 C540=D. 
(1) 用 算法 8.5.1 计算 4 的 对 称 三 对 角 化 矩阵 T, 即 
了 一 (已 …P，:)I4(P…P_:)， 
其 中 已 (i 一 1,…,m 一 2) 是 豪 斯 堆 尔 德 变换 阵 . ， 
了 一 工 
(2) 重复 进行 如 下 运算 ， 
@ 对 于 ;一 1,2,…, 一 1 
当 |dsii| 王 di| 委 tol(ladas1 十 |asrirtl) 时 ， 
ai 一 0,di 一 0. 
@@ 找 最 大 的 9 和 最 小 的 户 , 使 卫 有 分 块 形式 


了 0 0 访 
万 一 | 0 了 0 17 一 户 一 g， 
0 0 卫 :;: Q 








户 只 一 访 一 9 9 
其 中 DER "要求 是 对 角 阵 ,DzzER" 后 2 97 要求 是 对 
称 不 可 约 三 对 角 阵 ,Di E Re*. 如 果 9q=2 则 停止 ,算法 完成 . 
否则 
@ 应 用 算法 8. 5. 2 到 :. 
也 = diag( 世 ,JED)7Ddiag(T,J) 
其 中 .为 一 系列 吉文 斯 变换 阵 的 乘积 . 
算法 结束 时 ,得 到 对 角 阵 也 ,其 对 角 线 元 素 即 为 所 求 特 征 值 . 
无 条 件 收 伍 且 为 三 次 收敛 . 至 于 特征 向 量 ,可 用 反 寡 法 计算 . 为 节 
省 存储 ,该 算法 中 的 矩阵 D 和 了 均 可 覆盖 和 矩阵 4. 
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8.6 雅 可 比方 法 


雅 可 比方 法 是 利用 一 系列 吉文 斯 正 交 相 似 变换 使 实 对 称 矩 阵 
逐渐 对 角 化 的 方法 . 就 收敛 速 度 而 言 , 雅 可 比 法 比 QR 法 差 得 多 . 
近来 引起 人 们 注意 ,是 因为 它 本 质 上 是 并 行 的 . 此 外 , 当 和 矩阵 本 身 
已 几乎 是 对 角形 或 块 对 角形 时 ,用 雅 可 比方 法 特别 有 效 ,而 且 特 征 
向 量 的 计算 也 比较 方便 . 


8.6.1 经 典雅 可 比方 法 
设 4ER"”" 是 一 个 对 称 阵 . 令 S(4) = >) (o) 表示 4 的 非 对 


【类 


角 线 元 素 的 平方 和 , D(4) = as 表示 4 的 对 角 线 元 素 的 平方 


和 , 则 4 的 弗 罗 贝 尼 乌 斯 范 数 的 平方 141#=S(4) 十 D(4). 

雅 可 比方 法 的 思想 是 通过 雅 可 比 和 迭代 逐步 地 减 小 S(4) 和 增 
大 D(4), 实 现 此 目的 的 工具 是 吉文 斯 变换 . 记 4。=4, 雅 可 比 选 
代 是 完成 一 个 正 交 相 似 变换 过 程 , 即 

4 一 JE ， 一 1,2,… (8.6.1) 

其 中 ,由 是 吉文 斯 变换 阵 ， 

经 典雅 可 比方 法 的 基础 是 选择 矩阵 4A-, 中 绝对 值 最 大 的 非 
对 角 线 元 素 ae (bp 天 gp 一 9g), 则 有 

[和 
1 


贱 一 Jp,q,0) 一 人 
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显然 ,所 有 4 一 1,2,…) 都 是 对 称 阵 ,4 与 4 只 是 在 第 疡 和 9 
这 两 行 ,两 列 的 元 素 不 相同 ,其 余 元 素 均 没有 变 , 且 在 正 交 相似 变 
换 下 弗 罗 贝 尼 乌 斯 范 数 不 变 , 即 外 4: 外 = 外 4, 外 .有 如 下 关系 ; 


本 Qip cosg 十 ak sinb (ii 尖 力 ,9)， 


Qi za Q0 = Qt cosg 一 atrbsin0 (天 疡 ,g)， 


ao 一 arDcos20 十 2ao 50 sinbgcosg 十 ac usin20， 
aog) 一 ap sin20 十 2a5 singcosg 十 aq cos:0， 
C 名 一 0 多 一 (at 一 a4D)singcosg 十 ay (cos0 一 sin20) 
(8.6.2) 
选 0, 使 
< 多 一 at = 0， (8.6.3) 


易 证 (af ): 十 (中 关 一 (ap 和 十 (a 和 7 半天 力 ,9g， 又 因为 
1 4 la 一 上 Ai ls, 有 
(《a 禾 虽 )2 十 (agb) 十 24 个 证 一 〈a 多 7 十 Ca 匈 )2 十 2(a 和 和 
一 (4 史 并 十 (a 多 )2， 
从 而 有 . 
DC4,) = DA ) 十 2(agD)2， 
S(h44) 一 S(4-) 一 2(a 史 7) 
因此 ,每 作 一 次 雅 可 比 和 迭代 ,D(4:) 增 大 了 ,SC4b) 减 小 了 , 当 &->~ 
ce 时 ,S(4b) 一 0, 对 于 特征 值 的 某 个 排列 ,4, 一 diag(AMi), 且 是 二 次 
收敛 的 . 
由 式 (8.6.3) 和 式 (8.6. .2) 的 最 后 一 个 公式 , 推 得 
tr 一 tan20 三 20 的 Da 一 a0D)。 《8.6.4) 
满足 上 式 的 9 并 不 惟一 确定 ,通常 规定 9 的 范围 


一 至 委 0 和 王 . 
若 ao 一 ag% 一 0, 则 取 
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取 ， au 一 0， 
0 一 
下， 0 
设 :一 tang, 由 式 (8.6.4) 得 二 次 方程 刀 十 2rt 一 1=0, 它 的 两 个 根 为 


t 一 一 r 士 V1I 十 过 . 选择 其 中 较 小 的 一 个 根 , 它 可 保证 19| 么 于 . 令 


站 及 
5 一 sinb,c 一 cosb,t 二 一 ,有 


1 
VTI 干 到 
雅 可 比方 法 对 特征 向 量 的 计算 是 方便 的 ,假定 经 ! 次 欠 代 后 ， 
4 已 近似 对 角 化 , 即 
4 一 天 Jp 二 了 了 ， 
其 中 了 为 对 角 阵 . 令 We 一 搬 … 几 , 则 有 
4V, ~VYD. 
所 以 ,W 的 第 7 列 就 是 对 应 于 近似 特征 值 c 交 的 近似 特征 向 
量 (7 王 1,2,……,mz)， 
算法 8.6.1 经 典雅 可 比方 法 
给 定 对 称 阵 4E R”" 和 容 善 tol>0 
(1) VY 一 了 (单位 阵 );， eps 一 toll 4 1 
(2) 选择 ( 户 ,9) ,使 |am| 一 maxlayl 
@ 计算 J(P,9,0) 的 元 素 c 和 
如 果 4( 六 ,9g) 天 0, 则 
r 一 (4(q,9q) 一 4( 轧 方 ))7(24( 加 ,q)) 


全 0， 0 
人 r 十 VI 十 未 





c 一 8 8C。 
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5 一 0 
@ 4=J(p,q,0)I4J(b,q,0) 
只 需 计 算 第 训 和 9 两 行 两 列 元 素 , 即 用 式 (8.6.2) 前 4 
涉 式 子 ， 
四 Y=VYJ(p,q,0) 
只 需 计 算 VY 的 第 训 和 4 两 列 的 元 素 , 即 


人 
Za :一 一 Vips 十 Vuc， 

(3) 如 果 S(4) 一 eps, 则 终止 

否则 转 到 (2) 


8.6.2 行 循环 雅 可 比方 法 


经 典雅 可 比方 法 的 每 次 迭代 都 要 选取 绝对 值 最 大 的 元 素 , 计 
算 工 作 量 大 . 改进 的 办 法 是 将 变换 的 顺序 固定 ,一 种 合理 的 选择 是 
逐 行 对 每 个 非 对 角 元 素 进行 变换 , 即 按 下 面 各 行 的 次 序 : 

(1,2) (1,3) … (lz2) 
(2,3) … (2 


了 
这 种 排序 格式 称 为 按 行 循环 ,得 到 行 循环 雅 可 比方 法 . 
算法 8.6.2 行 循 环 雅 可 比方 法 
给 定 对 称 阵 4ER”" 和 容 差 tol>0 
(1) Y 一 蕊 ,eps 一 tol 下 4 作 
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(2) 对 于 一 1,2,…,m 一 1 
对 于 g 一 户 十 1, 力 十 2，… 
同 算法 8. 6. 1 中 第 (2) 步 的 @ ,四 和 四 
(3)》 如果 S(4) 一 eps, 则 终止 
否则 转 到 (2) 5 
行 循环 雅 可 比方 法 也 是 二 次 收敛 的 . 但 收敛 柬 度 不 如 对 称 
QR 算法 . . 
通过 并 行 排序 ,可 得 到 并 行 雅 可 比方 法 ( 略 )， 


8.7 子 空间 迭代 法 


子 空间 举 代 法 (subspace iteration) 可 看 做 午 法 的 块 推广 , 即 
间 时 用 若干 个 线性 无 关 的 正 交 规范 化 向 量 进行 寡 和 迭代, 又 称 它 为 
同时 和 迭代 法 (simultaneous iteration). 迭代 收敛 后 ,同时 得 到 矩阵 
的 若干 个 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 . 它 是 结构 工程 中 所 用 的 最 重 
要 的 方法 ,是 目前 求解 大 型 稀 朴 矩阵 特征 值 问题 的 最 有 效 的 方法 
之 一 . 

设 矩 阵 4ER” "的 特征 值 M;(i 一 1,2,…，z) 排 列 为 ， 

1 1| as | 人 … 志 | |， 

假定 要 求 个 占 优 的 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 . 

算法 8.7.1 简单 的 子 空 间 和 迭代 

(1) 任 取 关 个 初始 向 量 , 将 它们 正 交规 范 化 ,并 以 它们 为 列 组 
成 矩阵 Xo 一 (zl，…xzw) 生 民 m 

(2) 对 于 & 一 1,2,… 和 友 代 直 到 收敛 


0 计算 天 一 4 大) 
加 对 为 ER 作 QR 分 解 , 即 和 一 CR 
G 和 :一 0 


为 减少 步骤 (2) 中 加 的 太 频 繁 的 正 交规 范 化 ,改进 的 办 法 是 在 
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步骤 (2) 中 四 执行 若干 次 迭代 后 ,再 作 正 交规 范 化 .有 如 下 的 多 步 
子 空 间 和 迭代 法 . 
算法 8.7.2 多 步子 空间 迁 代 法 
(1) 任 选 闫 个 正 交 规范 化 向 量 , 构 成 初始 矩阵 丰 一 (zi， 
zzzn)ERzn 和 选 定 初始 迭代 参数 iter( 正 整数 ) 
(2) 选 代 直到 收 贫 
Q@ 计算 z 一 4 于 
@ 正 交规 范 化 xz, 即 z=ORCQR 分 解 ) 
@X=0 
电 选 新 的 iter 
如 果 在 算法 中 采用 投影 过 程 ,可 得 到 更 好 的 舒 尔 向 量 ( 见 
8. 2. 1 节 ) 的 近似 . 有 如 下 的 带 投影 的 子 空 间 迭 代 法 . 
算法 8.7.3 带 投 影 的 子 空间 迭代 法 
(1) 同 算法 8. 7. 2 中 的 (1) 
(2) 迭代 直到 收敛 
@ 计算 入 一 Ai Ko 
@ 正 交规 范 化 分 到 ZER" 
图 计算 B 一 Z"4Z, 其 中 了 ER 
图 用 QR 算法 ,计算 吾 的 舒 尔 向 量 组 构成 的 矩阵 了 一 
(yym) 
@@ 计算 Xe 一 ZY 
@ 选 新 的 选 代 参数 iter. 
迭代 参数 iter 不 能 选 得 太 大 ,否则 步骤 (2) 中 @D 的 矩阵 含 的 各 
列 向 量 会 几乎 线性 相关 ,这 样 步骤 (2) 中 加 的 正 交 规范 化 会 产生 困 
难 . 可 从 估计 向 量 的 收敛 速度 来 确定 iter. 另外 ,| Xe 一 Xu | 一 e 
(预先 给 定 的 容 差 ) 可 作为 迭代 终止 的 标准 . 
如 果 要 了 解 更 多 的 算法 实施 细节 ,如 一 旦 第 一 个 特征 向 量 已 
收 剑 ,如何 锁定 (locking) 它 ,或 收缩 Cdeflation) ,还 有 位 移 (shifts) 
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和 预 处 理 技术 等 ,可 参考 有 关 资 料 ， 
如 果实 矩阵 4 的 mm 个 占 优 特征 值 满足 
1 |>1) | >… 二 | |， 
令 @= (9 ，…go), 它 的 各 列 是 相应 于 力 C 王 1,2, mm) 的 舒 尔 向 
量 , 则 X 的 第 7 个 列 向 量 收敛 于 9) G 一 1,2,…,m) ,其 收敛 速度 取 


决 于 | ”| .矩阵 也 收 系 于 上 三 角 阵 ， 当 信 对 称 时 ,B 收敛 于 对 角 


阵 . 妃 的 对 角 线 元 素 为 4 的 普 个 特征 值 Mh hz， 

如 果 扼 阵 4 的 mm 个 占 优 特征 值 不 是 互 不 相同 的 , 则 召 收敛 于 
块 三 角 阵 ; 当 4 对 称 时 ,中 收敛 于 块 三 对 角 阵 . 其 中 1X 1 子 块 为 
4 的 实 特征 值 ,2X2 子 块 为 4 的 一 对 共 恩 复 特 征 值 . 


8.8 阿 诺 尔 德 方法 


阿 诺 尔 德 过 程 ( 见 7. 11. 2 节 ) 是 建立 克 雷 洛 夫子 空间 ( 见 
7. 11. 1 节 ) 标 准 正 交 基 的 算法 . 最 初 用 来 约 化 一 个 稠密 阵 为 海 森 伯 
格 阵 . 后 来 发 现 它 也 是 求解 大 型 稀疏 矩阵 近似 特征 值 的 好 方法 . 

从 任意 非 零 规范 化 向 量 w 开始 ,由 寡 和 迭代 生成 序列 w 一 4mi-; 
(一 1,2,… 7) ,构成 克 雷 洛 夫 子 空 间 开 。 的 基 , 即 K。 一 span{fmi， 
4o,…,4” um)}. 用 如 下 的 阿 诺 尔 德 过 程 即 用 修正 的 格拉 姆 - 施 
密 特 正 交 化 方法 将 玫 。 的 基 正 交 化 , 称 为 阿 诺 尔 德 -修正 格拉 姆 - 
施 密 特 算法 . 修正 的 格拉 姆 - 施 密 特 算法 与 标准 的 格拉 姆 - 施 密 特 
算法 在 数学 上 等 价 , 采 用 形式 不 同 的 计算 公式 ,修正 的 算法 比 标准 
的 算法 具有 更 好 的 数值 性 质 . 

算法 8. 8.1 阿 诺 尔 德 -修正 格拉 姆 - 施 密 特 算 法 

(1) 给 定 一 般 的 2>Xz 非 埃 尔 米 特 阵 4 , 任 选 非 零 向 量 w 且 
| mw 外 王 1. 确定 z2( 到 2 

(2) 迭代 
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对 于 j 一 1,2,……，7m 
@ o :一 4m， 
加 对 于 ;一 1,2,… 光 
ji 一 (oo)U) 
名 :一 四 一 证 iT 
四 ji+v 一 | o | 
田 如 果 万 +u 一 0, 则 停止 
否则 
@ WH1 一 @/ 有 + 
该 算法 有 如 下 性 质 : 
命题 8. 8. 2 向 量 m, mw，…，vn 构成 子 空间 政 。 一 {m， 
4v,…4" um } 的 正 交 基 . 
命题 8.8.3 令 V。=( 四 ,on) 是 ?Xzm 和 矩阵, 开 。 是 Xmm 
海 森 伯 格 和 矩阵 ,其 非 零 元 素 由 算法 确定 则 成 立 如 下 关系 
4V。 一 Vn 厅 。 十 户 oin Dotied， (8. 8.1) 
YH4V。 一 五 .. (8.8. 2) 
命题 8.8.4 令 if” 是 王 。 的 特征 值 ( 称 为 里 茨 (Ritz) 值 ), 相 
应 的 特征 向 量 是 由 ”" .ui 一 Vnyf” 称 为 里 蒋 近 似 特 征 向 量 , 则 
(4 一 四 了 共有 本 刀 。Dmeky(mmnHl 9 (8. 8. 3) 
| (4 一 ADafm 一 Aum | ez | 《8.8.4) 
该 命题 说 明 余 量 范 数 等 于 Ai.。 乘 特征 向 量 yf” 的 最 后 一 个 
分 量 , 从 而 得 到 终止 准则 . 当 态 + 一 0 时 ,有 
人 一 人 区 1 一 1，……j， 
这 时 2 和 z2 分 别 为 原 矩阵 4 的 最 佳 近似 特征 值 和 相应 的 特征 
向 量 . 
为 此 ,在 完成 了 阿 诺 尔 德 -修正 格拉 姆 - 施 密 特 算法 之 后 ,还 需 
用 其 他 方法 ,如 海 森 伯 格 阵 的 QR 算法 ( 见 8.4. 2 节 ) 计 算 下 。 的 
特征 值 Mf”(i 一 1,2,…,m) 和 相应 的 特征 向 量 风 "” (一 1,2,…. 
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z2). 再 计算 丰 ” 一 Vi (it 一 1,2，…，72). 

当 和 2 和 7 时 ,很 容易 完成 以 上 计算 . 但 随 着 的 增加 ,和 矩阵 V。 
和 互 。 的 存储 量 增加 , 阿 诺 尔 德 算法 的 使 用 受 限 制 ,如 果 只 需求 出 
大 型 稀 朴 矩阵 4 的 最 大 的 实 特征 值 , 可 利用 重新 开始 的 办 法 来 应 
对 mm 增 大 造成 的 困难 . 在 阿 诺 尔 德 欠 代 了 z 次 后 ,计算 4 的 近似 
特征 向 量 ,用 它 作 为 下 一 次 阿 诺 尔 德 迭 代 的 初始 向 量 , 如 此 重复 ， 
直到 收敛 . 有 如 下 算法 . 

算法 8.8.5 和 和 代 阿 诺 尔 德 算法 

(1) 选 初始 向 量 w ER" 且 |‖ mw 由 一 1. 选 定 和 矩阵 V。 和 吾 。 的 
维 数 m. 

(2) 和 迭代: 执行 算法 8.8. 1 的 迭代 步骤 (2)， 

(3) 重新 开始 : 计算 于。 的 最 大 特征 值 Mt”" 和 相应 的 特征 向 
量 由 ” ,计算 相 ” 一 Voyf . 

(4) 如 果 其 余 量 范 数 足够 小 , 则 停止 ,否则 mw 一 地 ” 且 转 到 (2). 

算法 求 得 的 14” 和 直 ” 分 别 是 原 和 矩阵 4 的 最 大 近似 特征 值 
和 相应 的 近似 特征 向 量 . 

该 算法 是 求解 大 型 稀 朴 矩阵 极端 (最 大 和 最 小 ) 特 征 值 的 很 有 
效 的 算法 ,其 收敛 速度 比 守 法 或 带 位 移 的 寡 法 快 得 多 ,而 且 可 选用 
比较 小 的 mm<”, 仅 需 用 很 有 限 的 存储 量 . 


8.9 兰 乔 斯 方法 


设 ”>X7 和 矩阵 4 是 大 型 稀 朴 埃 尔 米 特 阵 ( 当 4ER"”" 时 ,4 是 
对 称 阵 ) , 则 阿 诺 尔 德 方法 就 简化 为 兰 乔 斯 (Lanczos) 方 法 . 它 是 求 
解 4 的 少数 几 个 最 大 或 最 小 特征 值 的 有 效 方法 . 
设 4 是 z 阶 实 对 称 阵 , 则 存在 ” 阶 的 正 交 阵 V,=(m ,mm,…， 
mm,) ,其 中 由 ER"(Gi 一 1,2,…,2) ,使 得 
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al 所 


Ba 应 
V"4V, 一 人 也 = ， (8.9.1) 
B-:， ar B 
8- Cn 
显然 4V,=V.T。 即 
om 所 
有 o 
(image) 一 (了 1922g00o9 男 。) 5 
Bo 
对 于 7 一 1,2,…，,2 一 1, 有 
4pi 一 DVD 十 aioi 十 Bpirl， (8. 9. 2) 


其 中 风 m 一 0. 
兰 乔 斯 过 程 是 确定 三 对 角 阵 于 的 元 素 {ai,B } 及 正 交 阵 W, 的 
各 列 {um:} 的 算法 . 
取 wER" 且 | wm 1: 一 1, 由 式 (8.9.2) 且 利用 {w} 的 正 交 性 ,得 
收 一 (4ni ，I)， 
(8. 9. 3) 
令 由 一 4oi 一 ao 一 记 ， Dr-， 
若 w 天 0, 则 
+1 一 Wiji1pBhHi ， pH 一 | Wi 1 
若 ww 一 0, 则 计算 停止 . 最 后 
an 一 《4p mn). 
算法 8.9.1 兰 乔 斯 过 程 
给 定 对 称 阵 4ER”" 
(1) 选 初始 向 量 wER* 且 1 wm | 一 1, 置 8 一 0,uo 一 0. 确 
定 m( 一 7). 
(2) 迭代: 对 于 7 一 1，2，…7 
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Wi :一 4oj 一 Bi 
oj 一 (wjiyU) 

> Wi 一 有 WW 一 0jWi 

如 果 由 一 8, 则 停止 ,否则 

pH 一 will: 
Vi = 一 Wi/ 

该 算法 有 如 下 性 质 : 

定理 8.9.2 设 4ER“ "为 对 称 阵 ,weER" 且 | wm 用 一 1, 则 
兰 乔 斯 过 程 8. 9. 1 进行 到 第 ) 一 六 步 终止 ,其 中 普 取 子 空间 &w 的 
秩 即 癌 一 rankK,。,K。 一 spanfmymw, oo). 此 外 ,对 所 有 的 了 一 
1,2,…,m 有 下 式 成 立 : 

4Vi 一 ViTi 十 wiey， (8.9.4) 
其 中 内 王 (mm ,…m。) 且 
a 有 
Bo 
| 
忆 - 
定理 8.9.3 令 )” 是 T。 的 特征 值 , 其 相应 的 特征 向 量 为 
Ym 且 xgm 一 Yoyf 为 里 蒋 近 似 特征 向 量 , 则 有 
上 (4 一 人 TD” 一 Bo enyf” | 
此 定理 给 出 了 了, 与 4 的 特征 值 的 一 个 可 计算 的 误差 界 ; 
min | A 一 人 | < 1 es 和 | ， 工 一 1 2， 
其 路 一 1,2,……7a 为 4 的 特征 值 . 

关于 兰 乔 斯 过 程 的 收敛 性 有 如 下 结论 : 

设 4 为 n” 阶 对 称 阵 ,其 特征 值 at: 三 Mi* 三 … 二 ju, 相应 的 特征 向 
量 四 ,uz ,zuyT。 为 兰 乔 斯 过 程 第 mm 步 得 到 的 三 对 角 阵 ,其 特征 
值 为 Mi” ) 和 之 人 Am ， 则 
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了 ,一 


了 


(Ai 一 Mo)tanz( 内 )》 
入 将 各 六 太一 光一 
2 ” (CC1 十 2o)) 


(Ai 一 1)tanz( 多 ) 


和 委 1 一 
TO 


其 中 cos( 册 ) 一 | (mm ya ) 1，cos( 和 ?一 | (omm) ,pm 一 蚂 旦 ， 


人 Ar-! 


Oo" 一人， 2 ,Ci(CZ) 为 关 一 1 次 切 比 雪夫 (Chebyshev) 多 项 式 . 


当 闫 增加 , 即 C.-:(z) 的 次 数 增加 , 切 比 雪夫 多 项 式 在 1 十 
2o:>1 及 1 十 2o.>1 处 的 值 迅 速 增 大 ,所 以 4 的 极端 里 蒋 值 Xi” 
和 An"” 能 分 别 给 出 4 的 极端 特征 值 Mh; 和 。 的 很 好 的 近似 值 , 由 
此 ,得 到 如 下 的 切 比 雪夫 算法 的 基本 步骤 . 

算法 8.9.4 切 比 雪夫 算法 

给 定 对 称 阵 4ER"“" ,计算 4 的 最 大 和 最 小 近似 特征 值 . 

《1) 选 定 m 一 m. 

(2) 执行 兰 乔 斯 过 程 (算法 8. 9. 1) ,得 三 对 角 阵 T,. 

(3) 用 对 称 QR 算法 8. 5. 3 的 步骤 (2) ,计算 Tu。 的 特征 值 
) 包 过 所 过 … 人 Xe， 

(4) 选 定 * ,使 mm < 一 * 一 *. 

(5)》 执行 兰 乔 斯 过 程 (算法 8. 9. 1) ,得 三 对 角 阵 工 . 

(6) 用 对 称 QR 算法 8. 5. 3 的 步骤 (2) ,计算 卫 的 特征 值 Mi? 
) 包 之 … 志 At. 

(7) 如 果 | 各 一 1 和 1 全 一 人 2 1 充分 小 , 则 停止 ,否则 
7 :一 5, 返 回 (2). 

切 比 雪夫 算法 是 计算 对 称 和 矩阵 极端 (最 大 和 最 小 ) 特 征 值 的 有 
效 方法 . 而 且 1 = 0 hs Xi- sz 但 效果 不 
如 极端 情况 . 
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8.10 对 称 广义 特征 值 问题 


广义 特征 值 问 题 Cgeneralized, eigenvalue problem) 最 常见 的 
形式 为 
4xr 一 ABr. (8. 10. 1) 
如 果 存 在 非 零 向 量 x, 使 上 式 成 立 , 则 称 ) 为 广义 特征 值 ,* 为 相应 
的 特征 向 量 . 
如 果 4E R "是 对 称 阵 ,BE R"" 是 对 称 正 定 阵 , 则 称 
式 (8. 10. 1) 为 对 称 正 定 广义 特征 值 问题 . 


8.10.1 楚 列 斯 基 - 对 称 QR 算法 


由 于 男 是 正定 的 , 故 存在 楚 列 斯 基因 子 分 解 
_ 吾 一 工 上 LT， 
其 中 二 为 实 的 非 奇 异 的 下 三 角 阵 . 于 是 式 (8. 10. 1) 等 价 于 
工 4(CL DTLIr 一 ALLTY， 
又 等 价 于 
Cy 一 7 (8. 10. 2) 
其 中 C=E-:4( 工 -0)T,y= 一 ETx. 这 是 标准 对 称 特征 值 问题 . 下 面 给 
出 一 种 算法 , 它 既 用 了 楚 列 斯 基因 子 分 解 又 用 对 称 QR 算法 . 
算法 8. 10.1 
(1) 计算 矩阵 下 的 楚 列 斯 基因 子 分 解 及 =EET 
(2) 计算 C 一 工 -14A(CEL-1)7 
(3) 用 对 称 QR 算法 ,计算 C 的 舒 尔 分 解 CrCO=diag (oa au) 
《4)》 令 天 一 工 -TO 
算法 中 矩阵 C 可 覆盖 矩阵 4. 矩阵 C 的 近似 特征 值 ，…,，a。 
为 广义 特征 值 的 近似 值 ,X 的 各 列 为 相应 的 特征 向 量 . 
该 算法 的 不 足 是 : 实际 上 许多 对 称 正定 矩阵 特征 值 问题 中 ,4 
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和 妇 都 是 大 型 稀 朴 矩阵 ,而 C 是 满 阵 , 它 不 能 保持 矩阵 的 稀 玻 性; 
另外 当 抑 阵 如 是 病态 阵 时 ,ai 一 1,…, 值 严重 损失 有 效 位 . 


1 2 3 0.001 0 0 
例 8.10.2 若 4=|2 4 5|,L=| 1 0.001 0 | 及 
3 5 6 2 1 0.001 














卫 一 ELT, 则 4 一 有 B 的 两 个 小 特征 值 为 
ai 一 一 0.619402940600584， 
az 一 1.627440079051887. 
若 用 算法 8. 10. 1 ,对 该 例 作 双 精 度 运算 ,得 
志 一 一 0. 619373517376444， 
az 一 1. 627516601905228. 
只 准确 到 4 位 有 效 数 字 , 其 原因 在 于 矩阵 中 严重 病态 ,其 条 件数 
cond: (如 ) 和 :102 . 


8.10.2 兰 乔 斯 算法 


兰 乔 斯 方法 是 求解 高 阶 对 称 正 定 广义 特征 值 问 题 的 部 分 大 的 
《或 小 的 ) 特 征 值 和 相应 的 特征 向 量 的 有 效 方法 . 

对 于 标准 对 称 特征 值 问题 (8. 10. 2) , 兰 乔 斯 方法 可 保持 矩阵 
4 和 如 的 稀 朴 性 , 且 不 必 先 将 C= 工 -:4L 一 乘 出 ,而 用 其 因子 形 
式 .例如 ,算法 中 要 计算 = 一 Co 一 工 -: 4 ro ,可 作 如 下 计算 

一 [LTo，mw 一 4U，7Z 一 工 w， 

包含 两 个 三 角形 方程 组 的 求解 和 一 个 矩阵 向 量 乘 法 . 因此 , 兰 乔 斯 
方法 能 求解 高 阶 .带宽 较 大 的 对 称 正定 广义 特征 值 问题 . 

下 面 考虑 与 广义 特征 值 问题 (8. 10. 1) 等 价 的 另 一 种 标准 特征 
值 问题 

有 -hx 一 Mr。 、 (8. 10. 3) 
令 C=B-:4, 因 为 4 对 称 , 史 对 称 正 定 ,B 显然 是 正定 的 , 故 C 的 
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由 于 伟人 误差 ,(w,w) 有 可 能 出 现 负 值 . 一 种 改进 的 办 法 是 ; 
引进 向 量 2 一 Bo,. 在 兰 乔 斯 过 程 中 对 z 保持 三 项 递 推 关系 , 即 用 
且 左 乘 式 (8. 10. 4) 两 边 ,得 

Bw 一 4mpi 一 aizj 一 有 zz 六 !. 
这 样 , 构 成 求解 广义 特征 值 问 题 的 第 二 种 兰 乔 斯 过 程 . 

算法 8. 10.4 第 二 种 兰 乔 斯 过 程 

(1) 选 初始 向 量 w 且 ‖m ls=1, 置 2 一 0， 

zo 一 mo 一 0,z, 一 Bu， 


(2) 和 迭代: 对 于 jj 一 1,2，…，mm 


@ um :=4mi 一 Bizji- 
Ooa := 一 (ou) 
Gum :一 六 一 qjz 

四 mw: 一 Brim 

@ pH :一 (wm ) 


@ um 一 w/8+ 和 zi 一/B+ 
因为 中 对 称 正 定 , 故 本 算法 第 (2) 步 @ 中 的 (wp)= 王 (Bu， 
z ) 的 计算 不 会 出 现 负 值 . 
将 第 一 种 兰 乔 斯 过 程 或 第 二 种 兰 乔 斯 过 程 代 蔡 切 比 雪夫 算 
法 8. 9. 4 中 的 兰 乔 斯 过 程 , 可 求 得 广义 对 称 正定 特征 值 问 题 的 极 
端 特征 值 . 
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特征 值 是 实 的 且 其 规范 化 特征 向 量 关 于 吾 内 积 
(xz,y)a 一 (Br ,y) 
是 正 交 的 . 相应 的 召 范 数 为 
lx ls 一 CBx ,zx) 二 、 
重要 的 是 矩阵 C 关于 欧 几 里 得 内 积 是 非 对 称 的 ,而 关于 妃 内 积 是 
自 共 配 的 , 即 
(Cr;y)a 一 (xy,Cy)s，VYY，y. 
因此 ,可 以 对 标准 特征 值 问题 (8. 10. 3) 采 用 标准 兰 乔 斯 方法 ( 见 
8.9 节 ). 在 兰 乔 斯 过 程 ( 算 法 8. 9. 1) 中 ,用 如 内 积 代 替 欧 几 里 得 
内 积 ,以 及 利用 特征 向 量 关 于 中 内 积 正 交 的 性 质 ,对 算法 的 主 循 
环 修改 如 下 : 
oj 一 (CoiW)s 一 (4ojiu)， 
wii 一 Co 一 ao 一 Bi，- (8. 10. 4) 
Ba 一 1 we 一 (CBw,w)+ 一 Choiyw) 二 . 
因为 
(Bw ,wp) 一 (4 wy) 一 (Bo ,w) 一 记 (Bor-iw) 一 (4oi,w)， 
其 中 (Boi,w) 一 0,(Bui-i,w) 一 0. 故 有 如 下 的 求解 广义 特征 值 问 
题 的 第 一 种 兰 乔 斯 过 程 . 
算法 8. 10.3 第 一 种 兰 乔 斯 过 程 
(]) 选 初始 向 量 w 且 1m ls=1, 置 8 一 0,mw 王 0, 确定 m < 
《2) 迁 代 : 对 于 Jj 一 1,2,…,m 
CD um :一 4ui 
四 mw:= 一 (mi) 
四 w :一 B pm 一 ao 一 Bo- 
@ pH := 一 (omw) 计 
加 Vi+i: 一 W/B31 
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9 ，” 非 线性 方程 组 数值 解 与 最 优化 方法 


9.1 引言 


9.1.1 非 线性 方程 组 求解 问题 


用 计算 机 求解 非 线 性 方程 组 的 有 效 算 法 ,对 求解 各 种 非 线性 
力学 问题 .电路 问题 .经济 平衡 问题 、 非 线性 规划 以 及 各 种 非 线性 
偏 微分 方程 离散 化 得 到 的 方程 组 ,都 有 重要 的 实际 意义 . 

非 线 性 方程 组 的 一 般 表 达 式 为 

(zze) 一 0， 
| : (9.1.1) 
万 (zzn) 一 0， 
其 中 "1 ,为 正 整 数 ,六 (i 王 1,…,z) 是 定义 在 实 半 维 空间 R" 中 开 
域 D 上 的 实 函 数 , 若 采用 向 量 记号 

















万 (Cr) Zi 0 
下 (Y) 一 ，Y 一 | :|，0= : | ， 
五 (2 2 0 
则 方程 (9. 1.1) 可 写成 
下 (x) 一 0. 《9.1.2) 


这 里 下 表示 定义 在 上 的 非 线性 映射 (mapping), 记 为 五 ;也 记 

R" 一 ~R", 若 存 在 x"ED 使 忆 (xz ) 一 0, 则 称 为 方程 (9. 1. 2) 的 

解 . 当 ”=1 时 ,就 是 方程 求 根 问 题 ( 见 第 5 章 ). 当 方 程 (9. 1. 1) 中 

所 有 广 都 是 线性 函数 时 , 即 为 线性 方程 组 ; 如 果 广 中 至 少 有 一 个 

是 非 线性 函数 , 则 称 为 非 线性 方程 组 . 当 mn>1, 为 非 线性 时 , 方 
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程 (9. 1. 1) 的 求解 问题 无 论 在 理论 上 或 实际 求解 方法 上 , 均 比 上 述 

两 种 情形 困难 得 多 ,因为 非 线性 方程 组 解 的 情况 复杂 , 它 可 能 无 
解 ,也 可 能 有 任意 多 个 解 ， 
全 911 人 一 对 一 zz 十 4 一 0， 
(ziyza) 一 一 z 十 好 十 4 一 0. 

这 是 "一 2 的 例题 ,其 中 实数 a 在 一 1 与 1 之 间 变 化 ,在 玉 中 

每 个 方程 代表 平面 上 一 条 曲线 , 求 方程 组 的 解 就 是 求 两 条 曲线 交 


点 ,车 取 a=1, 开 ,0, 一 1, 则 四 种 情况 的 解 见 图 9. 1， 
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(a) a 一 1 ,无 解 ; 
(b) a 一 十 ,有 惟一 解 ,zi 一 立 一 立 ; 


(c) a 一 0, 有 两 个 解 , zl: 一 zz 一 0; ZI 一 Te 
(d) a 王 一 1, 有 4 个 解 ,zi 三 一 1,z: 一 05 zi 一 0,z 一 一 1; 


zi 一 屏 一 十 (1 士 V5)、 
例 9.1.2 方程 组 
人 Za ) 一 部 zi [sn( 寺 xz ) 上 Zz 一 0， 


(ziyzz) 一 好 一 Zi 十 1 一 0， 
有 多 个 解 , 见 图 9. 2. 





为 求解 非 线性 方程 组 (9. 1. 2) ,首先 要 知道 解 的 情况 , 即 有 无 
解 ,有 多 少 解 ;， 只 要 方程 确实 有 解 , 就 要 研究 描述 分析 和 逼近 方 
程 解 的 方法 ,主要 是 在 计算 机 上 使 用 较 多 的 各 种 迭代 算法 和 近 十 
几 年 新 发 展 的 各 种 数值 解法 . 


9.1.2 无 约束 最 优化 与 非 线性 最 小 二 委 


求解 非 线 性 方程 组 (9. 1. 1) 可 等 价 于 无 约束 最 优化 问题 , 即 求 
于” 所 ,使 
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?Cr ) 一 minp(x)， 《9.1.3) 
其 中 p: DCR" 一 RI 为 给 定 的 实 林 数 ,通常 称 为 目标 函数 ,x" 称 为 
问题 (9. 1. 3) 的 最 优 解 ( 或 极 小 点 ). 问题 (9. 1. 3) 的 含意 是 在 函数 
的 定义 域 DCR" 上 求 目标 函数 p(r) 的 极 小 值 x” ,一 个 重要 的 特 
殊 情 形 是 在 问题 (9. 1.3) 中 取 

pg(z) 一 到 rrTAr 一 brx 十 c， (9.1.4) 


其 中 4ER"”" 为 对 称 正定 矩阵 ,zx,pER"c 为 常数 ,此 时 称 为 正定 
二 次 函数 的 极 小 问题 , 它 在 最 优化 问题 中 起 着 重要 作用 . 

如 果 目 标 函数 p 可 导 , 由 多 元 函数 必要 条 件 , 对 史 求 偏 导数 ， 
则 x" 是 方程 组 


万 (x) 一 


的 解 , 它 表 明 求 问题 (9. 1. 3) 的 极 小 点 可 通过 求解 非 线性 方程 组 
(9.1. 5) 得 到 . 反之 ,对 方程 组 (9. 1.2), 若 取 


7(x) 一 到 BCzOrF(z) = yiCz)， (9.1.6) 
1 


则 可 将 求解 非 线性 方程 组 (3. 1. 2) 转 化 为 求 最 优化 问题 (9. 1. 3). 
在 处 理 大 量 实 验 数据 的 曲线 拟 合 问题 时 若 数学 模型 关于 参量 
不 是 线性 的 ,假定 拟 合 曲线 方程 为 
. y 一 ty xz)， (9.1.7) 
其 中 上 为 自 变量 ,x* 一 (zi,…,zw)7 为 待定 参量 , 若 给 出 一 组 数据 
(人 yy) 一 1 zi 7 二 ?2) 要求 x 使 


。 . 
ap -0 (=12o0D (9.1.5) 
DX 


gpCzr) 一 >)[CFCi xz) 一 攻 了 (9.1.8) 
1 一 1 


最 小 ,这 里 xE DCR" ,PCDCR"~~R' ,这 就 是 非 线 性 最 小 二 乘 问 
题 . 它 也 是 一 个 求 最 优 解 问题 . 求 式 (9. 1. 8) 的 极 小 值 ,由 多 元 函数 
极 值 必 要 条 件 得 

。479 。 





3 ->Y NE， 0 
22 Le 3 了 二 0 休 二 29 人， 


(9.1.9)》 

式 (9.1.9) 是 关于 的 非 线性 方程 组 , 求 此 方程 组 的 解 与 求 
式 (9.1.8) 的 极 小 值 是 等 价 的 . 
此 外 ,对 非 线性 超 定 方程 组 

万 (zi…yzo) 一 0， 

| ; (za 过 7) (9. 1. 10) 


太 (zZoe) 一 0， 
的 求解 问题 , 当 闷 一 时 , 即 为 非 线 性 方程 组 (9. 1. 1) 求 解 ,对 于 
7M 二 2 的 超 定 方程 组 (9. 1. 10) 的 求解 也 可 转化 为 求 目 标 函 数 
pr) 一 于 FCxz)T7F(z) 一 到 袜 Fz 9 《( 汪 区 

(9.1.11) 

的 极 小 值 .因此 , 超 定 方程 组 (9. 1. 10) 求 解 可 通过 求 式 (9. 1. 11) 的 

最 小 二 乘 解 得 到 . 

9.1.3 非 线性 英 射 的 导数 与 中 值 定 理 


非 线性 方程 组 (9. 1. 2) 的 求解 涉及 到 映射 F: DCR"- 一 Rn" 的 
导数 概念 及 相关 性 质 . 

定义 9.1.3 假定 下 : DCR"R", 如 果 对 任何 大 ER"， 
x 十 jiED, 都 存在 矩阵 4ER“”" ,使 


lm 工 |Fex 十 三 ) 一 PCz) 一 2 | - 0， (9.1.12) 
或 等 价 地 
lim 工 [P(x 十 二 ) 一 F(z)] 一 41， (9.1.13) 


则 称 映 射 正在 x* 处 G- 可 导 (Gateaux 可 导 ) ,并 称 4 为 正在 x 处 的 
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G- 导 数 . 记 为 下 (x)， 
根据 定义 ,当下 在 zx 处 G- 可 导 时 , 则 在 x* 处 玖 各 分 量 万 ,…， 


的 偏 导数 5 天 (一 1， sm 7 一 1,…，m 均 存在 , 记 下 (rz) 一 4 一 


(ai ), 取 有 瑚 一 ej 一 (0,…， 0,1,0,… ,0)7 为 第 1 个 单位 向 量 , 从 式 
(9.1.13) 得 出 


lim 工 [Pi(z 十 te 一 方 (Co)] = av 








由 此 得 
DCx) 
Qi 一 azi 乡 
邯 
3 万 .3 
9xzi 9zn 
Fxz) 一 | 外 《9.1. 14) 
dz DTn 


和 矩阵 (9. 1. 14) 称 为 Crx) 的 雅 可 比 矩 阵 . 

当 亲 = 王 1 时 下 (x) 为 定义 于 R" 上 的 多 元 函数 ,FCr) 捕 COx) ,此 
时 JoD=( 吹 于 ,2 区 王 ) ,相应 地 , 挛 C7 称 为 丰 (x) 在 点 此 
的 梯度 , 记 gradf(xz) 一 广 (x)7. 

注意 ,G- 导 数 是 按 方 向 定义 的 ,F(x) 在 x 处 G- 可 导 不 能 保证 
正在 x 处 连续 .下 面 给 出 强 导数 的 定义 . 

定义 业 : 1.4 假定 下 : DCR"~>R" ,如 果 对 VER" ,存在 4E 
Rr"xm ,使 


晶 一 
lim TAR | FFCx 十 j) 一 下 (xz) 一 4 有 | 0，(9.1.15) 


则 称 正 在 x 处 F- 可 导 (Frechet 可 导 ).4 称 为 -导数 或 强 导 数 . 
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仍 记 为 4 一 下 (xz). 
显然 ,正在 x 处 上 -可 导 则 必然 G- 可 导 , 且 下 -导数 等 于 G- 导 
数 .正在 x 处 F- 可 导 则 开 连续 . 
有 关 导 数 最 常用 的 定理 是 各 种 形式 的 中 值 定 理 . 
定理 9.1.5 车 : DCR" 一 R" 在 开 凸 集 DuCPD 上 G- 可 导 ， 
对 Yx,y,zE 了 D, 则 有 以 下 结论 : 
(1) 存在 0 委 二 ,… ,如 委 ]1 使 
六 (Cr 十 二 (了 一 z)) 





下 (y) 一 正 (x)》 一 | 《9. 1. 16) 
Jr 十 tm(y 一 x)) 
《2) 外 严 (y) 一 严 (x) | 
和 sup， | FE Cxz 十 ty 一 xz)) | y 一 zx 站 《9.1.17) 
(3) PCy) 一 下 (z) 一 PCxz)Cy 一 z) | 
<sup | 下 (z 十 t3 一 z)) 一 下 (xz 外 一 z 儿 《9.1.18) 


(4) 若 再 假定 ECx) 在 D, 上 半 连 续 , 则 
FCy) 一 ECz) 一 | Pce+eo 一 0 一 1 


(9. 1, 19) 
定理 9. 1.6 若 下 : DCR" 一 Rn" 在 开 凸 集 DoCD 业 G- 可 导 ， 

且 对 所 有 xyE Do, 若 存在 c>>0 及 ppE(0,1) ,使 得 
IF (xz) 一 下 (引入 cx 一? 有? (9.1.20) 


成 立 ,此 时 称 FE Cxz) 在 Du 上 为 赫 尔 德 连续 , 则 
FPCy) 一 严 (x) 一 下 (xz)Cy 一 zx) 1 和 77 一 zl 2 ， 
(9.1.21) 
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9.2 和 迭代 法 与 不 动 点 定理 


9.2.1 和 迭 代 法 基本 概念 


为 了 研究 迭代 法 ,可 把 方程 (9.1.2) 改 写成 
xY 一 GCr)， (9.2.1) 
这 里 G: DCR" 一 R". 例如 GCxr) 一 x 十 BECx), 其 中 中 为 mn 阶 非 奇 
异 和 矩阵 , 记 吾 ER"". 方 程 (9.1.2) 的 解 x"* ,也 是 方程 (9. 2. 1) 的 
解 , 即 x 一 GCCxr" ),x" 称 为 G 的 不 动 点 (fixed point 工 因此 , 求 方 
程 (9. 2. 1) 的 不 动 点 等 价 于 求 方 程 (9. 1. 2) 的 解 . 求 方程 解 的 迭代 
法 的 过 程 ,就 是 从 b 二 1 个 初始 向 量 zxe :出 发 ,通过 某 一 
和 迭代 程序 生成 一 个 序列 { 六 } 的 过 程 . 例如 ,可 构造 迭代 程序 
间 一 GOx) (一 0,1,…)， (9.2.2) 
它 由 癌 出 发 生成 一 个 序列 { 兰 )} ,此 时 如 一 1, 故 称 迭 代 法 (9. 2.2) 
为 单 步 法 (one-step methods). 当 思 >1 时 ,和 迭代 程序 为 
Mtl 一 GCztyztrl yz-itl) (类 一 太一 1) 记 …)， (9.2.3) 
称 为 多 步 法 (muitistep methods). 应 用 和 迭代 法 有 三 个 基本 问题 : 
第 一 ,是 适 定性 问题 . 迭代 法 生成 的 序列 { 愉 } 均 在 求解 域 D 
内 , 即 {xt}CD. 例如 ,对 迭代 法 (9. 2. 2) 就 要 求 每 步 夫 均 能 计算 
出 结果 , 且 所 有 世 E PD. 
第 二 ,是 收敛 性 问题 . 就 是 要 求 序列 { 闪 } 收敛 到 方程 (9.1.2) 
的 解 , 即 ljimx' 一 xz” ， 由 于 对 初始 近似 癌 的 不 同 限 制 , 和 代 法 收敛 
性 有 三 种 不 同 的 概念 . 
(1) 局 部 收敛 性 . 。 
定义 9.2.1 假定 FDCR"-~~R",x" ED 是 方程 (9. 1.2) 的 
一 个 解 .车 存在 x* 的 一 个 邻 域 SCD, 使 Y 姑 ES, 和 迭代 序列 { 世 CC 
S, 且 收敛 于 x*", 则 称 和 迭代 序 列 { 立 } 具 有 局 部 收 笋 性 (local 
*。483 ， 


convergence) ,点 Y"” 称 为 选 代 序 列 { 关 } 的 吸引 点 (point of 
attraction).。 

《2) 半 局 部 收敛 性 . 它 不 假定 方程 (9. 1.2) 解 zx" 存在 ,只 在 初 
始 近 似 阅 满足 一 定 条 件 下 证 明和 迭代 序列 { 刀 )} 收 信 于 解 x” ,这 种 
收敛 性 定理 本 身 包含 了 证 明 解 的 存在 惟一 性 . 实际 上 这 时 大 仍 在 
zx 附近, 即 上 关 一 x” | 较 小 ,因此 , 半 局 部 收敛 性 定理 对 凑 的 限 
”人 制 仍然 较 大 ， 

(3) 大 范围 收敛 性 . 它 对 求解 域 呈 中 任意 的 初始 近似 x" , 均 
能 使 序列 {z} 收 全 到 解 x" ,是 最 完善 的 ,也 是 最 好 的 结果 ,但 很 多 
迭代 法 往往 只 具有 局 部 或 半 局 部 收敛 性 ， 

第 三 ,是 效率 问题 . 在 用 计算 机 求 方程 解 的 全 过 程 中 ,机 时 是 
否 节 省 ,这 是 一 个 时 间 计 算 复杂 性 问题 ,对 非 线性 方程 组 和 迭代 法 可 
用 迭代 序列 { 忆 } 的 收敛 速度 与 每 步 先 代 计 算 量 大 小 来 衡量 

定义 9.2.2 假定 迭代 序列 {x 儿 收敛 于 x" , 若 存在 实数 加 二 1， 
使 当 丰 过 o 了 时 
中 Jet+1 一 - 区? | 
和 本 一 二 ”时 
成 立 , 就 说 序列 {zxz} 是 户 阶 收 煞 (order 记 convergence) ,as 称 为 收 
仇 因 子 (convergence factors). 特别 地 ,p=1 时 , 称 为 线性 收敛 
(linear convergence), 力 二 1 时 , 称 为 超 线性 收敛 (superlinear 
convergence) , 力 一 2 时 , 称 为 平方 收 剑 (quadratic convergence) . 

根据 定义 ,一 个 移 代 序列 {z#} 的 收敛 阶 越 高 说 明 它 收敛 越 快 ， 
但 效率 高 低 还 与 每 步 迭 代 的 计算 量 有 关 . 

定义 9.2.3 假定 多 代 序 列 { 阅 } 的 收敛 阶 为 三 1，, 每 步 和 迭代 
的 计算 量 为 w, 则 迁 代 序列 的 效率 (efficiency)e 定义 为 


2 2t. (9. 2.4) 


0 一 o 一 lim < 十 co 


对 线性 收敛 ( 记 一 1) 的 和 迭代 序列 ,效率 。 可 定义 为 一 一 .ae: ,这 里 
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0 一 ao 一 1 为 收敛 因子 . 
9.2.2 压缩 映射 原理 与 不 动 点 定理 


对 于 方程 (9. 2. 1) 的 解 ,其 存在 惟一 性 及 和 迭代 序列 收敛 性 有 以 
下 定义 与 定理 . 
定义 9.2.4 假定 G: DCR"-~R", 若 存在 常数 0 一 c 一 1, 使 
VxyyEDoiCD, 有 
lc(x) 一 GCO) 1 和 受 alx 一 ?| (9.2.5) 
成 立 , 则 称 G 在 D, 上 为 压缩 映射 (contraction mapping),a 称 为 
压缩 系数 . 
若 对 Yx,yE Du 有 
| cc 一 GGz) | 过 1 由 y 一 xl ， (9.2.6) 
则 称 G 在 D。 上 为 非 膨胀 Cnonexpansive) 映 射 , 如 果 式 (9. 2.6) 中 
当 x 天 ?时 严格 不 等 式 成 立 , 则 称 G 在 D。 上 为 严格 非 膨胀 映射 . 
定理 9%. 2. 5 (压缩 映 射 原理 ) 设 G; DCCR" 一 及 "为 闭 集 
DuCD 上 的 压缩 映射 , 且 GD,CD,, 则 G 在 D, 中 存在 惟一 的 不 
动 点 x" .而 且 ,从 任何 xE De 出 发 ,由 和 迭代 法 (9. 2.2) 生 成 的 序列 
{ 好 } 均 收敛 于 x*" .并 有 误差 估计 
1 一 六 这 这- 一 1 
定理 9. 2.5 给 出 了 方程 (9. 2. 1) 解 存在 惟一 性 的 条 件 , 只 有 在 
这 个 条 件 下 ,迭代 法 (9. 2.2) 是 大 范围 收敛 的 . 但 在 实际 计算 时 , 构 
造 的 迭代 法 往往 不 能 满足 定理 9. 2. 5 的 条 件 , 而 只 在 解 x "附近 满 
足 定理 条 件 , 即 条 件 较 弱 的 局 部 收敛 定理 . 
定理 9.2.6 设 *' 是 方程 (9. 2.1) 的 解 ,G: DCR" 一 ~R" , 若 存 
在 开 球 S={z| | x 一 x 上 <8,9>0}=SCr' ,9)CD 和 常数 0 一 a 王 1， 
使 VxES, 有 
1GCr) 一 CCz 1 过 cllx 一 站， (9. 2.7) 
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可 得 
0 一 下 (x") 一 下 (zt) 十 下 (Cr 一 以 ) 十 RCz' 一 不)， 
其 中 


LRCAx) 1 _ 
交 革 六 人 2 下 二 由 


因此 , 当 兰 靠近 x" 时 ,可 略 去 余 项 RCr" 一 关 ), 从 而 用 线性 方 
程 组 
下 (xzt)Ax 一 一 下 (2x:) 〈9. 3. 1) 
的 解 Ar 近似 差 Y "一 阅 , 记 Ar 一 局 ”一 从 .于 是 可 得 
Mt 一 秦 十 Ax 一 于 一 下 (zt)-Cxt). 
作为 x* 的 新 近似 ,可 得 到 迭代 程序 ， 
MtH 一 旭 一 下 (zt)-F(xt) (类 一 0,1, mw)，(9.3.2) 
此 即 为 解 非 线性 方程 组 的 牛顿 法 ,这 里 亚 (x) 是 下 的 雅 可 比 和 矩阵 
(9. 1. 14). 公式 (9. 3.2) 只 是 一 种 形式 记号 ,实际 计算 时 求 着 就 是 
解 方程 (9. 3. 1) , 故 可 将 式 (9. 3. 2) 改 为 下 列 形 式 : 
2 一 辽 十 Am 
下 (xDAx 一 一 Fr ) (类 一 0,1，). 
牛顿 法 由 大 计算 x :的 步骤 是 : 
(1) 计算 FCxr) 及 下 (re); 
(2) 解 线性 方程 组 下 (rt)Axt 一 一 下 (xzt), 求 得 Axt; 
(3) 令 太一 从 十 Az 
例 9.3.1 考虑 方程 组 
万 (ziyzz) 一 4z 十 码 一 4 一 0， 
(rzz) 一 并 十 zz 一 sin(Czl 一 Z2) 一 0， 
在 (zy,z?) 一 (1,0) 附 近 的 解 ， 
解 求 下 的 雅 可 比 抢 阵 


《9. 3. 3) 


ah 了 sz 2z 
a 3 
PoO=| |= ， 
3 户 3 户 
9zrl 9zz 1 一 cos(zi 一 zz) 1 十 cos(Czl 一 zz) 
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则 VxeES, 由 迭代 法 (9. 2.2) 生 成 的 序列 { 太 } 仍 在 S 中 , 且 收 敛 
和 2。 

定理 9. 2. 6 给 出 的 条 件 (9. 2. 7) ,实际 上 是 *" 点 的 压缩 条 件 ， 
它 不 易 检 验 , 如 果 G 在 x*" 处 可 导 , 则 可 得 到 下 面 的 定理 ， 

定理 9.2.7 设 映 射 G; DCR"-~>R"* 有 不 动 点 Y"Eint(D)， 
且 GC 在 x" 处 FE- 可 导 ,G(x" ) 的 谱 半径 

o(G'Cx )) = 一 1， (9.2.8) 

则 存在 开 球 S 一 SCxr"” ,6) 一 {xER"| |x 一 zx 1 委 S)CPD, 对 任意 
初始 近似 加 ES,x" 是 迭代 序列 (9. 2. 2) 的 吸引 点 ， 

这 个 定理 给 出 的 条 件 可 作为 判断 具体 迭代 序列 收敛 的 依据 . 

局 部 收敛 性 是 在 G 的 不 动 点 *" 存在 的 前 提 下 得 到 的 , 当 C 不 满 
足 压 缩 条 件 (9. 2. 5) ,而 只 是 严格 非 膨 胀 映射 时 ,有 下 列 不 动 点 定理 . 

定理 9.2.8 设 G: DCR"-~R" 为 有 界 闭 集 DuCD 上 的 严格 
非 膨胀 映射 , 且 G(Do)CD. 则 G 在 D, 上 存在 惟一 不 动 点 . 

定理 9.2.9 设 G: DCR"-~~R" 在 凸 闭 集 DuCD 上 是 非 膨胀 
映射 , 且 G(CDw)CD. 则 G 在 D., 中 存在 不 动 点 的 充分 必要 条 件 是 
至 少 有 一 个 关 E Du ,使 序列 共 + 一 GCCxt) (一 0,1,…) 有 界 . 

关于 不 动 点 存在 性 ,最 著名 的 是 下 列 定理 . 

定理 9. 2. 10 〈Brouwer 不 动 点 定理 ) 设 EC: DCR" 一 R" 在 
有 界 凸 闭 集 DuoCD 上 连续 , 且 G(D,)CpD, 则 G 在 De 上 至 少 存 
在 一 个 不 动 点 . 


9.3 牛顿 型 方法 


9.3.1 .牛顿 法 与 牛顿 型 方法 


求解 方程 (9. 1. 1) 的 牛顿 法 是 "一 1 的 牛顿 法 (5.4. 3) 的 推广 ， 
假定 x" 是 方程 的 解 , 它 的 人 次 近似 xx:E, 利 用 多 元 泰勒 展开 ， 
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Re" 在 x "处 下 -可 导 ,m 阶 和 矩阵 4(x) 在 x* 的 邻 域 Ss 内 有 定义 , 且 在 
x“ 处 连续 ,[4(Cxz* )] 存在, 则 存在 闭 球 S=S(Cz' ,8)CSo ,使 对 
任何 xES, 映 射 


GCCr) 一 x 一 [4Cxz)]-FCr) (9. 3.8) 
有 定义 , 且 在 x* 处 有 下 -导数 : 
G'(xr' ) 一 工 一 [4(Cx  )] IF Cx" )， (9. 3.9) 


若 还 有 
po(T 一 [4(Cxz)] ECx )) 一 1， 

则 x* 是 牛顿 型 迭代 序列 (9. 3.5) 的 吸引 点 . 

根据 此 定理 , 若 取 4(x*)= 玉 (xz), 则 得 牛顿 法 的 局 部 收敛 性 
定理 ， 

定理 9.3.3 设 x*… ESCD 是 方程 (9. 1. 2) 的 解 , 下 : 三 
R" 一 R" 在 x "的 开 邻 域 Ss 上 F- 可 导 , 且 F(xr'" ) 非 奇异 , 则 存在 
S=S(xr' ,9)CCSu(8>0) ,使 映射 GCCx) 一 x 一 下 CCx)- (xz) 对 所 有 
xES 有 定义 , 且 牛 顿 法 (9. 3. 2) 的 迭代 序列 { 太 } 超 线性 收敛 到 
x" , 若 再 假定 

1 (xz) 一 下 CCx) 下 和 受 clx 一 xz VYxEs， 

其 中 >0 为 常数 , 则 牛顿 法 (9. 3. 2) 至 少 二 阶 收敛， 

如 果 在 定理 中 还 假定 下 (x) 在 x"* 处 二 阶 F- 可 导 且 对 任何 
玉 和 R" 有 FF"(xr )jih 关 0, 则 牛顿 法 是 二 阶 收敛 的 . 


9.3.2 牛顿 法 的 收敛 性 与 误差 估计 


上 节 讨 论 的 局 部 收敛 性 是 在 方程 组 (9. 1. 2) 的 解 存在 的 前 提 
下 给 出 的 ,但 通常 情况 并 不 知道 方程 组 的 解 是 否 存在 ,本 节 给 出 的 
半 局 部 收敛 定理 既 给 出 了 方程 解 在 关 的 邻 域内 存在 惟一 ,也 给 出 
牛顿 法 迭代 序列 { 太 ?收敛 于 解 x" 及 其 误差 估计 ,在 这 些 定理 中 以 
康 托 洛 维 奇 定理 最 为 重要 . 
定理 9. 3. 4( 康 托 洛 维 奇 定理 ) ”假定 下 ，DCR"-~> 有 "在 凸 集 
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从 (zl,z?)= 一 (1,0) 出 发 ,计算 

外 ， F(xo) 一 ( ). 
0.4597 1.5403 0. 159 
由 公式 (9. 3.3) 算 出 zj 王 1.0, 寻 一 一 0. 10292 ,再 由 (zj ,z) 出 发 ， 
由 公式 (9. 3. 3) 逐 步 迭 代 , 表 9. 1 给 出 了 计算 结果 , 


甫 9.1 牛顿 法 计算 例题 


(xzo) 一 ( 






户 ( 世 0 








1.0 0.0 1.59E 一 1 
1.0 一 0. 1029207 4. 55 卫 一 3 
0. 998609 一 0. 1055307 6. 563 了 一 7 





一 | 和 





0. 998607 一 0. 1055305 一 1.03 了 一 11 





上 述 构造 牛顿 法 的 方法 实际 上 是 用 线性 方程 组 (9. 3. 1) 近 似 
代替 方程 组 (9. 1. 2) 得 到 近似 解 ,更 一 般 地 可 用 线性 方程 组 
ACxt)(x 一 %) 一 一 下 (xt) (9.3.4) 


的 解 

Mt 一 认 一 [4(z)] FF (一 0,1) (9.3.5) 
作为 方程 组 (9. 1. 2) 的 近似 解 , 这 种 方法 实际 上 就 是 线性 化 方法 ， 
这 里 太 近 似 x*, 是 应 要 求 4(Cxzt)ER"x" 近 似 于 严 "(x" ), 基 于 不 同 
考虑 ,适当 选取 4(x) 就 可 得 到 牛顿 法 的 各 种 变型 , 称 式 (9. 3. 5 ) 为 
牛顿 型 迭代 法 .显然 , 取 4(x) 王 下 (x), 就 是 牛顿 法 ; 而 取 4(x) 三 
人 维 平行 弦 方 法 ， 

1 一 粹 一 4TLFO) (RE 一 0 1 …). 《9. 3.6) 
as 4.5) 的 推广 , 当 4( 闪 ) 生 下 (z) 时 ,就 得 到 
简化 牛顿 法 : 

一 太一 下 (xz)-FO) (一 0,1,…)。 (9.3.7) 
对 牛顿 型 迭代 法 (9. 3. 5) ,有 下 面 的 局 部 收敛 性 定理 . 
定理 9.3.2 设 x" ED 为 方程 组 (9. 1. 2) 的 解 , 下 ;DCR" 一 ~ 
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DoCD 上 连续 可 微 , 且 满 足 条 件 : 

(1) PCxz) 一 区 CO) 1 < yx 一 7 YxyEDo. 

(2) | F(xo)-FCxz)| 委 7xoEDo. 

(3) 镍 FPC) 下 和 8. 

(4) 令 让 一 pjq 往 南 , 一 全 [1 一 VI 肌 ], 六 一 [1 十 

II 一 苞 ]. 
SCxt) 一 {xER| 1x 一 zx |‖ 扫 与) CD. 

则 牛顿 法 (9. 3. 2? 生 成 序列 {z4C5Coe" ), 且 收敛 到 方程 Cr)=0 
的 一 个 解 x… ,在 域 SCxo,z"… ) 门 D, 内 解 x" 是 惟一 的 ,其 误差 
估计 


1 一 了 下 到 人 = 01 
《9. 3. 10) 
注意 , 当 /< 卫 时 可 得 到 牛顿 法 二 阶 收 剑 的 结论 ,而 当 人 一 邯 
时 ,由 (9. 3. 10) 得 到 
lx 一 1 和 二， 


此 时 只 有 线性 收敛 ,关于 牛顿 法 的 半 局 部 收敛 性 较 重 要 的 还 有 如 
下 的 梅 索 夫 斯 基 定 理 ， 
定理 9.3.5 假定 下 : DCR*-~Rr" 在 凸 集 D,CD 上 下 -可 导 ， 
且 对 任何 xEDn。 有 | 下 (xz) | 委 8, 对 YYx,yED， 
1 Cz) 一 区 x1zxz 一 ?|， 


若 zEDu 使 人 下 (xzo)-:FCxo) 么 小 且 oa 一半 B79<1, 记 斩 本 


927a7: , 若 闭 球 S 一 S(Cm ,yo)CDo, 则 牛顿 法 (9. 3. 2) 生 成 的 序 
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列 {x}CS 并 收敛 于 方程 (9.1.2) 的 一 个 解 "ES. 此 外 
1 一 节 和 入 人 一 下 =1,2)， 
《9. 3.1L1) 
其 中 四 一 等 忆 Go) 入 ayG 一 几 ) 
牛顿 法 具有 收敛 快 的 优点 ,在 计算 时 每 一 步 计算 只 与 前 一 步 
有 关 , 误 差 不 传 播 ,是 自 校正 的 ,因此 ,在 理论 和 实际 应 用 上 都 是 一 
种 重要 方法 . 但 是 牛顿 法 对 初始 近似 xz 限制 较 大 ,只 有 xm 与 角 
zx 靠近 才能 保证 收敛. 另外 ,每 步 要 算 严 个 分 量 偏 导数 值 和 ， 个 


分 量 函 数值 ,还 要 解 一 个 线性 方程 组 , 故 工作 量 较 大 ,针对 这 些 缺 
点 牛顿 法 有 不 少 改进 的 算法 . 


9.3.3 离散 牛顿 法 与 修正 牛顿 法 


在 实际 使 用 牛顿 法 时 ,为 了 避免 计算 ECx) ,通常 可 用 差 商 代 
替 偏 导数 , 即 用 和 矩阵 J(x, 和 代替 正 (x). 


站 [Ai(x+ 忆 en) 一 oa0] … 闫 [Ci(z 十 he) 一 户 (CD] 
J(xrp) 一 各 攻 
十 [LPGz+ 和 ae) 一 访 (9] … 站 [fn(x 十 pneo) 一 户 G9] 
(9.3.12) 
这 里 大 一 ( 户 ?下 -7 本 为 第 ; 个 坐标 向 量 . 如 果 J(Cx,j) 一 存在 ， 
用 J(x: ,以 )-: 代 蔡 式 (9.3.2)? 的 严 (x) , 则 得 离散 牛顿 法 ， 
2itl 一 太一 J( 了 MD)-EFCx) (一 01，)， 
(9.3.13) 
其 中 { 入 } 为 预先 给 定 的 向 量 序列 , 若 取 
天 一 ( 亡 (xz) PCxzw 太 (zt))T 一 下 ( 雁 )， 
这 时 JCx 外) 一 JOxzt ECx)) ,将 它 代 入 式 (9. 3. 13) 则 得 
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2 一 一 Je)) ze) (一 0,1,…)， 
《9. 3. 14) 


此 即 牛 顿 -斯 蒂 芬 森 方 法 . 这 个 算法 同样 具有 平方 敛 速 , 每 步 计算 
(Cz 十 1) 个 下 (x) 函 数值 ,如 果 计 算 工作 量 克 以 每 步 计算 函数 值 的 
个 数 衡量 , 则 允 一 "十 1, 而 收敛 阶 一 2, 于 是 由 式 (9. 2.4)? 可 知 此 
算法 效率 


_ ln2 
ev 一 7 《9. 3. 15) 


在 牛顿 法 中 ,如 果 把 计算 下 ( 居 ) 与 计算 个 正 ( 姑 ) 等 同 , 则 其 
效率 也 为 ev. 程序 (9. 3. 14) 仅 把 计算 偏 导数 变 成 计算 函数 值 ,以 
便于 在 计算 机 上 使 用 ,其 余 的 效果 与 牛顿 法 相同 . 

为 了 减少 牛顿 法 的 计算 量 ,通常 可 用 简化 牛顿 法 , 即 

Xt 一 认 一 下 (xz)-FOr) (一 0,1,…). (9.3.16) 
这 种 方法 除开 始 计算 严 ( 凑 ) 一 外 ,以 后 每 步 只 计算 一 个 函数 值 ， 
减少 计算 量 , 但 这 个 程序 只 有 线性 敛 速 , 收 敛 慢 , 故 算法 (9. 3. 16) 
效率 仍 很 低 . 沙 曼 斯 基 (IUawackai) 把 步 简化 牛顿 法 组 成 一 步 
牛顿 法 ,得 到 下 列 程序 : 





(9. 3. 17) 


十 1 


Xe 一 ， 
| 一 一 下 (CeDFCxer )， 
Xt+tL 一 Xen， 
一 1 一 0,1， 

称 为 修正 牛顿 法 . 这 个 程序 由 关 计算 到 xx 入 :只 计算 一 次 下 (Cxrt)， 
相当 于 计算 ?个 五 值 , 求 一 次 杰 Cx) 一, 和 产 个 的 函数 值 , 总 共 
计算 函数 值 的 次 数 为 2 十 mm, 即 记 王 ?十 mm. 程序 (9. 3. 17) 生 成 的 序 
列 具 有 zm 十 1 阶 敛 速 , 即 户 一 m 十 1. 这 个 算法 的 效率 


nn 十 1) 
wm 办 十 到 “ 


当 mm 一 1 时 ,此 方法 即 是 牛顿 法 . ew 二 ev, 由 此 又 有 
"， 492 。 


eN 姑 十 防 1n2 


已 
-le 一 了 十 1 .nm 十 1 (mn 十 D，(9.3.18) 


当 mm2 时 显然 有 2 > 1, 这 说 明 算法 (9 3. 17) 的 效率 高 于 牛顿 


法 . 对 给 出 的 ,如 果 可 以 选 最 优 的 m, 使 式 (9. 3. 18) 取 最 大 值 , 则 
有 相应 的 结果 , 见 表 9.2. 


表 9.2 修正 牛顿 法 与 牛顿 法 的 效率 比 





和 迭代 法 (9. 3. 17) 比 牛顿 法 效率 高 ,又 包含 了 牛顿 法 ,因此 , 它 比 牛 
顿 法 更 有 效 ,是 一 个 可 供 实际 使 用 的 算法 . 计算 时 , 亚 ( 关 ) 也 可 用 
J(x, 下 ( 基 )) 代 替 . 


9.3.4 牛顿 下 山 法 


为 了 扩大 牛顿 法 的 收敛 范围 ,通常 可 构造 牛顿 下 山 程 序 
MXhtL 一 广 一 ab CD)-ICx) (一 0 1 )， 
(9.3.19) 
其 中 称 为 下 山 参 数 ,0 一 和 1, 可 选择 w 使 
IFCxtr) ‖ 到 省 FCeD) 1 (9. 3.20) 
成 立 . 由 于 牛顿 法 (9. 3. 2) 没 有 保证 下 山 条 件 (9. 3..20) 成 立 , 所 以 
引入 参 数 w 以 后 ,就 可 使 (9. 3. 20) 的 条 件 成 立 , 从 而 使 先 代 序列 
收敛 . 
定理 9.3.6 设 F: DCR" 一 R" 连 续 可 微 , | FCxz) | 过 7 在 
域 D,={xl | x 一 癌 外 委 opy}CD 上 严 (x) 可 道 , 且 
ix 入 8， 
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此 外 
lx) 一 下 人 (入 yx 一 ?省 ，Vx,yE Du。 


成 立 . 令 一 7 好 四则 当 p> 基 >1 时 方程 (9. 1. 1) 在 De 中 有 解 x 


存在 , 且 在 0 一 w 科 1 及 0 一 e 委 zwa 委 2 一 e 时 ,由 式 (9. 3. 19) 生 成 
的 序列 { 关 } 至 少 线性 收敛 于 x" . 

由 定理 可 知 , 当 给 定 阅 ED 后 ,每 步 和 迭代 总 可 找到 满足 定理 
要 求 的 参数 m< 挟 1, 使 迭代 法 (9. 3. 19) 收 剑 ,在 这 个 意义 下 牛顿 下 
山 法 是 大 范围 收 义 的 . 但 在 实际 计算 时 ,要 选择 满足 定理 条 件 的 
wx 仍 较 困难 ,因此 ,可 以 先 令 内 =1, 用 逐次 减 半 方 法 确定 w ,只 要 
检验 条 件 (9. 3. 20) 成 立即 可 . 这 样 做 当然 增加 了 计算 量 ,但 却 减少 
了 对 初始 近似 产 的 限制 .实际 计算 时 还 可 用 J( 关 ,( 闪 )) 一 代替 
FF ( 愉 ) ,从 而 使 式 (9. 3. 19) 改 为 

一 一 (CCxzt)) 一 Cr (一 0,1，…) 
(9. 3. 21) 


9.4 布朗 方法 与 布 兰 特 方法 


9.4.1 布朗 方法 


在 牛顿 法 (9. 3. 2) 中 ,把 非 线性 映射 下 作为 一 个 整体 逐次 线 
性 化 ,然后 求解 牛顿 方程 组 (9. 3. 1) 得 到 Ax. 这 种 方法 便于 进行 
理论 分 析 , 又 能 简化 迭代 格式 表示 ,但 未 充分 利用 函数 正 的 具体 
结构 . 当 各 分 量 函 数 户 (i=1,2,…,m) 非 线性 程度 分 布 不 均 时 ,把 
所 有 分 量 作为 一 个 整体 考虑 显然 对 计算 效率 的 提高 是 不 利 的 ,为 
此 ,有 必要 按 分 量 方程 广 (z) 王 0(i 王 1,2,…，,2) 逐 个 加 以 考虑 . 布 
朗 (Brown) 正 是 基于 这 种 考虑 ,于 1966 年 首先 提出 了 对 牛顿 法 的 
改进 ,布朗 算法 的 基本 思想 是 对 正 各 个 分 量 太 , 逐个 线性 化 ,并 用 
其 中 每 一 个 线性 方程 消去 余下 那些 非 线 性 方程 的 一 个 变量 ,得 到 
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一 个 上 三 角形 的 线性 方程 组 ,再 逐个 回 代 求 得 新 近似 基 +1 的 各 分 
量 . 这 样 做 减少 了 计算 下 函数 值 的 个 数 ,又 具有 平方 剑 速 ,从 而 提 
高 了 效率 . 布朗 方法 很 大 程度 依赖 于 正和 x 的 分 量 顺 序 , 为 了 方 
便 ,叙述 是 以 原 分 量 次 序 硕 序 进行 ,但 使 用 时 则 应 按 一 定 原则 排列 
次 序 . 设 方程 (9. 1.2) 的 次 近似 解 为 不 一 (过 于 和 ，, 雁 )， 由 下 
计算 xi+: 的 步骤 如 下 : 

第 1 步 : 对 方程 F(z)=0 的 第 一 个 方程 户 (z) 王 0 用 线性 
方程 


户 (Cx) 十 和 ab -起 ) 一 0 (9.4.1) 
近似 代替 ,其 中 人 
妃 一 方 [A (十 iei) 一 广 Cx)] 
~ 号 村 可 
这 里 实际 上 是 用 广 (z) 在 点 的 一 阶 秦 甚 近似 逼近 访 (x) ,但 为 
了 如 免 计算 偏 导数 ?有 5 而 用 差 商 代替 . 假定 Ah 和 0, 且 在 
At G=1,2，… ,由 中 绝对 值 最 大 ， 则 由 方程 (9. 4.1) 可 求 得 
一 才 一 (AND-CPCxo 十 
将 一 动 ] 一 三 ( 人 am， (区 4 和 2 


在 实际 计算 时 ,应 选 Av 中 绝对 值 最 大 者 , 求 出 志 i，* 即 选 主 元 . 
第 2 步 : 将 式 (9. 4. 2) 的 zi 代 人 方程 (9. 1. 1) 其 余 各 方程 ， 
并 记 
Ba (Za ya To) 一 (Li(zayzsyoyZn)Z2y73y 9Zn]， 
四 一 户 (有 区 一 工人 (TD 
用 与 第 1 步 同 样 的 方法 ,对 gz(zzyzi，…zo) 用 闪 处 一 阶 泰勒 近 
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似 ,并 解 出 zs* ,得 到 
了 2 生 好 人 (A5 和 7) 一 [和 十 Ari 一 地 )] = 工 : (zs 4 Ta 
其 中 
镶 = 直 [Ba( 故 , 允 ,对 十 必 ie 下 ) 一 克 ] G = 2,3， 
第 i 步 : 将 z 王 Li(Czzyzs 和 yz) 一 LICZZH+ 
zz) 代 人 其 余 一 古 1 个 方程 , 记 
Bi(CZiyTHoeyTe) 一 万 ( 上 9 工 -iyTiy…yZne)， 
其 中 工 ; 是 由 i 一 1 列 三 角 线 性 方程 组 回 代 得 到 ,所 有 二; 都 要 用 
Ziy…yzw 表示 ,用 与 前 面 步骤 相同 的 过 程 可 求 得 
Zi 一 了 一 (个 ) 一 [& 十 wzr 一 地) ] 
一 工 (Zirt 和 yn)， (9.4.3) 
其 中 
5 一 贞 [gi( 二 
je zt 一 8 (人 一 区 20)。(9.4.4) 
这 样 每 步 消 去 一 个 变量 . 
第 严 步 : 由 公式 (9.4.3), 当 ;从 1 到 二 时 有 
Ba(Za) 一 万 (了 了 9yZe)， 
其 中 Li(i=1, ,2 一 1) 都 是 nm 的 函数 ,由 此 求 出 
2 一 如 一 全 8 一 荆 
把 它 作 为 * "的 第 ) 个 分 量 z* 的 第 & 十 1 次 近似 , 记 作 闷 +, 即 
2 一 太一 (4 ) 18 
其 中 Aw 是 g,(z,) 在 点 玫 处 的 导数 近似 , 将 它 代 人 式 (9.4.3), 这 


就 是 “ 回 代 过 程 ”, 可 逐步 得 到 
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一 Di 和 zt) 全 一 屿 一 1 2,1)，、 (9.4.5) 
按 以 上 步骤 从 二 开始 反复 迭代 ,直到 x” 满足 精度 要 求 为 止 . 


考虑 到 步 长 与 函数 值 . 变 量 值 及 机 器 字 长 等 的 关系 ,对 第 守 个 分 量 
函数 g,, 访 按 如 下 规定 选取 : 


外 一 maxfaoy 5X10p2》 (一 1,2，2)， 
而 
叶 一 min{max(| 2 | ，| 时 | …，| 8 上 0.01r | 1) 
其 中 8 为 机 器 的 有 效 数位 (十 进 制 ). 


根据 以 上 算法 可 知 ,布朗 算法 每 迭代 一 步 所 需 计 算 函 数值 个 
数 是 : i 王 1 时 要 算 户 的 z 十 1 个 值 ,i 一 2 时 要 算 户 的 盖 个 值 ,以 
此 类 推 ,由 六 到 x 导 :和 迭代 一 步 需要 计算 


3 = 于 二 3 


个 分 量 函 数值 ,相当 于 2 于 3 个 玉 值 , 比 牛 顿 法 减少 将 近 一 半 计 算 
量 . 布朗 算法 生成 的 序列 {z } 是 平方 收 伊 的 , 它 的 效率 


_ 2ln2 
ea 一 一 


1 8 十 3 
因为 布朗 方法 每 次 只 对 一 个 分 量 方程 户 =0 进行 运算 ,所 以 
就 存在 一 个 最 优 次 序 问题 ,使 用 时 应 先 把 线性 方程 排 在 前 面 ,然后 
按 非 线性 程度 由 低 次 到 高 次 排列 ,这 也 是 布朗 算法 的 一 个 优点 . 
例 9.4.1 设 非 线 性 方程 组 为 
z 十 好 一 zs 一 2 一 0， 
| 十 5zs 十 1 一 0， 
zlizs 一 2zl 十 1 一 0. 
用 布朗 方法 求 如 一 (一 2,0,2) 附 近 的 根 ， 
解 ” 先 将 给 定 方程 组 按 线性 情况 排列 , 令 
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JP(z) 一 Tizs 一 2z 十 1 一 0， 
JiCz) 一 太 十 好 一 zs 一 2 一 0. 
因 六 已 是 线性 , 按 主 元 消去 zz , 则 得 
2 一 一 于 (zi 十 1) 一 Li(zzs)， 
代 人 万, 户 ,对 户 用 线性 函数 近似 , 即 用 
4Cx) 一 有 天 十 ( 奢 一 2)(z 一 夺 ) 十 zf(zs 一 故 ) 一 0 
近似 户 (z) 一 0, 解 出 
一 一 二 [过 一 2) 记 后 全 三 27。 
1 
将 它 代 入 户 ,得 
而 全 1 芋 帮 十 贡 (z 平 区 汪 


|e=se-2mt 


佑 一 直 [( 过 三 约 而 考 0 六 2， 
1 
对 gs:(zli) 一 0 用 一 步 牛 顿 法 ,得 . 
2 十 工 丰 理 
ie 十 盐 ( 才 十 1 人 才 二 [(z 2) 志 十 本 2 
跨 才 十 过 十 天 地 
251“ 天 二 本 
有 一 0,1， (9.4.6) 
将 得 到 的 码 +: 进行 回 代 ,得 到 


ht 一 一 言 Czf 十 1)， 


有 一 01 【〔《9:4.7) 


1 一夫 一 广 [( 志 一 2)zf+ 十 1， 
用 式 (9. 4. 6) 和 式 (9.4.7) 的 和 迭代 过 程 ,从 xe 出 发 可 得 到 下 列 计 算 
结果 : 
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一 2.000000 0. 000000 





2. 000000 














一 2. 112747 0. 222549 2. 500000 
一 2. 103978 0. 220796 2.475393 
一 2. 103937 0. 220787 2. 475299 





| 人 





一 2. 103937 0.220787 2.475299 








在 例 9. 4. 1 中 ,av 均 用 偏 导数 3 天 ,而 不 用 差 商 近似 ,但 在 计 
算 机 上 为 避免 计算 偏 导数 ,通常 采用 差 商 近似 Ay， 
9.4.2 布 兰 特 方法 


布 兰 特 (Brent) 于 1973 年 在 布朗 方法 基础 上 使 用 沙 昌 斯 基 技 
巧 , 即 在 由 内 计算 x+: 时 ,用 了 mm 步 布 朗 方法 , 且 每 步 用 的 人 不 
变 . 这 时 ,计算 回 代 过 程 的 公式 可 表示 为 


克 册 ! 一 砂 : 一 (全 ) [gs(zte0) 十 六 ac - 一 砂 O] 


et 一 Tt 一 (A5 -1! (9. 4.8) 


- 1， 一 01 一 1， 
其 中 xt9 一 驻 ，xe" 一 以 + 人 由 式 (9.4.4) 表 示 . 这 就 是 布 兰 特 方 
法 的 基本 思想 . 这 时 由 六 计算 x*tf: 的 工作 量 比 一 步 布 朗 法 大 ,多 


算 了 (mm 一 1) 个 函数 值 , 故 总 工作 量 为 由 一 “2 十 mm 一 1 一 





?二 2 十 1 次 函数 值 


然而 ， 布 兰 特 方法 在 具体 实现 时 并 不 采用 布朗 方法 的 消去 与 
回 代 算法 ,而 使 用 一 种 基于 正 交 变 换 的 方法 , 即 假定 上 次 迭代 后 ， 
已 有 xz*-* 的 有 次 近似 x: 及 一 个 正 交 和 矩阵 2 和 一 个 步 长 各 之 0( 初 
始 如 加 二 0, 给 定 Qu, 一 姜 , 则 布 兰 特 方法 生成 Urly 及 CH 
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的 计算 步骤 如 下 : 
1. 令 Q 一 CQ, 六 妆 ”一 大 
2. 对 1 一 1,2,… 光 做 步骤 3 一 5 
3. 计算 
0 


1 0 


OO 十 和 Quei) 一 大 Co) 


万 ( 只 和 妆 十 Does) 一 万 ( 了 7) 
4.。 令 mi 一 士 直 人 | , 找 一 个 正 交 和 矩阵 了 nu , 形 如 





使 1U75a 一 0ujei ,这 里 Du 取 为 初等 反射 阵 , 于 是 5 可 表示 为 
Un 一 旦 一 2wim)， 


其 中 Wi 和 R" ,具有 形式 


WwW 一 (0 OoijyyTam)， 
且 ww 一 1. 
5. 计算 
QH 本 Qu 
及 
ji 
pt10 一 Who 一 (2 )own 6 


6. 对 1 一 1 令 关 一 着 对 71… 和 计算 


| 《 4 人) 
人 (2 一 小 )ouesnei 


7 令 t+l 一 ye+iny 计 算 下 (xi+l), 若 外 严 Cxr+) ‖ 坟 e 或 
中 基 半 一 估 下 入 s 共生 人 (其 中 eve: 为 给 定 精度 要 求 ), 则 置 x" 一 
玉 ,打印 x 后 结束 ; 否则 人 十 1 一 zt 六 O 一 QI 一 和 
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此 即 为 牛顿 方程 组 .对 有 的 问题 (如 大 型 , 稀 朴 方程 ) 用 迭代 法 求解 
方程 组 (9. 5. 1) 比 直接 法 更 方便 . 如 用 和 迭代 法 解 , 则 在 牛顿 法 每 步 
中 又 生成 一 个 解 线性 方程 组 的 迭代 序列 {xtv ,j 一 0,1,…}, 这 就 形 
成 一 个 双 层 迭代 ,其 中 & 一 0,1,… 表 示 牛 顿 欠 代 , 对 每 个 上 又 有 
j 一 0,1,… 表 示 的 线性 方程 组 迭代 做 辅助 迭代 . 从 理论 上 说 ,一 切 
求解 线性 方程 组 的 选 代 法 都 可 用 于 求 方程 (9. 5. 1) 的 解 ,其 中 ,用 
SOR 和 迭代 求解 牛顿 方程 组 被 称 为 牛顿 -SOR 和 迭代 , 简 记 
N-SOR 和 迭代. 

此 外 ,把 解 线性 方程 组 的 SOR 选 代 直 接 用 于 非 线性 方程 组 
(9.1. 2) ,在 每 松弛 步 中 解 一 个 单 变 量 非 线性 方程 ,如 用 牛顿 法 求 
此 方程 的 解 , 则 可 得 到 一 种 以 SOR 为 主 、 以 牛顿 法 为 辅助 迭代 的 
SOR- 牛 顿 迭 代 法 . 


9.5.1 牛顿 -SOR 和 迭代 法 


车 记 4 一 下 (天 ) ,天 一 下 ( 共 ) 闻 一 下 (x)， 则 方程 (9. 5. 1) 可 改 
写成 
Aixttl 一 有 (一 0,1,…). 《9. 5.2) 
将 4 分 裂 为 4 一 及 一 Cx ,其 中 吾 : 非 奇 , 且 妥 容易 计算 . 例如 且 ， 
为 对 角 阵 、 下 三 角 阵 时 ,可 构造 迭代 法 : 
1 一 BrICuxt 十 再 5 (7 一 0,1,…). 
记 下 一 BCk, 则 上 式 可 写成 
HH1 二 了 Txt 十 吾 : 矿 ， (7 姜 0,1,…). 
若 limx… 存 在 ,在 迭代 产 次 后 ,如 果 
产 AOAS 全 二 
则 有 万 ”xz ,这 里 共 +1 表 示 方 程 (9. 5. 2) 的 精确 解 . 如 果 直接 取 
2 一 一 有 et 十 Bei 
一 有 (CHixrei 十 有 8515) 十 盏 51Dx 
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At 一 


| (ztti)/o， 当 太 (zt) 尖 0， 
el 站 ， 当 户 (zt+) 一 0， 
hi 一 ji， 转 步骤 1. 

定理 9.4.2 假定 e>0,x>1,S={xER"| | x 一 x* | 一 3e}， 
下 ; S->R" 是 F- 可 微 的 , 且 FPCxr'" ) 一 0. 若 玉 (x' ) 非 奇异 ,jh 一 e 且 
| xz 一 x ”下 <e, 当 E 充 分 小 ;由布 兰 特 方法 生成 的 序列 {x) 收敛 
于 x", 且 收敛 阶 至 少 为 普 十 1. 

根据 式 (9. 2. 4) , 布 兰 特 方法 的 效率 
2ln(m 十 1) 





e( 卫 。) 一 号 2 (9.4.9) 
当 罗 一 ] 时 ， 人 
e(Bi:) 一 eB 一 人 


在 式 (9.4.9) 中 当 给 定时 ,可 求 出 最 优 的 mm, 记 作 普 , 即 e(Bas ) 一 
maxe(B。)，,mm 值 见 表 9. 3. 


甫 9.3 布朗 法 与 布 兰 特 法 的 效率 比 












[ss5|s|1aala 
十 罗 | 2 | 

CAN EEEEIEKIEOESIE3ESECZ 

ETEEEOEIEOEIEIONEIGIIE 


布 兰 特 方法 取 最 优 mm 值 时 效率 最 高 ,因此 ,目前 不 少 计算 机 
的 数学 库 中 都 有 用 布 兰 特 方法 编制 的 软件 . 


9.5 牛顿 松弛 型 迭代 法 





在 牛顿 法 中 ,每 步 和 迭代 都 要 解 一 个 线性 方程 组 
下 (KJAx 一 一 下 ( 礁 ) (二 0, 1)， (9.5.1) 
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(Newton-Seidel) 和 迭代 法 .在 N-SOR 和 迭代 式 (9. 5. 6) 中 ,松弛 因子 
wx 及 和 迭代 次 数 户 如 何 取 , 对 收敛 速度 及 计算 效率 均 有 较 大 影响 ， 
从 计算 效率 考虑 要 求 选 最 佳 松弛 因子 mw ,使 N-SOR 和 迭代 式 (9. 5.6) 生 
成 的 和 欠 代 序列 {x) 收 敛 最 快 . 它 与 每 个 迭代 步 矩 阵 天 (xz) 的 特征 
值 有 关 , 计 算 很 困难 ,所 以 通常 取 一 ow, 解 法 与 解 线性 方程 组 
SOR 法 相同 . 当 0 一 o<<2 时 ,和 迭代 收敛, 和 迭代 次 数 六 可 选 为 因 一 
mm, 因 一 A 十 1 或 产 王 2 等 ,也 可 根据 | zx 一 关 2 入 es 来 控制 . 
车 取 六 =1, 则 式 (9. 5.6) 可 改写 成 

Xt+tl 一 太一 ou( 有 一 asLeD)-LFCO) (ER 一 0,1,…)，(9.5.7) 


称 为 一 步 N-SOR 和 迭代 , 它 具 有 计算 简单 `. 计 算 量 小 的 特点 ,但 它 
只 有 线性 敛 速 . 总 的 说 ,N-SOR 迭 代 (9. 5. 6) 在 当 内 = 反 wo 且 疡 一 
时 ,都 只 有 线性 敛 速 ,只 有 当 产 依赖 & 序 列 { 太 } 时 才 可 能 具有 超 
线性 剑 速 . 


9.5.2 非 线性 松弛 迁 代 法 


把 解 线性 方程 组 的 高 斯 - 塞 德尔 (Gauss-Seidel) 和 迭代 法 的 思想 
直接 用 于 解 非 线性 方程 组 (9. 1. 1) ,就 可 得 到 非 线性 松弛 和 迭代 法 . 
设 瑟 =( 太 zt)7 是 方程 (9.1.1) 的 大 次 近似 解 , 则 求 e+: 的 第 
1 个 分 量 z 条 : ,可 由 下 一 0 的 第 ;个 分 量 方程 

太 Cz5ya 后 0 人 一 1 
(9.5.8) 
的 解 zx; 得 到 . 由 六 计算 x 导 :的 具体 过 程 如 下 ， 

当 ;i 一 1 时 ,由 万 (zy 开 ，…， 妈 ) 一 0 解 出 z, 记 作 站 + 当 
i 一 2 时 ,由 户 (z 和 za) 一 0 解 出 六 , 记 作 到 + 一 般 情 
况 下 ,由 方程 (9. 5. 8) 解 出 zx; 记 作 好 +1. 由 于 每 个 分 量 方程 为 单 
变量 非 线性 方程 ,所 以 , 若 用 牛顿 法 求解 ,就 得 到 高 斯 - 塞 德尔 - 
牛顿 迭代 . 在 求 出 方程 (9. 5.8) 的 解 zx; 后 ,引信 松弛 参数 ww 二 0， 
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一 玉 zt 十 (下 人 十 十 下 十 站 Br5， (9.5.3) 
注意 到 
Br4: 一 Br (B, 一 C) 一 工 一 也 ， 
(Bt 十 …… 十 下 十 DG 一 本) 一 工 一 了， 
取 zx" 一 #, 由 式 (9.5.3) 可 得 
xl 一 叉 一 (一 Hi)xt 十 
(于 和 十 …… 十 球 十 下 BrzCANs 一 下 (xze)) 
一 划一 (有 十 …… 十 下 十 DBmCx) (一 0,1,…)， 
(9.5.4) 
这 就 是 非 线性 一 一 线性 迭代 法 的 一 般 格 式 . 若 将 4 分裂 为 
4 一 有 一 瑟 一 局 
其 中 Di 一 严 , 一 Uk 分 别 为 4 的 对 角 阵 .严格 下 三 角 阵 与 严格 上 
三 角 阵 ,并 取 甩 一 Di,C: 一 工 :十 Us 当 B 非 奇 异 时 , 则 
再 王 DPC 十 Us). 
代 人 式 (9. 5.4) ,得 牛顿 - 雅 可 比 (Newton-Jacobi) 选 代 : 
xitl 一 允 一 (了 十 … 十 DDPECOL) (一 0,1,…). 
(9.5.5) 
如 果 引 入 松弛 因子 过 0, 并 取 


B, = 工 (D, 一 oLD,Cc, = 虐 [(L 一 opD, 二 wUi]， 
《0U CO 


下 一 有 (wo) 一 BC 一 (D: 一 oo 一 oo)D 十 osDO， 
代 人 式 (9.5.4), 则 得 
it 一 丰 一 [BCow) 十 … 十 
于 (os) 十 下 (Di 一 oa 一 Fr) 
(& 一 0,1，…). (9.5.6) 
这 种 方法 称 为 牛顿 -SOR 和 迭代 法 . 当 w=1 时 就 是 牛顿 - 塞 德尔 
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并 令 
zi 一 夏 十 ws(zi 一 2) 《〈i 一 1 和 20) (9.5.9) 
则 称 此 和 迭代 过 程 为 非 线性 SOR 和 迭代 . 若 求 非 线 性 方程 (9. 5. 8) 使 
用 牛顿 法 , 则 称 此 迭代 为 SOR- 牛 顿 法 . 它 是 双 层 迭代 , 主 和 迭 代为 
SOR 法 ,内 层 迭 代用 牛顿 法 求 x 个 单 变量 的 非 线性 方程 . 若 用 m 
步 牛顿 法 , 则 得 m 步 SOR- 牛 顿 选 代 . 当 m=1 时 ,可 得 一 步 SOR- 
牛顿 欠 代 
了 全 
DCztt 0 ZE 浊 
i 一 1 2 大 一 0 1 (9.5.10) 
为 了 不 计算 偏 导 数 , 求 单 变量 非 线性 方程 解 可 用 式 (5. 5. 3) 或 
式 (5. 5.2) 的 方法 ,从 而 得 到 SOR- 斯 蒂 芬 森 算法 : 


k+1 -大 
Ti 一 ii 一 (0 


Tt 一 寻 一 ok SO 
万 (z 和 二 
人 一 1 2 一 0,1,…)， (9.5.11) 
其 中 
片 一 万 (zt (一 1 2) 
(9. 5. 12) 
以 及 SOR- 割 线 法 : 
一 (2 一 2 天 
天 一 所 (z 1 
(一 1,2,……m5 一 1 2,…)， 《9. 5.13) 
其 中 卢 仍 由 式 (9. 5. 12) 表 示 . 


这 些 算 法 和 迭代 一 次 只 需 计 算 2” 个 分 量 函 数值 ,相当 于 计算 两 
个 王 值 ,并 且 不 用 解 线性 方程 组 ,计算 量 小 ,适合 于 求解 大 型 稀 政 
的 非 线 性 方程 组 , 且 便 于 做 并 行 计算 . 缺点 是 此 方法 只 是 线性 收 
敛 ,效率 较 低 . 
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9.6 割 线 法 . 


不 用 计算 导数 的 离散 牛顿 法 实际 上 是 一 种 割 线 法 . 对 单个 方 
程 , 割 线 法 优 于 牛顿 法 ,但 对 方程 组 , 割 线 法 每 步 计算 量 与 牛顿 法 
相当 ,因此 效率 并 不 比 牛顿 法 优 . 单个 方程 的 割 线 法 是 通过 对 函数 
?= 一 (z) 的 线性 插值 导出 的 , 即 用 曲线 > 王 A(z) 上 两 点 连 线 的 割 
线 近似 曲线 求 割 线 与 > 轴 交 点 得 到 . 对 于 ” 维 情 形 ,就 是 对 空间 
R“ 中 的 半 个 “分 量 超 曲面 ?> 一 广 (xz)(i 一 1,…，,z)， 用 六 附近 的 
?2 十 1 个 点 如 "0 一 0,1,…,m) 形 成 的 个 “ 超 割 平面 ?近似 代替 ,也 
就 是 用 这 ”十 1 个 点 作为 揪 值 节点 构造 一 个 仿 射 映射 
工 (Y) 一 Air 十 及 ， (9.6. 1) 
其 中 必 (z) 一 (CCz)，t(z))T,AGERon 和 ER 使 
xi ) 一 万 (On) GE 一 1 一 0,1， 和 wm). 
. (9.6.2) 
然后 用 线性 方程 组 蕊 (zx) 王 0 的 解 六 + 近似 非 线性 方程 组 下 Cx) 一 
0 的 解 x" ,显然 ,必须 选取 这 z 十 1 个 点 内 5 G 一 0,1,…，,m) 以 保证 
矩阵 4 非 奇 异 . 从 几何 观点 来 说 ,就 是 要 求 这 ”十 1 个 点 能 张 成 空 
间 及 "，, 即 郊 个 向 量 x4 一 凡 " (1 王 1,… 和 2) 必须 线 性 无 关 , 这 时 , 称 
这 ”十 1 个 点 处 于 一 般 位 置 . 
定理 9.6.1 设 给 定 zi ER"(GJ 一 0,1.…,m) 及 下 :DCR"-= 
R", 则 当 且 仅 当 {xe} 处 于 一 般 位 置 上 时 ,存在 惟一 的 仿 射 映射 
(9.6.1) 使 它 满足 条 件 (9. 6. 2). 此 外 , 当 且 仅 当 {F(xt;)) 处 于 一 
般 位 置 上 时 ,矩阵 4, 才 非 奇异 . 
根据 这 个 定理 ,可 以 构造 求 方程 (9. 1. 1) 的 一 般 割 线 法 . 设 
xz 及 下 (xi )(1 一 0,1, 2) 都 处 于 一 般 位 置 上 , 若 已 知 好 为 方 
程 (9.1.1) 的 次 近似 , 取 六 "一 太 , 由 条 件 (9. 6.2) 有 
ttt 十 有 一 严 ( 太 )， 
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Atx 忆 十 及 一 下 COxt) (一 1 2 0)， 
两 式 相 减 ,得 
(一 如 ) 一 下 (xz) 一 下 (rt)， 
ee JJ 一 1,…，m (9.6.3) 
记 为 
下 一 (一 如 2 一 姑 一 
和 Peereo-reor (9.6.4) 
下 (xe”) 一 下 (xxt))。 
由 于 (xx 在 一 般 位 置 上 , 故 球 , 非 奇 异 . 由 式 (9. 6.3) 可 得 
4 一生，4 一 了 HDL 《9.6.5) 
由 于 {F(Cxe2)} 在 一 般 位 置 上 , 故 也 非 奇异 ,4 非 奇 异 , 且 
4 一 Brzr， 
于 是 方程 (9. 6.1) 有 解 . 
it 一 让 一 4D 玉 (zt) 或 2 一 太一 百 JrFCxe)， 
5 一 0,1,… (9. 6.6) 
这 就 是 求 非 线性 方程 组 的 一 般 割 线 法 . 割 线 法 的 计算 量 在 很 大 程 
度 上 依赖 于 播 值 点 的 选取 , 选 得 适当 可 减少 计算 量 并 保证 算法 有 
较 高 收敛 速度 . 
由 式 (9.6.4) 中 下 的 定义 ,可 得 
Xt7 一 队 十 Elej (一 1 72)， (9.6.7) 
其 中 ej 是 第 ) 个 单位 坐标 向 量 . 若 反 过 来 考虑 , 任 给 一 个 非 奇 异 
抑 阵 再 ER", 则 由 式 (9. 6.7) 可 确定 对 个 点 ,这 浆 个 点 连同 并 
组 成 一 组 插值 点 .显然 ,它们 处 于 一 般 位 置 上 ,因此 ,给 定 的 非 奇异 
和 矩阵 焉 ,等 价 于 给 定 一 组 处 于 一 般 位置 上 的 插值 点 ,这 样 就 可 从 
构造 联 阵 出 发 ,形成 各 种 割 线 法 . 
设 给 定 x 和 非 奇 异 矩 阵 百 ER”", 令 
”4Cr, 开 ) 一 TH ， 
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其 中 

下 一 (F(z 十 Be) 一 Fr)， ,FECr 十 He) 一 FCr))， 
则 得 割 线 法 一 般 形 式 为 

xl 一 巡 一 ACrt 于)-FOr) (一 0,1,…).， (9.6.8) 
如 取 

于 一 diag( 所 ,外 由) 〈 外 天 0 一 11)， 
则 
和 一 [PFCxt 十 于 ai) 一 下 (不 ) ,下 Cxe 十 jsev) 一 下 (x)]， 


ACxt 有 ) 一 有 Bi 一 (二 [PFC 十 内 ea) 一 下 (xzt)]，…， 
各 


记 LEFCxe 十 ie,) 一 PCx)]). (9.6.9) 


上 式 确 定 的 4( 邓 ,BO) 正 是 正 (x) 的 雅 可 比 阵 F (xz) 的 离散 形式 ， 
由 此 得 到 的 割 线 法 就 是 离散 牛顿 法 (9. 3. 13). 当心 一 方 ( 基 ) 时 , 即 
是 式 (9. 3. 14) 的 牛顿 -斯 带 芬 森 程 序 . 

若 取 由 一 zi: 一 丰 (j 王 1,2,…,m), 即 插值 点 只 与 凡 :及 丰 
有 关 , 则 此 时 


ACx ,BT ) = 人 1 


2 一 对 


[FF( 共 十 (zf 一 zel) 一 下 ( 太 )]，…， 








二 二 [FPCe 十 (z 一 地 )e) 一 FPC]). 
(9.6.10) 
对 应 的 割 线 法 (9. 6.8) 就 称 为 两 点 证 线 法 . 它 只 要 给 定 两 上 初 


始 近 似 癌 及 关 , 即 可 按 式 (3. 6. 8) 及 式 (9. 6. 10) 的 格式 进行 迭 


” 代 . 若 取 
有 
2 上 用 0 册 
于 一 《由 e， > 必 e > jiei) 一 。| ， 
11 i=1 六 : 
名 


*。 508 。 


其 中 内 一 z 生 一世, 则 


有 一 [Fe 二 时 ea) 一 Foe) FE( 二 十 科 Nie) 一 PCe)] . 
若 引 进 矩 阵 


则 
EBP 一 diag( 夺 ，…yA)， 


2 
PP 一 | FCe 十 必 e) 一 FPCm)sF( 坟 十 iies) 一 
im 


下 (x 十 岂 e) (re 十 放 ie 一 FE(x: 十 症 ie) 
1 一 】 im1 
于 是 
4( 太 , 环 ) 一 和 HB 一 (TP)COBP) 


一 [ 记 GFGe 十 是 e) 一 Foe)2， 下 (F( 愉 十 


ie ) 一 F( 坟 十 me) )]， .6 
这 样 得 到 的 割 线 法 (9.6.8) 与 式 (9.6. 11) 是 另 一 种 形式 的 两 点 割 
线 法 , 它 每 步 也 要 算 个 函数 值 ( 即 到 个 分 量 函 数值 ). 对 一 点 割 
线 法 即 离散 牛顿 法 ,适当 选取 凡人 一 1,…,m) ,生成 的 序列 { 世 )} 可 
达到 平方 敛 速 . 对 两 点 割 线 法 则 有 以 下 收敛 定理 . 
定理 9.6.2 假定 下 ,DCR"->R" 在 x' 的 开 邻 域 S\=SCxr' ， 
加)CD 连续 可 导 , ECxr" ) 一 0, 且 严 (x” ) 非 奇异 , 则 存在 球 S 一 
SCr' ,6)CSu, 使 对 任何 xzES, 由 两 点 割 线 法 生成 的 迭代 序列 
] 。509 ， 


{ 太 }CS, 且 超 线性 收敛 于 x" . 如 果 存 在 yx 盖 0, 使 
ICxz) 一 下 (1 委 ylx 一 ?省 ，YxyEsS。 
_1+V5 
成 立 , 则 此 序列 {z } 的 收敛 阶 加 之 m 一 一 ?一 1.618, 这 里 n 是 
方程 二 一 上 一 1=0 的 惟一 正 根 . 
由 此 可 知 , 两 点 割 线 法 的 效率 


e(Si ) 一 inf(1 翅 点 ). 





当 ”>3 时 ， 
ln2 
歼 十 


这 里 e(N ) 是 牛顿 法 效率 . 为 提高 两 点 割 线 法 效率 ,可 对 它 使 用 沙 
曼 斯 基 技巧 ,这 就 是 布 兰 特 方 法 的 另 一 种 算法 . 只 要 由 z 及 六 
确定 一 个 非 奇 阵 责 : ,就 可 得 到 两 点 割 线 法 . 现 要 求 丽 , 为 正 交 阵 ， 
取 焉 一 AQ ,其 中 心 是 由 向 量 六 -一 六 找到 的 一 个 镜像 变换 阵 ,使 
太一 入 二 ADOiei， 

其 中 心 = ‖ xz 一 邓 铬 .这 是 容易 做 到 的 ,事实 上 ,对 任意 向 量 
xER". 记 co= 土 | xl , 设 * 尖 一 oel, 则 必 存 在 一 个 镜像 变换 阵 吕 ， 
使 Ux 一 一 oe,. 可 以 证 明 


e(S) 一 e(CNi) 一 








HKTI 
0 
其 中 wk 一 x 十 oei. 
根据 这 一 性 质 , 由 六 :一 太 可 求 得 
入 一 了 一 2 LA 


ul” 
其 中 下 一 蕉 1 一 矿 士 Auei, 当 5 有 三 攻 y 汉 1 时 到“ 十 ”号 . 否则 取 
“一 ”号 ,于 是 可 得 下 列 算法 . 
算法 9.6.3 给 定 正 ; DCR"-R" 及 两 个 不 同 初 始 近 似 x?， 
。510 。 





吕 ED, 以 及 加 过 1, 然 后 按 下 列 步骤 求解 
(1) 确定 正 交 矩阵 Q, ,使 
寻 一 太 十 hiOke: (Au 一 中 如 一 和 让 2 ). 
(2) 计算 矩阵 


= 于 [FCe 十 AQue) 一 
业 


下 ( 太 ) ,下 ( 太 十 和 Qiet) 一 下 (不 )]. 
(注意 : 这 里 五 ( 丸 ) 一 下 ( 太 十 juOie， ) 已 知 , 故 可 节省 计算 下 值 
一 次 . ) 
(3) 以 4 一 PiO, 进行 ee 次 迁 代 计算 , 即 令 只 "一 兰 并 计算 
pt ci 1 一 4PFFCID) (7 一 1 大) 

(4) 置 zt 一 只 oz 一 go 车 天: 满足 精度 要 求 , 则 置 
zx 一 彤 1, 并 停止 迭代 ,否则 执行 步骤 (5). 

(5) 置 上 一 上 十 1, 转 步骤 (1). 

以 上 算法 称 为 布 兰 特 的 Su 算法 . 当 加 =1 即 为 两 点 割 线 法 
(9.6.8) 与 (9.6. 10). Su 算法 每 迭代 一 步 需 计算 十 如一 1 次 函 
数值 . 

在 定理 9. 6. 2 的 条 件 下 ,Su 算法 生成 的 序列 { 忆 } 收 敛 于 x" ， 
其 收敛 阶 至 少 为 


六 () 一 心 十 Vi 十 4 
了 


由 以 上 结果 可 知 ,Su 算 法 的 效率 为 


ET ljnz(C&o) 
esSe ) 一 有 十 姑 oo 一】 
对 固定 的 *, 可 求 最 优 的 琅 ,使 
lnp(CRo) 
e(Su ) 一 5 


CS) 
下 表 列 出 某 些 固定 "时 ,及 效率 比 “3 的 人 
。511。 
















5 20 50 100 1000 
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e(Suo )Me(Ni) |1.29 1.39 1.58 1.96 2.44 3.21 3.87 6.39 





9.7 拟 牛 顿 法 


9.7.1 拟 牛 顿 法 的 基本 思想 


和 牛顿 法 .离散 牛顿 法 及 割 线 法 都 可 表示 为 
at 一 玉 一 AREOx) (一 0,1,…)， (9.7.1) 
它们 的 计算 量 较 大 ,这 使 得 如 何 减 少 计算 量 并 保持 较 高 的 收敛 速 
度 成 为 求解 非 线性 方程 组 一 个 十 分 重要 的 问题 . 拟 牛顿 法 就 是 针 
对 这 一 问题 提出 的 新 方法 , 它 用 4 近似 闻 “ (x+ ) ,而 44+1 可 在 4 
的 基础 上 用 一 个 低 秩 的 矩阵 A4k 来 校正 ,这 样 既 减少 了 计算 函数 
值 次 数 , 又 使 求 4r: 运算 量 降 为 O(z2) 次 算术 运算 . 
设 上 : DCR" 一 R" 连 续 可 导 ,s 一 以 1 一 丸 关 0，xxt+lED， 
给 定 s>0, 30>0, 当 | ss 1 一 时， 
IF) 一 下 (xl) 一 下 COxtt)(t 一 xD) 天 ellsel 
成 立 . 因此 有 
下 (xzt) 下 (xttl) 十 下 (Cxtt)Cxt 一 Xttl)， 
其 近似 程度 随 下 太一 到 科目 减少 而 增 大 , 若 以 Ar 近似 代替 
FE x+ , 则 要 求 4 满足 方程 


ACE 一 坟 ) 一 下 (xit) 一 下 ( 太 ). 《9..7.22 
当 ”一 1 时 ,方程 (9.7. 2) 为 
4 CD 一 有 (t) 
“人 


它 是 下 (x) 关 于 点 兰 ” 与 六 的 差 商 . 当 x>1 时 表明 矩阵 4t+ 关 于 
*。512 。 


点 蔚 与 xf 具有 “ 差 商 ” 性 质 , 称 式 (9.7. 2) 为 广义 差 商 条 件 . 因为 
Ai 可 以 看 作 ECx1) 的 近似 矩阵 , 故 式 (9. 7. 2) 又 称 为 拟 牛 顿 方 
- 程 . 由 于 4 有关 个 元 素 ,而 方程 (9. 7. 2) 只 给 出 个 条 件 , 所 以 
当 x1 时 ,Ac 不 能 完全 确定 , 它 还 有 很 大 的 选择 余地 . 如 果 
Ai+i 能 表示 为 4 十 A4A:(A4: 为 低 秩 矩阵 ), 则 可 得 到 一 类 迭代 
算法 : 
共 r 一 了 录 一 4 下 ( 矿 )， 
Ai (COUH 一 录 ) 一 下 (HI) 一 下 ( 太 )， 有 R 一 0 (9.7.3) 
AH 一 人 十 AhakyrankA4k: 一 妈 二 1， 
称 为 拟 牛 顿 法 ,或 称 为 秩 m 校正 方法 ,如 果 对 所 有 ,4 已 一 于 存 
在 , 则 和 迭代 (9. 7. 3) 是 完全 确定 的 . 利用 Sherman-Morrison- 
Woodbury 公式 (9.7.4), 可 得 到 A 于 , 的 一 个 显 式 表 达 式 . 
ShermanrMorrison-Woodbury 公式 如 下 : 设 4E R“~" 非 奇 
异 ,U,VERex” msn, 则 当 且 仅 当 TVT4-1U 非 奇 异 时 ,4 十 UV- 
也 非 奇 异 , 且 
(4 二 UVT)- = 4- 一 AUGTI 十 YIT4-U)YT4 
(9.7.4) 
因为 rank(A4, ) 一 za, 而 任何 秩 mm 的” 阶 矩 阵 都 可 分 解 为 
A4,=UiVT ,UV ER rankUs 一 rankV 一 mm 所 以 ,如 果 (I 十 
YI4AP DOD) 非 奇异 , 则 
于 由 一 (4 十 A4AbD) 一 
一 Ai 一 AU 二 YEARUD VIA 
一 下 十 AB， 
其 中 
AH 一 YeWT， 
Vi 一 一 4PUNGCI 二 VIPUD ， 有 一 (4P)TV 
显然 ,ww ,WER"”, 且 它们 的 秩 为 za, 故 A 再 仍 为 一 个 秩 普 矩 
。513 。 


阵 . 这 样 , 式 (9. 7. 3) 又 可 写成 
xi 一 杂 一 Hz)， 
|eee， 一 下 (xz)] 一 2 一 太 ， 大 一 0 1 《9.7.5) 
五 一 下 十 A 本 ， rankA 下 一 mm， 
这 就 是 逆 秩 阅 校正 公 式 . 
不 同 的 计算 方案 对 应 不 同 算法 ,常用 的 算法 只 是 王 1 及 
六 一 2 的 公式 ,即使 用 秩 1 及 秩 2 校正 公式 . 


9.7.2 布 罗 依 登 方 法 


布 罗 依 登 (Broyden) 于 1965 年 首先 提出 了 一 种 秩 1 的 校正 公 
式 : 由 zx# 计 算 xt+: 只 计算 一 次 正 朴 数值 及 做 O( ) 次 算术 运算 . 
为 书写 方便 ,把 上 下 标 去 掉 , 用 关 表 示 由 x* 出 发 得 到 的 新 近似 , 相 
应 地 ,由 4 得 到 4, 妃 得 到 吾 , 迭 代 过 程 (9.7.1) 可 写成 
工 一 一 4-LFCx). 
拟 牛 顿 方 程 (9.7. 2) 可 写成 ; 
4s 一 y， (9.7.6) 
其 中 s=x 一 Y,y 一 下 (Y) 一 下 (zx). 布 罗 依 登 方法 要 求生 与 4 在 向 量 
s 的 正 交 补 s+ 上 两 者 无 任何 差别 , 即 对 YzEs+ ,4z 一 4z, 也 就 是 
(4 一 4)z 一 0 
对 VY(z,s) 一 sTz 一 0 成 立 , 故 4 一 4 为 秩 1 的 矩阵 .可 设 
4 一 4 一 MsT， 
这 里 wER" 为 待定 向 量 . 代 人 上 式 则 得 
xsTz 一 0. 
出 方程 (9.7.6) 可 得 
(4 一 4)s 一 了 一 4S， 
于 是 
1ST5S 一 一 43， 
*。514 ， 


ua 一 ?一 42 ， 
5STS 


从 而 推 得 
五 = 4 十 志 一 和 2 二 C 关 0)，. (9.7.7) 


当 一 0 和 时 ,xz 一 x, 闪 代 即 终止 , 式 (9. 7.7) 就 是 秩 1 的 校正 公 
式 , 这 个 公式 具有 一 个 重要 性 质 , 即 在 所 有 满足 拟 牛顿 方程 的 矩阵 
中 ,4 是 在 弗 罗 比 尼 乌 斯 (Frobenius) 范 数 意义 下 最 接近 4 的 
和 扼 阵 . 
定理 9.7.1 设 给 定 4AER”",yER" 和 非 零 向 量 sER', 则 由 
式 (9.7.7) 确 定 的 矩阵 4 是 以 下 问题 的 惟一 解 ; 
minf 1 4 一 4lr14s 一 轨 . 
由 公式 (9.7.7) 与 拟 牛顿 法 (9. 7.1) 得 
2 一 一 At)， 
| (只 一 As)sT 类 一 0 1 《9.7.8) 
SS 
其 中 玫 一 共 人 一 各 ,天 一 下 (了 +) 一 下 (于 ). 公式 (9.7.8) 称 为 
Broyden 方法 . 
满足 拟 牛 顿 方程 (9.7.6) 的 秩 1 算法 有 很 多 不 同 选 法 ,如 果 要 
求 和 与 4 在 向 量 e 的 正 交 补 e+ 上 两 者 无 任何 差别 , 则 可 得 A4A 一 
A 一 4 一 ucT. 由 


AH 一 4 十 


(4 一 4)5 一 ?一 45 一 下 (7Y) 
下 (x) 
可 得 ucTs= 王 Fr), 即 w 一 一 一 ,于 是 


CTS 


一 二 司 二 一 


Fe 和 (9.7.9) 
TS 


在 公式 (9.7.9) 中 取 不 同 的 nn 1 校正 公式 . 若 
c 一 5$, 则 可 得 式 (9.7.1); 若 取 c=EF(Cz) 一 FCxt+l), 则 可 得 另 一 秩 
1 拟 牛 顿 法 : 

。 515 。 





机 CxYtH ) 严 (CXtH )T (9.7. 10) 
4 CTTORT 一 

这 种 方法 称 为 布 罗 依 登 第 二 方法 . 其 特点 是 Ah 为 对 称 和 矩阵 , 因 
此 , 它 适 合 于 对 五 的 雅 可 比 和 矩阵 为 对 称 的 方程 组 求解 ,这 时 初始 
矩阵 4。 也 应 取 为 对 称 和 矩阵 . 

由 此 得 到 的 布 罗 依 登 方法 (9. 7. 8) 及 (9. 7. 10) ,计算 都 较 简 
单 , 对 给 定 的 关 及 4 每 步 只 需 算 一 个 新 的 下 现 数值 ,然后 求解 
4ksk 一 一 下 (Cx) 得 到 六 ,再 计算 FFCxt ), 从 而 求 得 Ai 表面 上 
看 , 解 方程 要 用 O(z ) 的 算术 运算 ,但 如 通过 QR 分 解 ,可 使 运算 
量 降 为 DO( 叶 ). 通常 可 设 4 一 CR ,其 中 CQ 为 正 交 阵 ,R 为 上 三 
角 阵 ,由 此 形成 44 的 QR 分 解 ,只 需 O( 肥 ) 算 术 运 算 . 

对 校正 公式 (9. 7.7) ,利用 Sherman-Morrison 公式 ,有 

(A++uz7D 一 人 一 二 

其 中 4ER“" 非 奇异 ,umuERr,c= 王 1 十 or4-1w 天 0. 

令 百 王 4-, 互 =4-1p =5u= 号 笃 , 则 得 


| 一 隘 一 AP (xz)， 


(4-iumTr4-)， 





十 吕 耳 
其 中 HBHy 天 0, 这 是 百 非 奇异 的 充 要 条 件 . 由 式 (9. 7. 11) 可 得 到 
逆 布 罗 依 登 秩 1 公式 
Xe 一 丸 一 于 下 (xt)， 


(Cs 一 下 )s84 二 (9.7.12) 
和 (一 0,1,……). 


对 应 于 式 (9. 7. 10) 的 逆 布 罗 依 登 秩 1 第 二 公式 为 
辣 一 太一 本 下 (xt)， 


四 T T 
百 = 囊 一 -Bes 卫 = 日 + 各- 王 ， (9.7.11) 


五 HH: = 再: 十 


《3 一 友 Y)7 民 一 0 1 


五 一 五 一 再 yt) 一 一 一 一 一 一 ， 
站 十 《〈(S 8 可 一 下 7OT7 


《9.7. 13) 
*， 516 。 


在 一 定 条 件 下 ,可 以 证 明 布 罗 依 登 秩 1 方法 生成 的 序列 {x)} 
是 局 部 超 线 性 收敛 的 . 

例 9.7.2 用 布 罗 依 登 方法 (9.7. 12) 求 解 方程 组 

Crziyzz) 一 巡 一 zz 一 1 一 0， 
说 5 ,zz) 一 (zi 一 2)2 十 (zs 一 0.5): 一 1 三 0. 

初始 近似 取 为 如 一 (0,0)7. 

解 ” 先 计算 F(x") 一 (一 1,3.25)7. 因为 
2zi 一 1 


严 '(x) 一 
27i 一 4 re 一 上 


， 0 -1 
Fe) = 人 1 )， 
| 


有 一 Co)- 一 角 机 
一 1 0 
由 公式 (9.7.12) 可 算得 
s = (1.0625, 一 1)7，oa 一 (1.0625, 一 1D)7， 
F(xl) = (1.12890625,2. 12890625)T， 
2. 12890625 
一 1. ee 
0.3557441 一 0. 2721932 
SS L 0. 5224991 一 0. 0 史上 
由 此 再 算得 
x 一 (1. 240372062， 一 0. 196797467)T， 
按 上 述 算法 ,经 11 次 迭代 可 得 到 具有 12 位 有 效 数 字 的 近 
似 解 


六 = FFCxl) 一 PFCxo) 一 人 


xz 一 (1.54634288332,1. 39117631279) 
如 用 和 牛顿 法 , 则 只 要 7 次 迭代 即 可 达到 同样 精度 的 近似 解 . 布 罗 依 
登 方 法 虽然 比 牛顿 法 选 代 多 4 次 ,但 它 每 步 计 算 量 比 牛 顿 法 少 得 
。， 517 。 


多 ,所 以 , 单 从 理论 上 还 不 能 断定 这 两 种 方法 效率 的 高 低 . 
9.7.3 秩 2 校 正 公 式 


在 式 (9.7. 3) 与 式 (9.7.5) 中 , 若 取 冲 一 2, 则 可 得 到 一 系列 公式 ， 
这 就 是 秩 2 校正 公式 . 在 计算 中 ,通常 以 逆 拟 牛顿 公式 (9.7. 5) 使 用 
较 多 ,为 了 具体 得 到 AH 表达 式 , 设 办 ,Wi ER ,并 分 别 表示 为 
Ye 一 [7 六] 及 Wi: 一 [wi,W]， 
其 中 下 ,wiiER"(G 一 1,2). 将 它 代 人 逆 拟 牛顿 公式 


再 一 St， (9.7. 14) 
由 于 A 丽 ,=YWT , 则 式 (9.7.14) 可 写成 
(下 十 姑 (CWD) 十 其 ( 骸 )) 关 一 sk (9.7.15) 


若 记 闫 一 (w)T%(i 一 1,2), 则 式 (9.7.15) 可 写成 
六 四 十 天 只 一 sk 一 于 
当天 天 0(i 一 1,2) 时 ,可 取 
办 二 下 (二 )s， 下 四 (去 ) 本 m， 
显然 这 时 式 (9. 7. 14) 满 足 ,于 是 得 


一 本 十 呈 ( 骨 ) 卫队) 
如 :一 下 十 (WwWD)T (内 ) 玉 





(一 0,1,，…). 


(9.7.16) 
通过 计算 表明 , 当 且 仅 当 

(内 )TFCOxD) 天 0 (一 0,1,…) 
时 , 非 奇异 条 件 (I 十 wf4kyb) 一 :成 立 . 因 此 ,只 要 wii 满足 

CiDT 站 天 0 (Ci 一 1,2)， 

( 胃 )TFCzt 关 0 (二 01)， 
则 算法 (9. 7. 16) 生 成 一 个 非 奇异 矩阵 序列 { 瑟 }, 它 满足 方程 
(8 一 下 ) 闪 一 一 了 PFC) 因此 ,只 要 选择 不 同 的 w 及 wj; 就 
可 产生 不 同 的 校正 公式 .当中 及 wi 线性 相关 时 , 则 得 秩 1 校正 公 
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式 ; 当 由 及 wi 线性 无 关 时 , 则 可 得 秩 2 校正 公式 . 通常 , 较 好 的 
秩 2 算法 有 如 下 几 种 ， 
1. DEFP(DavidonrFletcherPowell) 秩 2 算法 . 在 式 (9.7. 16) 中 取 
由 一 SI 一 有 TY (一 0,1,…)， 
可 得 DFP 算法 计算 公式 
Xittl 一 好 一 了 FF(Cx)， 
| SS ye)TH， 大 一 0 1 


五 一 再 ,十 CT CDTRHOyE 9 





(9.7.17) 
2. BFS(Broyden-Fletcher-Shanno) 秩 2 算法 . 在 式 (9.7. 16) 
中 ,了 到 





Cmi)T 汪 -< 〈 欠 )T 卫 ， 庚 一 8 
CDOT 下 5 人 


kVT 证 
其 中 内 一 1 十 了 ER , 则 得 BFS 算法 公式 ， 


和 
过 SS 一 SC( 凡 )T 于 一 玫 4ST (9.7. 18) 
五 ca 三 下 下 全 一 人 
此 公式 比 式 (9.7.17? 有 更 好 的 稳定 性 ,实际 计算 表明 它 是 拟 牛 顿 
法 中 较为 成 功 的 算法 . 
在 一 定 条件 下 同样 可 以 证 明 DFP 算法 (9.7. 17) 与 BFS 算法 


(9.7.18) 都 是 超 线性 收敛 的 . 


9.8 延 拓 法 


9.8.1 延 拓 法 基本 思想 


在 前 述 的 求解 方程 组 (9. 1. 2) 的 各 种 迭代 法 ,基本 上 都 是 局 部 
收敛 的 方法 , 它 要 求 初始 近似 关 在 方程 组 的 解 x" 邻 域 时 收敛 , 否 
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则 不 能 保证 迭代 序列 收 急 ,实际 计算 中 要 选 合适 的 初始 近似 z2 往 
往 很 困难 . 延 拓 法 (continuation) 在 映射 下 满足 一 定 条 件 下 可 从 任 
一 点 出 发 求 得 解 x… . 因此 , 延 拓 法 可 看 作 扩大 收敛 域 的 一 种 有 
效 方法 ,也 是 寻找 与 x* 的 近似 阅 的 方法 ,其 基本 思想 就 是 在 所 求 
解 的 方程 组 (9. 1. 2) 中 引 人 和 人 参数 :, 通 常 取 上 E [0,1], 并 构造 一 艇 
映射 吾 : DX[0,1]CR"XRI-~~R" 代 替 映 射 王 ,使 开 满 足 条 件 
互 (x,0) 一 FoCxr)， 再 (xr,1) 王 Fr)， VED，(9.8.1) 
其 中 再 (x*,0)=0 的 解 癌 是 已 知 的 ,方程 再 (x*,1) 一 0 是 要 求解 的 
问题 . 如 果 方 程 
HH(x,i) 一 0，tE[0,1] (9. 8. 2) 
有 解 x=x(ti),xr: [0,1]->R" 连 续 依 赖 于 zt, 当 上 一 1 时 ,rzr(1) 一 六 
即 为 方程 (9. 1. 2 的 解 , 亦 即 若 有 连续 映射 x: [0,1]-~DCR" 使 得 
BCx(),i) 一 0， ViEF[o,1]， 
则 x 一 x(D 表 示 丈 ' 内 一 条 空间 曲线 , 它 的 一 端 表示 某 个 给 定 的 点 癌 ， 
另 一 端 是 FCz) 一 0 的 解 x 一 x(1). 那 么 ,映射 五 : DX[o,1]CC 
R“…~R" 称 为 同 伦 (homotopy) 映 射 . 延 拓 法 就 是 把 求解 方程 
(9. 1. 2) 的 问题 转化 为 求 同 伦 方程 (9. 8. 2) 的 解 , 故 又 称 为 同 伦 算 
法 . 因为 延 拓 法 是 对 原 方程 庶 人 参数 :而 得 到 的 , 故 又 称 为 骨 入 法 
(embedding method). 
关于 同 伦 (9. 8. 2) , 解 曲线 x 一 x(z) 的 存在 性 可 针对 特殊 情形 
给 出 以 下 定理 . 
定理 9.8.1 设 映射 和 下: DCR"-~>~R" 在 D 上 连续 可 导 ,并 假定 
存在 一 个 开 球 S 一 SG ,r)CD, 使 对 YxES, 1 FFCz)- | 和 8 成 
立 , 其 中 r>p8| BCxzo) | , 则 方程 
F(Cx) 王 (1 一 上)FCxz)，trcE[0,1]，xES (9.8.3) 
存在 惟一 解 x: [0,1]- 一 SCR", 是 x(i) 连 续 可 导 并 满足 微分 方程 
柯 西 (Cauchy) 问 题 ， 
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x (Ci) 一 一 [ECx(t))] Frx)， VE [5o,1] 
YX(0) 一 如 
此 定理 表明 同 伦 方程 
再 (xi) 一 下 (x) 十 (一 1)FCx) 一 0 (9. 8.5) 
存在 惟一 解 x*=x() , 它 也 是 柯 西 问题 (9. 8. 5) 的 解 . 除 式 (9. 8.5) 给 
出 的 同 伦 ,满足 条 件 (9. 8. 1) 的 同 伦 还 可 构造 其 他 形式 ,常用 的 有 
了 (xz,t) 一 好 CCx) 十 (1 一 FoCx)，xED，tEe[o,1]， 
(9.8.6) 
其 中 本 是 已 知 映射 , 且 丐 (一 0 的 解 如 是 给 定 的 . 若 取 本 (xz) 一 
4(Cx 一 2),4AER"" 非 奇异 , 则 得 
HGCxr,t) 一 IFECr) 十 (1 一 DA4ACr 一 z)，xED，iE[0,1]. 
《9.8.7) 


(9. 8. 4) 


当 百 取 为 同 伦 (9.8.5) 时 , 即 

再 (xi) 一 人 (xz) 一 (1 一 站 Frz)，xED，ce[0,1]， 

《9. 8.8) 

若 令 上 1 一 e ,可 得 

百 (x,s) 一 (rzr) 一 erFOxz)，xED，sE[0o,co)， 

当 s 一 0, 再 (x,0) 一 了 (xz) 一 了 (oz) 一 0 时 有 解 加 ; 当 一 co， 
瑟 (x,9) 一 FFCz) 时 满足 条 件 (9. 8. 1), 故 limx(s) 一 x "是 方程 FCz) 一 0 
的 解 . 


9.8.2 数值 延 拓 法 


假定 五 : Dx[0,1]CReI-R" 是 满足 式 (9. 8. 1) 的 已 知 同 
Y" 一 x(1), 可 将 区 间 [0,1] 分 划 为 


0 一 如 一 太一 …< 二 tn 一 1 (9.8.9) 
用 某 种 迭代 法 求 方程 
HGCxrt) 一 0 (一 1,2,…，N) 《9. 8. 10) 
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的 解 x 时 ,用 第 ;一 1 个 方程 的 解 x 作 初 始 近似 ,如 果 “一 上 : 充 
分 小 , 则 可 以 期 望 ex 一 :是 三 的 一 个 足够 好 的 近似 ,从 而 使 迭代 法 
收敛 . 由 此 逐步 求 得 百 (x,1) =0 的 解 xy , 即 为 方程 (9. 1. 2) 的 近 
似 解 ,对 式 (9. 8. 10) 的 第 守 个 方程 求解 时 ,只 要 用 有 限 步 迭代 即 
可 , 故 可 取 mm 过 1 步 迁 代 . 如 用 牛顿 欠 代 求解 方程 (9. 8. 10), 则 得 
数值 延 拓 法 序列 

一 一) 有) 


10 一 Wo Xi+i0 一 Jimi ， 


tt 一 太一 有 CCxz1)-HCx 1)， 

2 一 No， 

了 一 0,1, ,70 一 151 一 1,2, 入 一 1; 
有 一 N,N 十 1，… 

在 一 定 条 件 下 ,存在 [0,1] 的 一 个 分 划 (9. 8. 9) 和 整数 序列 
{ma}G 一 1 N 一 1), 使 {zz)G 一 1 Ni 7 一 0,1,…,m ) 有 定 
义 , 且 lim 玉 =x(1). 若 取 mm 生 1, 且 一方 , 提 取 为 式 (9. 8. 8) 时 ， 
可 得 一 个 大 范围 收敛 的 牛顿 程序 


人 一 和 一 到 ( 耻 )-: [row =-1(1 一 坟 )Pce) 


(9.8. 11) 


必 = 0,1,,N 一 1)， 《9.8. 12) 


hf 一 太一 下 (xxzt) (一 NN 二 1 

定理 9.8.2 若 下: DCR"-~R" 有 连续 导数 下 (xz), 且 严 (x) 
非 奇 异 并 满足 

上 (xz 一 上 委 8 一 二 ceo， YYxEeDD， 
再 假定 在 癌 的 邻 域 S 一 S{x| ‖x 一 如 ‖ 久 8 PCxro) CintD, 存 
在 y>0, 使 
1 xz) 一 下 和 zz 一 ?省 ， VxryeS， 
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则 以 头 为 初始 值 ,存在 正 整 数 No 过 282y|‖F(C) 1 ,使 当 N 三 No 
时 ,数值 延 拓 过 程 (9. 8. 12) 收 敛 到 方程 F(xr) 一 0 在 S 中 的 惟一 解 
x "一 x(1), 且 具有 平方 敛 速 . 

数值 延 拓 法 (9. 8. 12) 实 际 上 就 是 大 范围 收 和 敛 的 牛顿 法 ,公式 
第 一 式 是 利用 数值 延 拓 法 求 出 x(1) 的 一 个 足够 好 的 近似 xx ,使 
它 进 入 牛顿 收 伍 域 ,从 而 保证 牛顿 法 收敛 . 


9.8.3 参数 微分 法 


参数 微分 法 是 求 同 伦 方程 (9. 8. 2) 的 另 一 种 数值 方法 . 若 满足 
同 伦 方程 (9. 8. 2) 的 映射 x: [0,1]-~D 可 微 , 且 互 对 x* 及 上 有 连 
续 偏 导数 百 : 及 百 ,, 定 义 
%(t) 一 了 (xz(t),，VtE[0o,1l]， 

则 ‰ 在 [0,1] 上 连续 可 微 , 且 
风 (1) 一 下.(Cxz(GD,Dx GD) 十 下 (xz(t， YIET[o,1]. 

因 * 一 x(2) 满 足 式 (9. 8. 2) , 故 有 岁 ( 门 一 0, 于 是 x( 满 足 微 分 方程 
互 .Cx(t) ,bx' (Ci) 一 一 下 (xz(i， VitE[0,1]， (9.8.13) 
反之 , 若 x*: [0,1] 一 D 是 微分 方程 (9. 8. 13) 的 解 ,并 满足 

再 (x(0),0) 王 0, 则 由 中 值 定 理 
上 HGCxrGot 1 三 下 8 一 Oo) 1 入 sup， 1 #(s) 1 一 0， 


有 
互 Cx(i,t) 一 0， 
即 微 分 方程 (9. 8. 13) 及 初始 条 件 理 (x(0),0) 王 0 的 解 x 一 x(t) 给 
出 同 伦 方程 (9. 8. 2) 的 一 个 解 . 若 妞 . 非 奇 异 ,(x" ,0) 一 0, 则 求 同 
伦 方程 (9. 8.2) 的 解 x* 一 x(b 等 价 于 求 微分 方程 初 值 问题 
x (it) 一 一 [ 百 .(x,t)] 再 (xz,t)， 
| 十 一 好 、 
的 解 .于 是 ,可 用 常 微分 方程 初 值 问 题 的 各 种 数值 方法 , 求 问 题 
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〈9. 8. 14) 


(9. 8. 14) 在 ix 一 1 的 数值 解 .作为 x=x(1) 的 近似 解 , 它 也 就 是 
方程 (9.1. 2) 的 解 x" 的 近似 值 . 若 同 伦 方程 取 为 (9. 8. 8) ,对 应 于 


初 值 问题 (9. 8. 14) 可 得 
x'(t) 一 一 下 (xz)-FOx)， Vie[o,1] 
x(0) 一 1， 
若 用 欧 拉 (Euler) 法 求解 , 步 长 4 一 韦 , 则 得 
it 一 杂 一 hEF Cxzt)-IEFOr) (一 0, 1 N 一 1 
(9. 8.16) 
实际 上 , 当 同 伦 方程 有 解 时 就 是 由 式 (9. 8. 15) 确 定 的 一 条 解 
曲线 x=x(t). 当 斑 充分 小 时 ,由 式 (9. 8. 16) 确 定 的 太 (R 一 0， 
1,…，,N) 应 当 近 似 这 条 曲线 ,xx 可 望 LN 
与 x 一 x(1) 充 分 靠近 , 且 由 xx 出 发 ， 
用 牛顿 法 迁 代 将 收敛 于 x" .图 9.3 表 
示 连 接 * 与 x* 的 解 曲 线 x=x(i) 及 相 
应 数值 解 太 . 
当下 : R" 一 R" 在 R" 上 二 次 连续 可 
微 并 且 |‖ 玉 (xz) 一 外 入 8 时 ,对 任何 
xER", 存 在 一 个 No 三 1, 使 得 N 三 
Jo, 则 由 式 (9. 8. 16) 求 得 的 xy 为 初始 近似 ,牛顿 迭代 x4+! 一 地 
下 ( 太 ) 一 XFGCx)GR 一 0,1,…) 生 成 的 序列 收敛 于 FCco) 一 0 的 惟一 解 ， 
实际 使 用 参数 微分 法 时 ,还 可 用 精度 较 高 的 数值 方法 求 初 什 
问题 (9. 8. 15) 的 解 . 例如 下 列 中 点 求 积 公 式 ， 
ia 一 一 起 CEPCxe)]-: FF(xzo)， 


” (9.8.15) 





图 9.3 


2 一 歇 十 襄 ( 玉 一 x5)， 4A= 1,…,N 一 1 


at 一 录 一 六 CF'Cxet)] -IFCxo)， 
(9.8.17) 
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具有 二 阶 精 度 , 其 计算 工作 量 与 欧 拉 法 相当 ,可 用 于 实际 计算 ， 
例 9.8.3 用 参数 微分 法 求 下 列 方程 


万 好 一 zs 十 1 


2 


下 (x) 一 











的 近似 解 ,给 定 初始 近似 阅 王 (1,0). 
解 ”此 方程 由 给 定 z 出 发 ,直接 用 牛顿 法 (9. 3. 2) 和 迭代 不 收 
敛 ; 若 用 牛顿 下 山 法 (9. 3. 19) ,要 和 迭代 107 次 才 收 和 敛 到 x" 一 (0， 
1)7; 若 用 公式 (9. 8. 17) , 取 六 一 8 可 求 得 台 一 (0. 095552027， 
0. 97843313)T, 从 xy 出 发 用 牛顿 欠 代 (9. 3. 1) 做 三 次 迭代 ,得 
x"” 一 (0. 000000049 ,0. 999999963)T， 


9.9 单纯 形 算法 


单纯 形 算法 (simplicial algorithm) 是 20 世纪 60 年 代 后 期 出 
现 的 计算 不 动 点 和 求 非 线性 方程 组 零点 的 新 算法 ,是 拓扑 学 与 计 
算数 学 结合 的 产物 . 算法 的 理论 基础 是 Sperner 引 理 . 1967 年 ， 
H. Scarf 首先 提出 了 映射 不 动 点 的 构造 性 青 近 方法 ,体现 了 单纯 
形 算法 的 思想 , Cohen 给 出 了 Sperner 引 理 的 构造 性 证 明 , 随 后 
Kuhn、Eaves 等 人 又 提出 了 几 种 新 算法 , 这 些 方法 不 但 在 理论 上 
有 重要 意义 ,而 且 提供 了 一 类 具有 大 范围 收敛 的 可 行 算法 . 


9.9.1 三 角 剂 分 与 算法 基本 思想 
定义 9. 9. 工 设 邮 ,oa ,amER" 在 一 般 位 置 上 ,所 有 满足 
xi， =1， 力 三 0 一 onD (9.9.D 


em 


的 点 集合 c, 称 为 一 个 兽 维 单纯 形 (zrsimplex), 记 作 c= (办 ， 
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本 ar). 点 到 ,2 称 为 5 的 项 点, 记 作 
Vert(c) 一 {o ol ea )}. 

根据 定义 , 汝 委 z 时 ,c 是 一 个 zm 维 凸 多 面体 . 当 关 =1 时 ， 
是 直线 段 , 当 和 一 2 时 ,是 平面 上 三 角形 , 当 六 =3 时 ,是 空间 中 的 
四 面体 . 如 果 另 有 一 个 下 维 单纯 形 r, 满 足 

Vert(r) 过 Vert(o)， 

则 r 称 为 c 的 一 个 大 维 面 . 由 于 & 生 mm 所以,c 的 零 维 面 即 ce 的 
办 十 1 个 顶点 ,6 的 一 维 面 即 多 面体 的 棱 ,mm 维 面 是 c 本 身 .c 的 


”和 丸 一 ] 维 面 称 为 的 真 面 . 如 果 r 的 顶点 中 只 比 c 的 顶点 缺少 zx 


记 作 r 一 opp(o,w), 称 这 个 真 面 rz 为 c 中 居 的 对 面 .所 有 za 个 真 
面 的 并 集 称 为 的 边界 , 记 作 


9(o) 一 局 opp(Gayw ). 

定义 9.9.2 R" 中 两 个 mm 维 单纯 形 c, 和 oz 称 为 规则 相 联 
的 ,如 果 m 天 os, 且 wmno 是 两 者 的 一 个 详 一 1 维 公共 面 , 如 果 有 
N 个 mm 维 单纯 形 c, ,…,an 两 两 之 间 规 则 相 联 , 则 其 并 集 

卫 =- 山 Ci 
称 为 R 中 的 一 个 zi 维 复 形 .c; 的 集合 
G= tcli=1,…N) 
称 为 的 一 个 单纯 形 剖 分 或 三 角 剖 分 . 
单纯 形 剖 分 G 的 格 长 记 为 mesh(G)， 
mesh(G) 一 max{t diam(o) } ， 
其 中 diam(o) 一 max jz 一 ?> | 为 单纯 形 c 的 直径 . 

G 中 所 有 单纯 形 的 & 维 面 集合 称 为 G 的 维 骨 架 , 记 作 G'， 
于 是 G" 王 G,G? 为 G 的 顶点 集合 . 关于 了 的 单纯 形 剖 分 G, 有 以 
下 的 直观 性 质 : 

(1) 若 Oi oocG 且 ci 由 ce 天 好 ( 空 集 ), 则 
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rz 一 of 站 oocecGcr:. 

(2) 若 rEG" ,那么 ,rCaD,r 只 是 G 的 一 个 单纯 形 界面 ,或 
者 r 民 aD,r 恰 好 是 G 中 两 个 单纯 形 的 公共 界面 . 

(3) 存在 G 的 格 长 mesh(G) 任 意 小 的 剖 分 . 

设 下 ,DCR" 一 R" ,G 为 也 上 一 个 ?” 维 单纯 形 剖 分 , 记 No 一 
{0,1,…,n}, 则 任何 2:G?- 一 No 都 可 称 为 一 个 整数 标号 . 例如 ,可 
由 下 定义 2, 对 任何 wxEG? ,定义 

i， 车 方 (0， 且 方 (四 委 0，VJj 一 让 
[一 性 车 广 (g 过 0， 了 = 1,2，…m， 
这 里 广 是 下 的 第 j 个 分 量 , 即 下 一 ( 户 ，…, 广 六. 

G 中 一 个 具有 {0,1,…，,?)} 标 号 的 单纯 形 o, 称 为 全 标号 单 
纯 形 . G 中 具有 {0,1,…,n 一 1} 标 号 ,而 无 a 标号 的 维 单纯 形 
称 为 几乎 全 标号 单纯 形 . 按 式 (9. 9.2) 的 标号 定义 ,有 以 下 的 
定理 . 

定理 9.9.3 设 F: DCR 术 一 Re ,D 为 有 界 闭 凸 集 , 若 下 在 D 上 
连续 ( 即 对 任 给 的 e>>0, 36>0, 对 任何 x,yE 了 ,只 要 |‖x 一 | 过 0， 
就 有 | 下 (Cx) 一 PFCy) | 过 es), 若 靖 的 单纯 形 剖 分 G 的 格 长 
mesh(G) 委 8, 且 c 为 G 中 一 个 全 标号 单纯 形 , 则 对 任何 xEc, 有 
| FFCx) |‖ 委 e. 

根据 定理 ,在 有 界 闭 集 D 上 求 方程 (9.1.2) 的 解 ,只 要 在 了 上 
建立 一 串 mesh(Gi)-=0 的 单纯 形 前 分 Gk(E 王 0,1,…) ,在 每 个 Cs 
上 又 有 一 个 按 式 (9.9.2) 定 义 的 全 标号 单纯 形 mw , 则 {o } 当 &-~~c= 时 
有 极限 点 x" ,由 定理 9.9. 3 可 知 这 个 极限 点 * ”就 是 方程 了 (xz) 二 0 
的 解 ,这 就 是 单纯 形 算法 的 基本 思想 ,算法 包括 三 步 : 

(1) 对 D 进行 三 角 剖 分 G=to|i 一 1,2，…N)}; 

(2) 对 G 的 顶点 集合 G? 进行 标号 ; 

(3) 用 一 种 有 规则 的 搜索 方法 求 G 的 全 标号 单纯 形 . 
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(9.9. 2) 


例 9.9.4 用 单纯 形 算法 求 方程 
Z 十 一 4.5 )=。 
zz 一 昂 一 0.15 
.在 (0,0),(1,0),(1,1) 围 成 的 区 域 D 上 的 解 . 
解 ”第 一 步 , 先 对 域 D 进行 三 角 剖 分 G, 如 图 9.4 所 示 , 这 里 


用 的 是 二 天 ,前 分 . 


第 二 步 , 对 各 顶点 标号 ,这 里 为 一 并 十 y 一 1. 5 ,大 王 并 一 虹 
0. 15; 按 公式 (9. 9. 2) 计 算得 到 G 的 各 顶点 标号 , 均 标 在 图 9. 4 上 . 


下 (zy) 一 ( 





图 9.4 


第 三 步 , 搜 索 全 标号 单纯 形 , 这 里 用 的 方法 是 从 卫 的 边界 一 
维 全 标号 单 形 TI 开始 进入 二 维 几 乎 全 标号 单 形 开 ,再 进入 全 标号 
单 形 焉 , 即 为 所 求 . 若 取 焉 的 重心 坐标 zx= 一 0. 875,y 一 0. 625 作为 
方程 的 近似 解 ,此 时 六 =0, 疡 =0.225, 此 题 的 精确 解 为 z" 一 
0.8,y "一 0. 7. 为 提高 精度 可 把 剖 分 再 缩小 1/2, 找 到 格 长 更 小 的 
全 标号 单纯 形 ,其 重心 坐标 为 zx=0. 8125,y 王 0. 6875 ,更 接近 精确 
解 . 若 精度 不 够 ,还 可 缩小 剖 分 格 长 mesh(G) ,直到 满足 精度 要 求 
为 止 . 
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9.9.2 同 伦 算法 


尽管 单纯 形 算法 具有 只 要 求 下 连续 , 且 收 剑 是 大 范围 的 优 
点 ,但 是 ,有 两 个 严重 弱点 ,一 是 当 步 长 选 定 后 ,整个 计算 都 要 按 此 
步 长 进行 .二 是 搜索 全 标号 单纯 形 必须 从 边 上 开始 ,这 样 步 长 取 大 
了 ,精度 很 差 ; 步 长 取 小 了 ,路 径 上 节点 很 多 ,计算 量 太 大 ,使 得 实 
际 计 算 几 乎 不 可 能 .因此 ,单纯 形 算法 只 能 作为 求 初始 近似 的 方 
法 .针对 单纯 形 算法 的 弱点 ,Merrill 于 1972 年 提出 了 重启 动 
(restart) 法 ,Eaves 提出 了 同 伦 C(homotopy) 算 法 ,又 称 连续 变形 算 
法 (continuous deformation algorithm). 这 两 种 方法 从 理论 分 析 和 
计算 实践 都 表明 是 可 行 的 ,此 后 出 现 的 新 算法 均 以 此 为 基础 . 
定义 同 伦 百 : DX[0,1]J 人 CR 一 及 "为 
2iF(Cr) 十 (1 一 20FoCxz)，0 生 :上 委 1/2， 
五 (xyt) 一 
下 Cx)， 1/2 委 上 委 1， 

(9. 9. 3) 
满足 条 件 (9. 8. 1). 对 DXf[o, 菇 进行 三 角 剖 分 G, 它 具有 以 下 性 质 : 
对 DX[C1 一 2 一 ,1 一 2- 生 ] 的 三 角 剖 分 Ge(CR 一 0,1,…) 为 G 的 子 集 ， 
且 当 有 A->coy,mesh(G ) 一 0,m 一 1 时 ,这 种 剖 分 如 图 9. 5 所 示 . 

定义 9.9.5 设 了 , DER~R' ,对 凸 集 D 有 三 角 剖 分 C,c= 


(on)EG, 对 任何 xEu, 若 zx 一 > 0 且 一 1， 
1 一 0 ti=0 
则 定义 已 DC 录 "- 芭 "为 


PCr) 一 > AiF(u) 


称 为 基于 G 的 一 个 分 片 线性 逼近 (piecewise iinear 
approximation). P(x) 可 作为 下 的 一 个 向 量 标号 函数 . 
若 P(x" )=0,x" ED, 则 称 x* 为 了 在 三 角 剖 分 G 下 的 一 个 
近似 解 . 若 x" EcocEG 则 vc 称 为 一 个 ? 维 完全 (complete) 单 纯 形 . 
"29 ， 


定理 9.9.6 设 下 ,DCR"->R* 连 续 可 微 , 且 天 (x) 在 凸 集 也 
上 利 普 希 茨 连续, 即 3y>0, 使 


| (xz) 一 下 CO) 入 zx 一 上 ， YxyEDD， 
若 x* 是 正在 三 角 训 分 G 下 的 近似 解 ,mesh(G) 委 9, 则 有 
.FFCxz) | 入 ?0 ， 


这 里 上 外 。|| 均 为 /- 范 数 ， 
根据 定理 只 要 找到 完全 单纯 形 c, 也 就 找到 了 严 (x*) 王 0 的 近 
似 解 , 它 比 全 标号 单纯 形 具 有 更 高 的 精度 ,问题 是 如 何 找到 完全 单 
纯 形 . 当下 : DCR" 一 Ro,o= 一 (oo)EG 时 , 称 (2 十 1) 阶 矩阵 
是 了 ee 二 


Fw) Fo) … FF(m) 
为 c 的 标号 矩阵 (label matrix). 
5 为 半 维 完全 单纯 形 的 充分 必要 条 件 是 
EL 一 el 二 0 GE Riel 一 (1,0, ,0)T ER 


有 解 . | 
设 同 伦 五 : DX[0,1]CR+ 一 R" ,对 DXx[l 一 2 一 ,1 一 2- 生 :] 
的 三 角 训 分 G(R 一 0,1,，…) , 若 
r 一 (moyortyEGCG， 
同样 称 (” 十 1) X (十 2) 和 矩阵 
工 国 人 和 1 1 1 ) 
百 (z) 百 ( 站 ) … 百 (or) 
为 z 的 标号 矩阵 . 当 
工 w 一 el 二 0 由 ERrasel 一 (1,0,…,0)T ERerl (9.9.4) 
有 解 时 , 称 r 为 一 个 (z 十 1) 维 几乎 完全 单纯 形 . 根据 线性 规划 基本 
定理 , 当 和 矩阵 工 . 的 秩 为 十 1 时 , 若 式 (9.9.4) 有 解 , 则 它 恰 好 有 两 
个 基本 可 行 解 . 这 就 说 明 ,G 中 一 个 xz 十 1 维 几 乎 完全 单纯 形 r, 当 
工 . 的 秩 为 2 十 1 时 怡 有 两 个 维 面 是 完全 单纯 形 ,定义 这 样 的 两 
个 = 维 单纯 形 是 相 邻 的 . 另 一 方面 ,对 不 在 X{1 一 2-:} (一 0， 
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1,…) 上 的 壮 维 完全 单纯 形 , 它 一 定 正 好 属于 两 个 G 中 的 z 十 1 维 
几乎 完全 单纯 形 . 于 是 , 当 x 为 DX{0} 上 的 一 个 =” 维 完全 单纯 形 
.内 点 时 ,由 此 开始 形成 一 个 惟一 的 完全 单纯 形 轮 回路 径 ,实际 上 就 
是 同 伦 方程 再 (x, 世 =0, 对 xzE[0,1] 的 解 的 轨迹 , 当 zt~>1( 即 有 -~ 
co), 解 x(t) 就 趋向 五 (xz) 王 0 的 解 . 

设 m 王 ( 喀 ,…o") 是 三 角 剖 分 Ge 包含 (六 ,0)7 的 一 个 半 维 面 ,om 
是 维 完全 单纯 形 , 于 是 同 伦 算法 由 此 开始 ,其 算法 步骤 如 下 : 

(1) 由 om 求 m= 一 (四 or)EG, 0 一 旋 . 

(2) 设 vo 是 r* 的 完全 单纯 形 ” 维 面 , 由 rs* 求 另 一 个 完全 单 
纯 形 ” 维 面 c,+)， 

(3) 若 oofEDX11 一 2 一 ), 且 2 天 <e( 给 定 精度 ) , 则 转 第 (4) 步 ; 
否则 ,由 oo+: 求 n+ 天 rm(Cr+i 与 re 规则 相 联 ), 十 i~> 访 并 转 第 (2) 步 . 

(4)》 opfi 一 (四 an》 一 (( 如 ,一 2 一 2 0)7) 是 一 个 


)” 维 完全 单纯 形 ,存在 权 wy 使 下 au 是 于 (r,1 一 2 
的 一 个 零点 ,而 x"” 一 ur 是 FCx) 的 一 个 零点 . 


例 9.9.7 令 n=1,F(z) 生 也 十 2,Fo(z) 一 zx 一 1/2,DX[0， 
]] 的 三 角 剖 分 G 及 百 -!(0) 的 轨迹 如 图 9. 5 所 示 ， 
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9.10 区 间 和 迭代 法 


求解 非 线 性 方程 组 
Jrz) 一 0 (f:DCR 一 R) 59. 10. 1) 
的 区 间 和 迭代 法 ,首先 是 由 Moore 于 1966 年 提出 的 , 它 以 区 间 为 变 
量 , 将 区 间 映 到 区 间 . Moore 给 出 的 区 间 牛 顿 算 子 是 
NCX) 一 x 一 下 (X)- FFGxz)， VEX， (9.10.2) 
这 里 CDCR" 为 有 "中 的 区 间 向 量 , 必 一 (Xi ,…,X,)7 是 一 个 7 
维 长 方 体 ,Xi4i 一 1,2,…,2) 都 是 区 间 . 玉 (X) 是 广 (rz) 的 包含 区 间 
扩展 , 即 对 任何 xEX, 有 六 (r)E 严 (KK). FF (X) 一 就 是 一 个 区 间 
和 扼 阵 的 道 .因此 , 式 (9. 10. 2 给 出 的 算 子 NCX) 仍 然 是 一 个 二 维 区 
间 向 量 , 并 有 以 下 性 质 : 

(1) 若 x"E 丰 是 方程 组 (9. 10. 1) 的 解 , 则 x" ENCX); 

(2) 若 素 站 NICX) 一 区 ( 空 集 ), 则 方程 组 (9. 10:1) 在 和 中 
无 解 ; 

(3) 若 NCX)CX 则 方程 组 (9. 10. 1) 在 筷 中 有 解 x" , 且 xE 
NGCr); 若 WCNCX)) 一 WCX)CWCX) 表 示 区 间 X 的 宽度 , 当 X= 
(XXX)T ,宽度 多 (X) 一 ( 印 (X) ,到 (X,))7), 则 方程 组 
(9. 10.1) 在 瑟 中 的 解 x "是 惟一 的 . 

根据 NCX) 的 性 质 , 可 构造 区 间 和 牛顿 迭代 

| Xi 一 了 门 NO (一 0,1,…)， (9.10.3) 
若 对 某 个 上 有 NCX:)CX+，, 且 多 (NE D)) 天 多 ( 生 ), 则 lim 和 太一 
为 方程 (9. 10. 1) 的 解 ; 若 隔 们 N( 了 ) 王 弛 , 则 方程 组 (9. 10. 1) 在 
X" 中 无 解 . 这 表明 区 间 牛 顿 法 每 步 欠 代 都 可 检验 方程 (9. 10. 1) 解 
的 存在 惟一 性 ,这 是 点 迭代 法 所 不 能 解决 的 ,也 是 区 间 和 闪 代 法 的 主 
要 优点 .但 是 , 求 NCX) 要 计算 区 间 和 抢 阵 玉 (X) 的 逆 , 要 按 区 间 运 
算 规 划 求 F(x) 的 区 间 扩 展 下 (X) ,再 求 逆 ,因此 , 解 区 间 线 性 方 
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程 组 的 工作 量 很 大 , 故 很 不 实用 . 为 减少 计算 工作 量 ,避免 求 首 ， 
Krawczyk 在 算 子 N(X) 基 础 上 引进 新 的 区 间 算 子 
天 (y,X) 一 了 一 Yr(y) 十 [TI 一 YEF'CX)](X 一 》)， 

(9. 10.4) 
其 中 yEX 是 X 中 任 一 点 , 为 非 奇 的 2 阶 矩 阵 , 即 YE R"”", 工 为 
7? 阶 单位 矩阵 . BF" (X) 仍 为 产 (xzr) 的 区 间 扩 展 , 称 政 (?, 愉 ) 为 
Krawczyk 算 子 . 区 间 向 量 X 一 [xz,z] 一 {xE R"| xz 和 xs<x)} 是 R" 中 
的 紧 凸 集 ,由 不 动 点 定理 可 知 , 若 NCr)=x 一 Yf(xz) 映 区 间 X 于 自 
身 , 即 玉 (X)CX, 则 存在 x” EX 为 六 (xz) 的 不 动 点 ,于 是 fCx” ) 一 0， 
而 对 任何 x,yE, 有 
和 (xzr) 一 NO) = NGCE)(z 一 J)，VEEX,NCr) 一 工 -Yf (xz)， 
故 

和 Cr) E KCy,X) 一 页 (y) 十 NOCX)(K 一 了 ). 

根据 Krawczyk 算 子 的 这 一 性 质 ,可 以 得 到 检验 方程 (9. 10. 1) 
解 存在 惟一 性 的 定理 . 

定理 9.10.1 设 f:X 一 [x,z]CR"-R" 在 X 中 连续 可 微 , 且 
, 放 包 含 区 间 扩 展 正 及 F',K(y,X) 是 由 (9. 10.4) 定 义 的 
Krawczyk 算 子 , 则 

(1) 方程 (9. 10.1) 在 X 中 的 解 都 在 天 (y,X) 中 ; 

(2) 若 和 门 久 (7,X) 一 好, 则 方程 (9. 10. 1) 在 正中 无 解 , 若 
KCy,X)CX, 则 方程 (9. 10.1) 在 天 中 至 少 有 一 个 解 ; 

(3) 若 天 (yy,X) 记 大, 旦 凤 (K(CY)) 一 风 (X)， 则 方程 
(9.10.1) 在 X 中 有 惟一 解 x"，, 且 以 癌 EX 为 初始 近似 的 迭代 
序列 

CD) 一 关 ( 旭 一 Yr(xw) (天 一 0,1;,…) 
收敛 到 x"” , 且 
| 一 交往 BCXD)， 
其 中 
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8 一 ax (WECYy ,7 CD) ) 一 1. 
此 定理 也 称 为 Moore 检验 , 它 可 通过 下 列 区 间 和 迭代 法 验 检 解 


- 的 存在 惟一 性 . 
算法 9. 10. 2 


三 
取 和 一 XX 一 [z,],y 一 m(X) (mmCX) 一 三 一 称 为 区 间 X 的 


中 点 ). 对 4&= 0,1，……， 计 算 


玉 (y,X4) 一 站 一 Ye 十 [IT 一 YaF'CX4)]CX 一 六 )， 
其 中 六 一 ma(X4) ,一 [ma(E CN) 一 . 若 生 站 天 (4 XOD 一 末 ， 
则 停止 计算 ,方程 在 X 中 无 解 ; 否则 令 

Xet 一 和 人 天 (Xe)， 
若 | 太 (CX4+ | 入 e( 给 定 精 诬 ), 则 停止 计算 ,并 取 mm( 和 XI) 作 为 并 
近似 ; 否则 & 十 1- 交 重新 计算 . 
只 要 存在 某 个 , 使 民 (y,X:) CCX， 且 W(CK(CYX)) 一 
WCX') 成 立 , 则 
limX” 一 "， 
算法 9. 10. 2 以 及 Moore 检验 定理 9. 10. 1 体现 了 区 间 帮 代 
法 的 特点 ,计算 量 也 比 区 间 牛 顿 法 (9. 10. 3) 大 为 减少 , 它 可 直接 用 
来 判断 方程 组 (9. 10. 1) 在 区 间 X=[z,z] 中 是 否 有 解 以 及 解 是 否 
一 ,如 解 存在 惟一 还 可 得 到 近似 解 的 误差 估计 . 
1980 年 , Nickel 给 出 一 种 球形 牛顿 法 , 它 是 区 间 和 迭代 法 的 另 
一 个 杰出 成 就 . 在 R" 中 的 ” 维 球 A 三 {xER"| ix 一 al 过 ~) 可 表 
示 为 4A=(ayr),aER" 为 中 心 , 记 作 mid4 王 ai r 为 半径 , 记 作 
rad4 一 一 对 xER" ,定义 正则 球 算 子 
Lxr 一 (hx 4r|》 
其 中 4 为” 阶 非 奇异 矩阵 ,ME (0,1), 记 工 天 入 4 六 . 设 :DC 
R" 一 R" ,对 每 个 形 如 
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若 刺 1 站 Ko 一 好 , 则 算法 停止 若 车 + 站 天 关 玫 , 且 轩 全 一 
mid 芝 t+:. 则 当 Jux+1 所 磋 " 定义 1 一 下 +l13 否则 定义 1 一 
(和 门 芝 ?这样 定 义 的 球形 牛顿 法 是 全 局 收敛 的 . 球形 牛顿 适 
代 同 样 具有 区 间 迁 代 的 特点 ,但 计算 交 球 仍然 较 复杂 . 


9.11 并 行 多 分 裂 方法 


多 分 裂 方法 是 为 多 处 理 机 设计 的 适合 并 行 计算 的 有 效 算法 ， 
这 类 方法 自 20 世纪 80 年 代 提 出 后 获得 很 大 发 展 ,在 求解 大 型 线 
性 问题 与 非 线 性 问题 中 已 被 广泛 应 用 . 特别 是 多 处 理 机 在 科学 计 
算 中 已 较 普遍 使 用 的 今天 ,此 类 算法 更 显 出 它 的 重要 性 ,而 且 它 不 
是 把 已 有 的 串 行 算法 并 行 化 ,而 是 将 大 规模 问题 “分 而 治之 ”转化 
为 若干 小 规模 问题 ,使 计算 效率 大 为 提高 ,算法 基础 是 线性 多 
分 裂 . 


9.11.1 线性 多 分 裂 方法 


给 定 线性 方程 组 
4xr 一 记 ， (9.11.1) 
4AERxrbER",A 可 分 裂 为 
4 一 M 一 N， (9. 11.2) 
其 中 M,NER'”",M 非 奇 且 容 易 求 道 , 和 迭代 法 
xit 一 MINxzt 十 MTID (一 0,1,…) (9.11.3) 


取决 于 不 同 的 分 裂 , 而 线性 多 分 裂 就 是 上 述 思想 的 推广 ,对 4 作 
多 种 形 如 式 (9. 11. 2) 的 分 裂 , 并 分 别 确定 形 如 式 (9. 11. 3) 的 相应 
选 代 , 总 体 选 代 定义 为 各 种 迭代 进程 的 线性 组 合 . 具体 地 给 出 下 面 
的 定义 ， 
定义 9.11.1 设 和 矩阵 4ER", 若 存在 矩阵 M, ,Ni ,下 GE 
R“" (一 1,2,… 江 ) ,满足 
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(1) 4 一 MI 一 N (一 1,2，… 工 ); 
《2) Mi (一 1,2,…, 工 ) 非 奇异 ; 
(3) 王 (! 一 1,2,… 沁 ) 为 对 角 元 素 非 负 的 对 角 矩 阵 , 且 


工 
BE, = 工 (Cn 阶 单位 矩阵 )， 
1=1 
则 称 三 重 集 合 {(M ,NE)|1: 王 1,2,…,L} 是 4 的 一 个 多 分 裂 . 对 
应 的 迭代 法 
工 
xi 一 > EMTCNxe 十 D (一 0,1，) (9.11.4) 


《mm 


称 为 解 线性 方程 组 (9. 11. 1) 的 线性 多 分 裂 方法 ， 
显然 式 (9. 11.4) 可 写成 
xittl 一 Grt 十 太 (一 0,1，)， (9. 11. 5) 
其 中 


工 上 
G= > EMIIN, ,1 一 >) EMTD. (9.11.6) 
1 一 1 tm1 


迭代 法 (9. 11. 4) 具有 内 在 的 并 行 性 ,因为 对 每 个 不 同 的 /， 
EMT: (CNx“* 十 5) 的 计算 是 独立 的 可 以 并 行 执行 , 当 互 的 第 ; 个 对 
角 元 素 为 零 时 ,M (CNx“ 十 思 的 第 ;个 分 量 无 需 计 算 , 因 此 ,只 要 
多 分 裂 M, 一 N 取得 适当 ,就 可 利用 无 需 计 算 的 若干 分 量 节 省 计 
算 时 间 . 对 迭代 法 (9.11.5) 收 义 的 充分 必要 条 件 是 p(G) 二 1 ,为 给 
出 迭代 收敛 的 充分 条 件 , 需 用 以 下 定义 ， 

定义 9.11.2 设 和 矩阵 4AE R"" 分 裂 为 4=M 一 N. 若 Mr 三 0， 
NE 三 0, 则 称 (M,N) 是 一 个 正则 分 裂 (regular splitting). 若 N 三 0 
换 成 MIN 三 0, 则 称 (M,N) 为 弱 正 则 分 发 

如 果 M 非 奇 且 M 十 N 的 对 称 部 分 是 正定 的 , 则 称 (M,N) 是 4 


的 一 个 已 正则 分 裂 .这 里 A 的 对 称 部 分 是 指 方 (4 十 47)， 


定义 9.11.3 设 4=(ay)ER"" 的 所 有 非 对 角 元 素 av 县 0 
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(ij 一 1,2, mi 天 让 ,有 旦 4 可逆 ,4 二 0, 则 称 4 为 M- 和 矩阵 . 若 
记 (4) 王 (au ), 其 中 


ar 一 


| ay |， 1 天 J， 

| az |，1 天 7 
如 果 (4) 为 ME 和 矩阵, 则 称 4 为 互 -矩阵 . 

由 定义 知 , 若 4 为 M- 矩 阵 , 则 4 一 定 是 五 -矩阵 ,反之 不 
成 立 ， 

定理 9.11.4 若 下 列 三 条 件 之 二 成立 , 则 线性 多 分 裂 方法 
(9. 11. 4) 收 敛 于 方程 (9. 11.1) 的 解 x". | 

(1) 4 三 0, 且 (M,,N)( 王 1,…, 江 ) 是 4 的 弱 正 则 分 裂 . 

(2) 4 对 称 正定 , (M,,N)(!=1,2,…, 工 ) 是 4 的 已 -正则 分 
裂 , 且 卫 =adf(a' 为 常数 ,! 王 1,2,…，, 工 ). 

(3) | MrIN -天 1( 一 1,2,…， 工 ). 

定理 9.11.5 设 4=(a)ER" 为 M- 和 矩阵 .了 D=diag(ai， 
az yyam ),A 一 了 一 C, 且 4 的 一 个 多 分 裂 {(CM ,Ni 匹 )17 一 1， 
2,… 沁 } 满 足 4 过 Mi 委 D( 一 1,2,…, 工 ), 则 有 


上 
p(G) = po( >)EMTIN)< po(D-C) 一 1 (9.11.7) 
= 一 1] 


定理 9. 11. 5 表明 在 所 设 条 件 下 ,和 迭代 法 (9. 11.4) 收 敛 , 注 意 
式 (9. 11.7) 对 和 矩阵 瑟 的 所 有 可 能 选取 均 成 立 . 

在 迭代 法 (9. 11. 4) 的 基础 上 , 若 引 入 松弛 因子 w>0, 可 构造 
松弛 多 分 裂 方 法 


类 
2 一 四 > EMTICN: 十 及 十 (1 一 oz 大 一 0 
(= 一 1 


(9. 11.8) 
当 w=1 时, 式 (9.11.8) 即 为 式 (9. 11. 4) , 它 也 可 写成 
2 Cox 十 人， 
和 迭代 矩阵 G.。 为 
*，538 。 


了 一 人 ar) 站 D，aED 
的 集合 ,如 果 存 在 非 奇 异 矩 阵 4 一 A(B) 和 正 实 数 AE (0,1), 有 
-1 xz 一 ?一 4ACFGz) 一 CO)) 1 过 14CFCGx) 一 Foy)) |， 
VYx,yE 忆 成 立 , 则 所 有 满足 这 些 要求 的 函数 了 统称 为 函数 类 下. 
若 fE 下 ,可 定义 球形 牛顿 算 子 
Nx 一 莽 一 LfCxr) 一 (人 x 一 AfCz) 1 AFCr) 1 ,re 了 B. 
《9. 10.5) 
显然 , Nx 是 一 个 球 , 且 
mid(Nx) 一 x 一 Af(z)， rad(Nx) 一 人 |AFCxr) | . 
对 球形 牛顿 算 子 N, 也 有 类 似 于 区 间 牛 顿 算 子 的 性 质 , 即 
(1) 若 xzEB, 则 xz") 一 0 的 充分 必要 条 件 是 x" 一 Nxr"， 
求 方程 (9. 10. 1) 的 解 等 价 于 求 N 在 虽 上 的 不 动 点 
(2) 若 xE 了 B 且 BINxz= 世 , 则 方程 (9. 10.1) 在 纪 中 无 解 ; 
(3) 若 对 VxE 有 NxrE 了 , 则 方程 (9. 10.1) 在 吕 中 有 解 x 
存在 ; 
(4) 若 x"EB,fGr  )=0, 则 x” ENr. 
利用 球形 牛顿 算 子 N 可 构造 球形 牛顿 法 . 
算法 9. 10.3 (球形 牛顿 法 ) 
初始 步 : 取 如 =D=(z,m) 计 算 Nx"， 
1. 车 和 于 站 Nro 一 节 , 则 算法 停止 . 
2. 若 妃 门 Nr? 上 则 定义 交 球 ( 交 球 是 指 包含 两 球 交 的 最 
小 球 ) 
真 0) 一 《和 如 门 Nr"). 
计算 步 : 假定 隔 (k 二 1) 已 定义 , 且 x 一 midX EX ,已 计算 出 
了 球 Nazr:. 
1. 车 了 车门 Nr: 一 好, 则 算法 停止 . 
2. 若 允 门 Nx 天 好 , 则 新 的 球 定义 为 
况 ff 一 《中 门 NX4》 
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工 
G.=w> EMTN, 十 (1 一 o) 


一】 


了 
= EMT[( 一 o)M, 十 oN]. (9.11.9) 
1 一 1 


定理 9.11.6 设 4ER"" 是 一 个 刀 - 矩 阵 . D 一 diag4, 记 了 一 
|DI-IC,{CM NE 一 1,2,…， 江 } 是 4 的 一 个 多 分 裂 . 且 
diag(CM)=D,(4)=(M) 一 |Ni1( 一 1,…, 工 ), 则 松弛 多 分 裂 方 


0 [ -2 一 
法 (9.11. 8) 对 任意 初 值 mER' 及 wE (0,T 二 50J7 ) 都 是 收 全 的 ， 


由 于 4 为 正 矩 阵 , 故 也 非 奇 异 且 p(CJD 一 1, 可 知 1<i2 万 <2， 


故 w=1 时 迭代 法 收敛 . 这 就 证 明了 多 分 裂 迭 代 (9. 11. 4) 收 敛 ， 
此 定理 9. 11.6 包含 了 定理 9. 11. 5 的 结论 ,但 条 件 减 弱 为 4 是 瑟 - 
矩阵 . 

对 不 同 的 多 分 裂 {(M, ,Ni,E,)|1!=1,2,…, 荆 } 可 构造 出 各 种 
不 同 的 多 分 裂 迭 代 法 .. 


9.11:2 非 线性 多 分 裂 方法 


考虑 非 线 性 方程 组 
”Fr) =0， (9. 11. 10) 
其 中 正 ， DCRr"-=Rr,FCr) 一 (万 C(xz)，… 太 (xz)) 
定义 9.11.7 设 F: DCR" 一 R", 令 忆 : DXDCR'XR 一 
R" ,使 
本 (xix) 一 Exz) (VYED L=1,2,… 工 )，(9.11.11) 
且 忆 ERx"( 一 1,2,…, 江 ) 为 非 负 对 角 和 矩阵 ,满足 


> 避 5 工 ， 
则 称 二 元 组 集合 {( 开 , 卫 , ) | 2 一 1,2,…, 工 } 为 下 (x) 的 一 个 非 线 性 多 
分 裂 , 对 应 的 迭代 法 
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Fr 对 ) 一 0， 
上 (一 1, 2 了) (9.11.12) 

人 人 已 y 人 ， 
称 为 解 方程 (9. 11. 10) 的 非 线性 多 分 和 方 法 ,简称 NM 方法 . 

定义 9. 11.7 是 定义 9. 11. 1 的 推广 ,因为 当下 (x) 一 4x 一 六 
时 , 若 取 下 (xi) 一 My 一 Nx 一 5 一 1,2,…, 江 ), 和 迭代 法 (9. 11. 12) 
便 是 和 迭代 法 (9. 11. 4). 

在 形式 上 ,与 线性 情形 一 样 ,NM 方法 具有 内 在 并 行 性 ,因为 
对 每 个 不 同 的 忆 ,%# 的 计算 是 彼此 独立 的 ,也 适合 于 并 行 计算 ,而 
且 瑟 的 第 ; 个 对 角 元 素 为 零 时 y% 的 第 ; 个 分 量 也 无 需 计 算 . 问题 
在 于 应 用 NM 法 时 如 何 选取 本 ,，…， 五 对 下 (z) 进 行 分 裂 及 求 方 
程 丽 ( 愉 ; 欠 ) 一 0 的 解 只 . 

对 F(Cz) 的 非 线性 分 型 有 各 种 不 同方 法 ,这 里 只 介绍 其 中 一 种 
较 常 用 的 . 令 整 数 集 N ={1,2,…,z)} 的 非 空 子 集 SCN (= 


1,2，…,L), 且 癌 S, = N ,其 中 各 S, 可 以 相交 ,对 ! 一 1,2,…, 


定义 瓦 , 王 diag(en,…yem) 是 非 负 对 角 和 抢 阵 , 且 er 一 0. 当 ;iES 时 ， 
对 ! 王 1,2,…, 工 定义 上 映射,， 及 "一 ~ 下 "”, 忆 一 (P， PDT 及 瓦 : 
RR" X 有 "~ RE Cxziy) 一 (Cr (Cxriy))T ,其 中 


工 ii fi 区 Si， 
Pit(x) 一 
二 长 i 全 S,， 
万 ((I 一 已 )x 十 Py)， 1iE Si， 
Ju Ci) 一 
(CCziyeeyZPiyyoZHgoyZo)， 了 笃 S, 


(9.11.13) 

显然 这 样 定 义 的 忆 (x;y) 满 足 本 (xir) 一 下 (xz), 于 是 {( ,已 )| 7 一 

1,2,…, 工 } 是 FCx) 的 一 个 多 分 裂 , 称 为 基于 块 S, 的 非 线性 块 多 分 

裂 , 显 然 对 i 侍 S, 的 廊 的 选取 对 相应 NM 法 的 结果 无 关 紧 要 , 具 

体 说 ,计算 交 时 注意 的 只 是 iE S' 的 那些 分 量 ,因此 ,实际 上 需 
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要 求解 的 是 关于 %(iE S) 的 子 方程 组 语 ( 共 ) 一 0GE S). 式 
(9.11.13) 中 关于 iE@S, 的 (xiy) 的 选取 只 是 使 得 瑟 (x;y) 与 定 
义 9.11.7 一 致 的 方案 之 一 . 

任何 一 种 NM 法 (9. 11. 12) 都 要 求 S' 上 的 子 方程 组 

BCxzti) 一 0 (一 1,2,…, 工 ) (9.11. 14) 

的 解 兴 , 这 些 子 方程 仍 需要 用 和 迭代 法 求 其 数值 解 ,但 子 方程 
(9.11. 14) 只 是 m 维 的 方程 组 ,m 是 子 集 S, 的 元 素 个 数 ,通常 
mm 若 使 屿 一 … 一 必 一 阅 , 这 样 工 个 mm 维 子 方程 可 分 别 在 工 台 
处 理 机 上 并 行 求解 ,由 于 mm 较 小 ,因此 计算 量 及 计算 时 间 均 可 大 
大 节省 . 至 于 求解 子 方程 (9. 11. 14) 的 方法 ,原则 上 可 用 前 面 已 介 
绍 的 求解 非 线 性 方程 组 的 任 一 种 方法 . 这 里 只 给 出 牛顿 法 , 非 线性 
SOR 法 ,SOR-Newton 法 ,Newton-SOR 等 四 种 方法 解 (9. 11. 14) 
得 到 的 NM 法 公式 . 

用 F,(xiy) 表 示 玉 Cxiy) 在 点 (x,y) 的 雅 可 比 和 矩阵 





jiCxiy) E Dr(Cxiy) 
9 dy 
Fi (xiy) 一 ， (9.11.15) 
afCriy) ae)| 
9 9ym 


并 用 太一 下 ,一 0 分 别 表示 矩阵 下 oo (xi 六) 的 对 角 , 严 格 下 三 
角 ,严格 上 三 角 部 分 ,由 于 下 (xt; tt) 一 下 ()， 因 此 ,如 果 从 纪 出 
发 用 一 步 牛顿 法 求解 方程 组 (9. 11. 14) 产 生 的 向 量 为 允 , 则 有 
四 一 必 一 [FOCNSED)] IFCON) (一 1 上)， 
间 六 of (大 全 0,1,，…)， 沁 站 4 
称 为 一 步 NM- 牛 顿 法 . 类 似 地 ,用 一 步 的 牛顿 -SOR 迭代 法 (9.5.7) 
解 方程 组 (9. 11. 14) , 则 得 
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| 3 2 一 oo[DY 一 了 和 门 辣 下 (xx) 〈! 一 1，……， 了 上)， 


x+l 一 六 9 代 二 0,1,…)， 
1 一 1 
(9. 11. 17) 
称 为 一 步 NM- 牛 顿 .SOR 法 . 若 用 非 线性 SOR 选 代 法 求解 方程 组 
(9.11.14), 则 得 ， 
由 户 (zt 六 yoiyZtiyyzt) 一 0 一 1 和 LIES 
解 出 ww, 令 闪 王 戏 十 on 一 玫 )，w 二 0 


(9.11.18) 
称 为 NM-SOR 法 . 若 用 一 步 SOR- 牛 顿 法 (9. 5. 10) 解 方程 组 
(9.11.14), 则 得 一 步 NM-SOR- 牛 顿 法 : 
对 /= 1,2,…，. 计算 
内 。 1 ass 4 内 ee 丰 
对 于 一 we ~>oiieas 
也 2 0 ， 全 2 ) 


上 
2f 一 > 也 ,天 一 0 1 
1m1 


(9. 11. 19) 
关于 NM 法 的 收敛 性 有 以 下 的 局 部 收敛 定理 . 
定理 9.11.8 设 下 : 也 CR 一 R" 的 多 分 裂 {( 书 , 忆 ) | 一 
1,…，L)，,xr* 为 了 (xz) 一 0 的 零点 ,假定 映射 瑟 (xiy)( 一 1,…， 工 ) 
在 点 (xz ,x" ) 的 邻 域 是 连续 可 导 的 , 记 M = 下 oo (xiy)，N 一 
一 Fa(xiy) 且 RM, 非 奇 异 , 则 {CM Ni 书 )12 一 1,… 江 } 是 下 (Cr ) 
的 一 个 线性 多 分 裂 , 如 果 


工 
六 三 of > EMDPN, ) 一 1， 
1 一 1 * 
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则 x" 是 NM 法 (9.11.12) 和 一 步 NM- 牛 顿 法 (9. 11. 16) 的 一 个 吸 
引 点 , 且 在 *"* 的 一 个 邻 域 中 取 初 始 近似 如 .上 述 两 种 迭代 法 均 收 
敛 到 xx" . 
定理 9.11.9 在 定理 9.11.8 的 条 件 下 , 若 令 Fw Cr" ix ) 一 
RM 一世 一 上 一 U 其 中 了 ,一 也 ,一 局 分 别 记 矩阵 AM, 的 对 角 , 严 
格 下 三 角 ,严格 上 三 角 部 分 , 且 Dj (! 王 1,2,…, 工 ) 非 奇异 , 记 
B, 一 过 CD, 一 wy)， C', = 过 [G1 一 wo) 了 二 癌 B 


(ax 07 2 1 了)， 
则 {(B,C' 十 Ni , 马 )17 一 1，… 沁 )} 是 下 (Cr ) 的 线性 多 分 裂 . 如 果 pp 一 


革 
of > BBC 十 N) ) 一 1, 则 x* 是 迭代 法 (9. 11. 17),(9. 11. 18)， 
Ym1 


(9.11. 19) 的 吸引 点 , 且 只 要 初始 近似 在 *”* 一 个 足够 好 邻 域 中 , 则 
上 述 三 个 NM 迭代 法 均 收 剑 到 xx” ， 


9.12 无 约束 最 优化 方法 


无 约束 最 优化 问题 是 一 类 很 重要 的 实际 应 用 问题 ,同时 非 线 
性 方程 组 (9. 1. 2 的 求解 ,也 可 转化 为 无 约束 最 优化 问题 ,本 节 只 
介绍 有 关 的 基本 概念 和 常用 算法 . 


9.12.1 基本 概念 


设 f:DCR' 一 R' ,在 域 忆 中 求 目标 函数 /的 极 小 点 问题 , 称 
为 无 约束 最 优化 问题 , 记 为 
minf xz)， x 一 (zi 和 yzo)T 和 R". 《9. 12. 1) 
定义 9.12.1 若 对 x" EDCR ,存在 3>>0, 使 当 |‖ xz 一 x” | < 
时 有 
JCxz) 达 Jr )， (9. 12. 2) 
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则 称 x** 是 了 的 局 部 极 小 点 , 若 x 天 x" 时 式 (9. 12. 2) 为 严格 不 等 
式 , 则 称 x" 为 了 的 严格 局 部 极 小 点 . 

定义 9.12.2 设 x… EDCR", 若 对 一 切 xED, 式 (9.12.2) 都 
成 立 , 则 称 x* “是 太 的 全 局 极 小 点 ,当天 zx" 时 式 (9. 12. 2) 严 格 不 
等 式 成 立 , 则 称 x "为 了 的 严格 全 局 极 小 点 . 

例 9.12.3 设 太 :R 一 RRI 为 

(xz) 一 4 十 4.5zi 一 4z 十 好 十 2z 一 2zz 十 寻 一 2zizo， 

求 minf(xz)( 通 过 作 图 得 到 ). 

解 ”目标 函数 了 的 等 高 线 如 图 9. 6 所 示 . 





由 于 x 一 (一 1.05,1.03)7 时 jz) 三 xz ) 一 0.51,x 在 x* 
邻 域 ," 一 (1.91,3.84)7 时 FCxz) 二 FE" ) 一 0.99,x 在 z* 邻 域 ， 
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这 表明 x" 及 28 均 为 局 部 极 小 点 .通过 计算 还 知道 在 R:z 中 Fx) 伍 
Fr ), 故 zx 是 于 中 的 全 局 极 小 点 . 
直接 用 定义 检验 x" 是 否 为 局 部 极 小 点 是 很 困难 的 ,需要 得 到 
局 部 极 小 点 的 必要 条 件 和 充分 条 件 才能 建立 计算 方法 . 根据 多 元 
函数 的 极 值 必 要 条 件 可 得 下 面 定 理 ， 
定理 9. 12. 4( 必 要 条 件 ) 假定 f:DCR"~~Rr" Eint(D)， 
了 在 x" 的 邻 域内 连续 可 导 , 且 Yx" 为 了 的 局 部 极 小 点 , 则 
G(xz") 一 yx ) 一 0， (9.12.3) 


”其 中 GCz) 一 VCr)= (下 王 , 2) 称 为 太 的 梯度 


9zz 

向 量 ， 

条 件 (9. 12. 3) 是 极 小 点 的 必要 条 件 ,满足 条 件 (9. 12. 3) 的 点 
称 为 稳定 点 , 它 是 否 为 极 小 点 还 要 用 到 充分 条 件 . 

定理 9. 12. 5( 充 分 条 件 ) 设 f:DCR"~~R': 二 阶 连续 可 导 ， 
x" Eint(D) 满 足 条 件 (9. 12. 3) 且 抢 阵 百 (xr" ) 一 VCxr" ) 正 定 , 则 
x"* 是 了 的 严格 局 部 极 小 点 . 

这 里 下 是 y 的 黑 塞 (Hesse) 和 抢 阵 . 

ac - (到 生 ).。 


9zigdZi 
(Cr ) 是 对 称 的 ,如 果 对 YyER"，,y 天 0 都 有 
(y,HCr')y) 一 JHCxz )y 二 0， (9. 12. 4) 
则 称 再 (x” ) 是 正定 的 . 
外 


如 果 /为 正定 二 次 函数 F(zx) 一 到 24x 一 六 x 十 c,4E R"x" 对 


称 正 定 ,x,bER'，c 为 常数 , 则 minf(xz) 有 惟一 极 小 点 . 因为 CCx) 一 
V(xr) 一 4 一 5 ,由 定理 9.12.4 知 , 极 小 点 x* 满足 hx "一 5 一 0, 即 
x "一 A-10. 另 一 方面 理 (x* ) 一 4 对 称 正定 , 故 由 定理 9. 12. 5 知 
x“* 为 了 的 惟一 极 小 点 . 
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9. 12.2 下 降 算 法 与 一 维 搜索 


求 无 约束 最 优化 问题 (9. 12. 1) 的 一 类 重要 迭代 方法 就 是 每 一 
步 迭 代 都 使 函数 值 fCxr*) 减 小 , 即 
Crxtrl) 一 Cr (一 0,1…)， (9.12.5) 
这 类 算法 称 为 下 降 算 法 . 其 一 般 原 则 是 从 某 一 初始 近似 zo 出 发 ， 
沿 一 个 适当 方向 po, 令 妆 一 始 十 ps,A>>0, 确 定 步 长 上 一 Ap 使 
Fr 一 Goxo 十 pepo)< 一 Foxo) ,一 般 情 况 是 从 愉 出 发 , 沿 fx) 下 
降 方向 记 用 一 维 搜索 方法 选择 步 长 & 一 心 , 得 到 x+ ，, 即 


xttl 一 太 十 ip (==- 0,1,…)， (9.12.6) 
使 式 (9. 12. 5) 成 立 , 另 一 种 选择 六 的 方法 是 使 
(CE 十 Atpe) 本 minj(x 十 pps)， (9. 12.7) 


这 就 是 一 维 搜索 的 下 降 算 法 . 从 算法 步骤 看 到 下 降 方向 让 和 步 长 
因子 wx 构成 每 一 迭代 步 的 修正 量 ,是 决定 算法 好 坏 的 重要 因素 . 
关于 下 降 方向 天 的 选择 ,以 指向 极 小 问题 的 最 优 解 或 使 /下 降 最 
快 的 方向 为 佳 . 以 二 维 情形 为 例 , 若 了 的 等 高 线 族 如 图 9. 7 所 示 ， 
* 为 极 小 点 ,图 中 给 出 三 个 方向 五,, ,显然 ,最 理想 的 是 取 
天 一 ,因为 它 直 指 极 小 点 方向 . 但 是 ,一 般 是 难于 求 得 的 ,通常 可 
根据 函数 了 的 解析 性 质 确定 尽 可 能 好 的 下 降 方向 pt 
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选择 步 长 因子 mx 使 式 (9. 12. 7) 成 立 就 是 一 维 搜索 , 它 将 多 维 
目标 函数 转化 为 一 维 目 标 函 数 


po 一 Fu 二 pp (9.12.8) 
的 极 小 问题 . 若 了 在 域 了 D 中 可 导 , 即 可 由 
wo =0 (9.12.9) 


确定 稳定 点 ,从 而 求 得 ms. 解 方程 (9. 12. 9 的 方法 很 多 都 可 作为 
一 维 搜索 算法 ,其 中 以 二 次 插值 法 ( 即 求 根 的 抛物 线 法 ?收敛 较 快 ， 
是 较 常 用 的 一 维 搜索 算法 . 设 9p(C) 在 AP yi 一 1 一 2 的 函数 值 为 9 
9 一 1， 9 一 2 ,利用 二 次 插值 可 求 得 
Arl 一 Ai 十 pi E VCp Ar-1) 
2 BC yiriyprz)》 

并 算出 Pi+1l 一 9p(CHm+i ) ,再 从 Piy Hi-1yA2 中 去 掉 对 应 函数 值 最 大 
的 点 代 以 新 点 w+l, 得 到 三 个 新 点 ,重复 上 述 过 程 直到 满足 精度 要 
求 为 止 . 


9.12.3 最 速 下 降 法 与 牛顿 下 降 法 


在 下 降 算 法 中 最 古老 和 基本 的 数值 方法 是 最 速 下 降 法 ,假定 
F(z) 二 次 连续 可 导 , 设 za 为 初始 近似 ,x+ 为 上 次 近似 ,将 jz) 在 
zx 处 接 泰 勒 公式 展开 得 

Fi 十 pp 一 FCxt 十 pVFCzt)m 十 oClppell)， 

(9. 12. 10) 

其 中 Ye) 为 函数 fFCxz) 在 处 的 梯度 向 量 ,o( | pz | ) 对 充分 

小 的 六 是 高 阶 无 穷 小 量 , 因 此 ,要 使 不 等 式 

大 从 十 pp 一 FCOxe) 
成 立 , 式 (9.11.10) 中 央 的 一 次 项 系数 起 决定 作用 , 即 忽略 关 的 高 
阶 项 ,要 求 
Vonr)rzpe 一 0. 
.如 果 V(xte) 天 0, 则 使 上 式 成 立 的 庆 可 以 有 无 穷 多 个 ,但 使 
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1Y F(xre7px| 取 最 大 值 的 庆 却 只 有 一 个 ,因为 使 
1VFGcD)rpe 过 1 VFGe) 1 Eee 
成 为 等 式 , 当 上 且 仅 当 天 =VFCr) 时 才 可 能 ,此 时 
VCrDTVForx) 一 上 VFCxe 用 ， 
亦 即 当天 = 一 VCrz) 时 使 VCz)p 取 到 负 最 小 值 ,这 说 明 在 六 
的 适当 小 范围 内 , 负 梯 度 方 向 
Pre 一 一 VF(i) 
是 使 fF(x) 下 降 最 快 的 方向 . 此 时 ,有 
zt 一 太一 piVOt) (一 0,1,…)， (9.12.11) 
其 中 Az 满 足 式 (9. 12.7) 的 要 求 ,这 样 得 到 的 算法 就 是 最 速 下 降 
法 ,也 称 梯 度 法 . 这 个 方法 的 优点 是 程序 简单 ,每 步 和 迭代 计算 量 少 ， 
从 一 个 不 太 好 的 初始 近似 癌 出 发 也 能 收敛 到 局 部 极 小 点 ,但 是 这 
个 方法 收 和 敛 慢 ,特别 是 了 的 黑 塞 矩阵 吾 (x) 呈 病态 情形 时 ,收敛 更 
慢 , 甚 至 花 大 量 时 间 仍 算 不 出 要 求 的 结果 . 
定理 9. 12.6 设 f:DCR"-~RI 在 凸 集 Du.CD 上 二 次 连续 可 
微 ,其 黑 塞 矩阵 百 (x) 在 D。 上 满足 
到 7 人 委员 By 入 My ， 
其 中 M>m>>0,yERR" 为 任意 非 零 向 量 , 对 任 给 的 初始 近似 如 E 
Du ,集合 S={zlFGxz) 委 Fox))CDs 有 界 , 序 列 { 习 )} 由 最 速 下 降 
法 产生 , 则 
(1) 了 在 D。 中 存在 惟一 的 全 局 极 小 点 xY” E Do; 
《2) 《2 收敛 到 x* , 旨 有 和 佑 计 式 
1 驻 一 站 和 czgt， cz 所 co， 
WCGDE CD CC ) 一 xz))， 
其 中 
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go 一 (1 一 5 
最 速 下 降 法 只 有 线性 敛 速 ,其 收银 因子 q 依赖 于 矩阵 再 (z) 
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的 条 件数 p 一 艺 (M,m 分 别 表示 焉 (x) 的 最 大 与 最 小 特征 值 ). qu 一 
1 一 扩 ”; 要 使 w 尽量 小 则 要 求 ps1; 但 是 , 若 遇 到 很 大 如 pr-;~0 
的 情形 , 则 ml1, 此 时 酝 (z) 的 最 大 与 最 小 特征 值 相差 很 大 ,矩阵 
互 (x) 出 现 严重 病态 .对 了 是 二 维 正定 二 次 函数 而 言 , 若 其 等 高 线 
族 是 一 族 很 扇 的 棋 圆 ,由 最 速 下 降 法 所 得 选 代 序列 {x} 绕 道 前 进 ， 
每 次 搜索 方向 严重 偏离 梢 圆 族 中 心 x" 的 方向 , 且 每 次 迭代 所 跨 的 
步 长 很 小 ,如 图 9.8, 这 时 使 用 最 速 下 降 法 效果 极 差 ， 


CE 
图 9.8 
为 了 改善 梯度 法 的 收敛 性 ,可 将 牛顿 法 用 于 解 方程 


CCr) 一 VCr) 一 0. (9. 12. 12) 


若 于 (z)= 一 VCx) 正 定 , 则 可 构造 解 最 优化 问题 (9. 12. 1) 的 牛 
顿 法 


Xtf 一 认 一 百 (x) VCxr) (一 0,1).， (9.12.13) 
若 记 吏 三 一 再 ( 闪 ) 一 VCe)， 称 为 牛顿 方向 ,而 
再 ( 礁 ) 了 一 一 VD) (9. 12. 14) 


称 为 牛顿 方程 . 由 牛顿 法 的 局 部 收敛 定理 9. 3. 3 可 知 ,序列 {z } 二 
阶 收敛 到 x"” ,特别 是 当 fx) 为 二 次 函数 , 且 吾 (z) 正 定时 ,由 于 
VD) 一 VFGr) 十 V2FCrz)C 一 妈 ) 
一 Vf(Cz) 十 于 (xx 一 如 ) 一 0 

的 解 zx 一双 一 下 (xz) 一 VC) 一 六 ,说 明 用 牛顿 法 求 正定 二 次 函 

数 的 极 小 点 *” ,只 需 迁 代 一 步 就 得 到 精确 解 x” ,具有 这 种 有 限 选 

代步 求 得 正定 二 次 函数 极 小 的 算法 , 称 为 具有 二 次 终止 性 . 它 表明 
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计算 公式 为 
一 不 十 pp 


VF(zD)T ， 
= 一 区 二 各 或 fx 十 mp = minf(ze 十 ip)， 


ti 一 一 VFGCr) 十 JPuey 


_ VCxtDTHCzD) 有 或 到 二 VFCrtD)TVFCrrl) 
PTH(Cz)P 有 VFCxrtD)TVwFCrt) ” 


(一 0,1,…) . 《9.12. 16) 

由 式 (9. 12. 16) 给 出 的 共 生 梯 度 法 一 般 要 计算 互 (六 ) ,如 不 方 
便 可 改 用 公式 中 不 计算 于 ( 叉 ) 的 式 子 . 

定理 9.12.7 若 fF(x) 满 足 定理 9. 11. 6 的 全 部 条 件 , 则 由 式 
(9. 12. 16) 产 生 的 序列 {x)} 满足 

(1) 序列 {jF(e) } 为 严格 单调 下 降 有 下 界 序列 ; 

(2) 序列 { 疡 } 的 极限 点 x" ED 且 VFCr" ) 一 0; 

(3) xx" ED 为 最 优化 问题 (9. 12. 1) 的 严格 全 局 极 小 点 . 


人 


9.12.5 变 尺度 法 


为 避免 牛顿 法 及 共 恩 梯度 法 计算 二 阶 导 数 和 矩阵 百 Cx) 及 求 它 
的 逆 阵 ,可 将 求解 非 线 性 方程 组 的 拟 牛 顿 法 用 于 解 方程 (9. 12. 12)， 
从 而 得 到 解 最 优化 问题 (9. 12. 1) 的 拟 牛 顿 法 , 称 为 变 尺 度 法 ,这 类 
方法 内 容 很 多 ,以 秩 2 拟 牛 顿 法 较为 常用 ,下 面 只 给 出 两 个 常用 的 
算法 . 令 

8 一 Xit+l 一 于 ,中 一 用 Fi) 一 有 Fe 一 于 十 AP 

“ (R 一 0,1,…)， 《9. 12. 17) 

这 里 术 一 一 了 VC ) ps 由 一 维 搜索 确定 . 即 
丰 ( 太 十 mpk) 二 miny (xx 十 ppi). 
如 果 杰 的 递 推 公式 为 
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牛顿 法 具有 二 次 终止 性 , 当 瑟 (过 ) 正 定 对 称 时 由 于 (VF( 太 ),P2) 一 

VCxtT[ 一 再 (xze-VFCz)] 一 0. 故 选 大 三 岂 也 是 下 降 方向 ,于 

是 可 构造 牛顿 下 降 算 法 ， 

xt 一 巡 一 pH VC (一 0,1…)， 

(9.12.15) 

Au 满足 条 件 (9. 12. 7) , 即 

7 十 AP) 一 min 十 Ap). 

这 种 算法 可 用 于 改进 梯度 法 的 收敛 性 ,但 它 每 步 要 计算 了 的 黑 塞 

失 阵 抽 (x) 并 求 逆 计算 量 较 大 , 且 当 百 (x:) 的 逆 不 存在 或 病态 时 

px 仍 应 选 为 负 梯 度 方向 Ps 一 一 VCxe). 


9.12.4 共 斩 梯 度 法 


共 生 梯 度 法 是 求 最 优化 问题 最 有 效 的 方法 之 --, 它 较 最 速 下 
降 法 更 优越 ,对 二 次 函数 求 极 值 不 超过 步 迭代 即 可 求 得 精确 解 ， 
故 它 是 二 次 终止 的 算法 .方法 是 基于 对 函数 F(z) 的 二 次 各 近 , 当 
了 满足 定理 9. 12. 6 的 条 件 时 , 取 初 始 近 似 如 Emo, 本 一 VCxzo)， 
将 PC 十 ppo) 于 z 附近 按 泰 勒 公式 展开 ,忽略 三 次 项 ,得 


1 :7 


Fr 十 ppo) 人 FFCxo) 十 pVFCxz)Tpo 十 训 人 3 五 (xo)po， 


近似 式 右 端 为 w 的 二 次 函数 , 因 下 (x?) 正 定 , 即 呀 再 (xo)po 二 0, 故 
使 该 二 次 函数 取 极 小 的 z 为 
YAFCz) po 
2 两 百 CxaJpo 
若 令 忆 =x 十 mopoypi 一 一 VFGxl) 十 mpo 要 求 满足 眶 再 (xo)po 一 
0, 则 得 
-ee jc) 玫 (x2)po 
peB(xr)poe “ 
若 已 求 得 如, 阅 了 及 po pi …, Pi, 则 一 般 的 共 配 梯度 法 
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至 :yxyt 吾 SS 二 
及 一 且 一 一 一 一 十 一 一 (R 一 0,1……)， (9. 12. 18) 
夺 t+1 类 了 8 人 未 夺 访 


则 称 此 公式 为 DFP(Davidon-Fletcher-Poweil) 算 法 . 
若 B, 的 递 推 公式 取 为 


7 Sky NT ，SxST 二 
Bu = ( 中 )Bs 人 ( 3 ) + 和 0) 





(9. 12. 19) 
则 称 为 BFGS(Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) 算 法 . 

上 述 两 种 算法 的 搜索 方向 站 = 一 肪 VF(t), 当 有 吨 为 对 称 正 
定时 了 3 与 P 一 一 VC 六 ) ,表明 是 在 Br 度量 意义 下 的 最 速 下 降 方 
向 . 在 迭代 过 程 中 Bz: 是 不 断 变化 的 , 故 两 种 算法 均 为 变 尺 度 算 
法 ,方法 的 搜索 方向 是 下 降 方 向 , 且 方 法 具有 二 次 终止 性 . 计算 时 
初始 矩阵 及 可 取 为 对 称 正 定 和 矩阵 再 (x) 一 也 可 取 驰 一 开 单 位 矩阵 )， 


9.13 ” 非 线 性 最 小 二 乘法 


在 9. 1.2 节 中 已 经 指出 用 最 小 二 乘法 处 理 实验 数据 的 曲线 拟 
合 问题 时 ,关于 参量 的 数学 模型 为 非 线 性 就 是 非 线 性 最 小 二 乘 问 
题 (9. 1. 8), 解 超 定 非 线 性 方程 组 (9. 1. 10) ,也 可 转化 为 非 线性 最 
小 二 乘 问题 , 设 1:DCR' 一 R" ,一 (太太 并, 定义 函数 


5 三 壮 fCor7Co， (9.13.1) 
显然 p:DCR"~~R , 非 线性 最 小 二 乘 问题 是 求 
5 二 有 本 ， 
minp(z) 一 min 玛 7Cz)T7(Cz)， (9.13.2) 


即 求 目 标 函 数 p 的 最 优化 问题 . 因此 它 可 用 9. 12 节 讨 论 的 所 有 最 
优化 方法 求解 .但 是 由 于 问题 (9. 13. 1) 目标 函数 的 特殊 形式 . 有 可 
能 得 到 便于 计算 的 特殊 算法 . 根据 极 值 必 要 条 件 , 若 了 在 上 可 
微 ,由 式 (9.13.1) 对 p 求 导 , 得 
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CGGCxr) 一 V8(r) 一 DJ(x)7rGx) 一 0， (9.13.3) 
称 为 法 方程 ,其 中 


3 3 岂 .3 





9Dzl 9zri zl 
DF(Cxz)TI 一 1 

3 六 3 .3 大 

dr。 gzn [2 


为 构造 求解 方程 (9. 13. 3) 的 迭代 法 ,可 在 点 娘 EDD 附近 求 

fxz) 的 线性 近似 有 (Crz), 若 对 (xz) 做 泰勒 展开 ,其 线性 部 分 为 
fx) 之 DH(e)C 一 站) 十 Fr ) 一 有 (xz). 
若 用 kz) 代替 式 (9. 12.3) 中 的 f(x) , 则 得 
DiCx)TACr) 一 0， 《9. 13. 4) 
由 此 可 得 线性 方程 
DJrCxoD)Tr[LDf(xD)Cxz 一 居 ) 十 fCxto]= 0， 

此 方程 解 记 作 x” ,于 是 
xi 一双 一 [DJfCxD)TDFCr)]-IDFCrxDOTFCOm) (一 0,1，) 
称 为 高 斯 -牛顿 法 . 并 可 改写 为 

亿 一 在 十 下 ， 

天 = 0,1,… 
[LDfCrx)TDFCx)]p 一 一 DFCx)TFCxe)， 

《9. 13. 5) 

注意 此 方法 与 直接 用 牛顿 法 解 方程 (9. 13. 3) 不 同 ,因为 直接 
用 牛顿 法 解 要 计算 Vyp 的 导数 , 即 的 二 阶 导 数 ,计算 较 复杂 ,而 式 
(9. 13: 5) 只 计算 PDF (xD) ,较为 简单 . 在 式 (9. 13.5) 中 下 是 下 降 方 
向 , 它 也 可 进行 一 维 搜索 . 只 要 引入 搜索 因子 px，, 即 

Xi+l 一 录 十 ppk， 
十 Apz) 一 mipp(x 十 / 吧 ). 
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在 使 用 时 为 了 改善 矩阵 [DF(x')IDF(z)] 的 条 件数 ,通常 可 
引进 一 个 参数 ms 之 0, 称 为 阻尼 因子 ， 0 13. 5) 改 为 

2 一 下 十 Pa)， 二 

Pie( 凡 ) 一 一 LDOx)IDF(e) 十 mu 和 站-DFCx)TF(Oe)， 

(9.13.6) 
称 为 阻尼 最 小 二 乘法 . 也 称 为 Levenberg-Marquardt 法 , 它 是 高 斯 - 牛 
顿 法 的 改进 . 也 是 求解 非 线 性 最 小 二 乘 问题 一 个 较 常 用 的 方法 . 算 
法 中 引进 阻尼 因子 wu 是 使 矩阵 [LDFCx'*)IDFCxe) 十 mx 门 的 条 件数 
得 以 改善 并 保证 其 正定 性 ,ms>>0 应 使 PC(z:) < 一 p(t) 成 立 . 可 以 
证 明 当 w>0, 记 (Ap) 是 使 PCxz) 在 x 一 太 处 下 降 的 方向 ,因为 此 时 
PC TVp( 只 ) 一 一 PoOTLDFCzOTDHox) 十 pips(Co) 一 0， 

故 只 要 选 w>>0, 总 可 保证 p(z+D)<p( 夫 ) ,但 当 A>>0 越 大 ,序列 
{ 六 } 收 敛 越 慢 ,而 若 六 太 小 , 则 收敛 域 过 小 ,初始 近似 癌 受 限 制 ， 
因此 ,适当 选取 ms 在 计算 中 是 很 重要 的 ,实际 计算 时 可 适当 调节 ， 
具体 方法 见 算法 9. 13. 1. 

算法 9. 13.1 (阻尼 最 小 二 乘法 ) 

(1) 置 初始 近似 次, 误差 限 s>0, 阻 尼 因 子 pe (可 取 ro = 
10 一 ) ,缩放 常数 v( 可 取 " 一 2,5 或 10). 

(2) 计算 Fr ),DHCr),DFCrDTDFCr)pCr) VPCtt)， 

(3) 解 线性 方程 组 求 得 Pre(pk) 一 pe， 

LD 太 (xD)TD 太 ED) 十 mi 门 P 一 一 DFCxt)TFCe)， 
(4) 天 ”一 全 十 pu) 计算 pCr+1)， 


(5) 若 pCr+1)<p(zt) , 取 和 一 公转 第 (3) 步 求 得 新 的 了 3+1 及 


9CGC ), 若 p(z) 之 9( 共 ) 则 转 第 (7) 步 ,否则 太 +1 一 并 +， 
PC 一 pt) 转 第 (7) 步 
(6) 若 PC 过 9( 闪 )， 取 秋 一 rs 转 第 (3) 步 . 
67) 若 上 Pu| < 或 下 YpCe) 1 = 人 DCxoO77Cxz 1 <e. 则 
终止 ,xsx ,否则 以 好生 代 六 转 第 (2) 步 . 
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10 常 微分 方程 初 值 问 题 的 数值 方法 
10.1 引言 


10.1.1 常 微分 方程 的 初 值 问题 


一 般 mm 阶 常 微 分 方程 的 形式 是 
FCzyyyy yy ) 一 0. 〔( 雪 ,1 示 
如 果 函 数 y(Cz) 定 义 在 区 间 工 上 ,在 工 上 具有 产 阶 导 数 , 且 满足 方 
程 (10. 1. 1) ,就 称 它 是 方程 (10. 1. 1) 的 解 . 
如 果 方 程 (10. 1. 1) 能 写成 
3m 一 FFCzyyyy YYyorD)， (10.1.2) 
则 称 方程 写成 显 式 形 式 . 如 果 方 程 (10.1. 1) 具 有 形式 
an(Z)y 十 az)y 十 … 十 ao(z)y 一 SG)， 
《10.1.3) 
则 它 是 严 阶 线性 方程 (其 中 a。(z) 天 0). 
一 般 方程 (10. 1:1) 有 许多 解 , 若 要 确定 某 个 解 就 要 外 加 一 些 
条 件 . 本 章 主 要 讨论 的 一 阶 方程 初 值 问题 (initial value 
problem) 是 : 
型 = zy)， 人 (10.1.4) 


3y(Czro) 一 yo。 (10.1.5) 
其 中 式 (10. 1.4) 是 微分 方程 , 式 中 了 是 已 知 的 函数 . 式 (10. 1.5) 
是 初始 条 件 (initial condition) , 式 中 的 yw 是 已 知 的 值 . 
定理 10.1.1 设 了 为 z,y 的 连续 函数 , 则 初 值 问题 
(10. 1.4),(10. 1.5) 在 包含 ze 的 区 间 上 有 解 y(z) 的 充分 必要 条 
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件 为 
区 + 上 | Geyy(D)dt。 (10. 1.6) 
20 


定义 10.1.2 如果 存在 常数 工 >0, 使 函数 f(z,y) 对 所 有 区 

域 DCR 上 的 点 (zy 和 (zyyz) 都 有 
| FGz,y) 一 zy) | 去 工 1 一 |， (10.1.7) 

则 称 函 数 fr(z,y) 在 D 上 满足 对 变量 y 的 利 普 希 茨 条 件 
《Lipschitz condition) ,常数 工 称 为 太 的 利 普 希 茨 常 数 (Lipschitz 
constant). 

假设 郴 数 f(Cz,y) 定 义 在 凸 域 DCR2: 上 ,上 且 有 对 变量 > 的 连续 
偏 导数 . 如 果 存 在 常数 工 >0, 使 得 对 所 有 (z,y)ED 都 有 


2 
| 如 ce,o|< 


则 和 了 在 乙 上 满足 对 变量 y 的 利 普 希 茨 条 件 , 其 中 的 利 普 希 茨 常数 
就 是 工 , 

定义 10.1.3 ”如果 初 值 问题 (10. 1. 4) (10. 1.5) 满 足 ; (1) 存 
在 惟一 的 连续 可 微 的 解 . (2) 对 任意 的 es 之 0, 存 在 正常 数 &(e) ,使 
当 |eo|<e 且 [ze,g] 上 连续 函数 SC(z) 满 足 16(z)1 一 e 时 , 初 值 问题 


眉 = zs) 十 SCz) (nm 二 二 反 日， 


z(zo) 一 y 十 eo 
的 解 存 在 , 且 对 一 切 zo 委 zs 满足 
| z(z) 一 y(z) |<< Ce)e， 

则 称 初 值 问题 (10. 1. 4),(10. 1. 5) 是 一 个 适 定 的 问题 Cwell-posed 
problemy). 

上 述 定 义 中 (2) 的 意义 是 初 值 问题 的 解 连续 依赖 于 初 值 及 方 
程 右 端 的 函数 . 

定理 10.1.4 设 了 在 D={((z,y)lz 和 zs 和 bo 一 co 一 y 二 
十 co} 上 连续 , 且 满 足 对 变量 y 的 利 普 希 茨 条 件 , 则 初 值 问题 
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(10. 1.4),(10.1.5) 对 任意 的 初 值 w 是 适 定 的 . 
一 阶 常 微分 方程 组 初 值 问题 的 一 般 形式 为 


d 
训 全 1CZyy ?2 yym) yyICzo) 2 


党 一 疡 (72 一 0， (10.1.8) 
dy -- CCzyyiyyz yw) ywm(zo) 一 ymo， 

证 

记 向 量 ?三 (yy ，…，ym)T ,了 一 ( 户 ， 户 ,大 )T ,其 中 太一 
万 (zyyya yyn)Gi 一 1)2，72) .一 (ioy3ooy3yoo) ， 则 方 
程 组 (10.1. 8) 的 向 量 形式 是 


性 (mm 去 工 云 轧 ， 有 
y(zo) 一 yo 

J(z,y) 对 变量 ”的 利 普 希 蒋 条 件 为 : 存在 常数 工 盖 0, 使 函数 
jz,y) 对 避 上 的 点 (z, 凡 ?和 (z,yz) 都 有 

上 7FGzyy) 一 frzyz)| 入 工 | 一 天 上， (10. 1. 10) 

其 中 的 外 。|| 是 Re 中 任 一 种 范 数 . 初 值 问题 (10. 1. 9) 的 适 定性 概 “ 
念 和 定理 可 以 仿照 定义 10. 1. 3 和 定理 10. 1. 4 写 出 , 

mm 阶 常 微分 方程 初 值 问题 的 一 般 形 式 为 


-7(cy 业 3) 








dz dz 
7 和 0 (10.1.11) 
IT0 下 
yCm) = 一， 2 一 罗 元 衬 一 光 r 
如 果 设 
dy d7 3 


3 JR E 9 dz 


则 z 阶 方程 的 初 值 问 题 (10. 1. 11) 可 以 化 为 方程 组 初 值 问题 的 
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本 Mi(zo) 一 y， 
三 (10.1.12) 
-一 mm 一 一 9 (zo) 一 yo 9 
dr .yym 了 一 1 0 
d 


《mr 一 1) 


让 一 Jrzyiyyzym)， ynm(zo) 一 0 


10.1.2 数值 离散 方法 


考虑 初 值 问题 (10. 1.4) ,(10. 1.5) 在 区 间 [z,, 扑 上 的 离散 解 ， 
引入 点 列 {z,}, 满 足 
Te 一 Ze 1 十。 (天 一 1 2 …)， 
其 中 A>0, 称 z, 为 节点 ,jn 为 步 长 . 通常 考虑 h 为 常数 的 情形 ， 
即 i 一 A(z 一 1,2,…), 这 情形 称 为 等 步 长 的 ,此 时 有 
zu 一 zo 十 zj (一 1,2,)， (10.1.13) 


取 刀 使 一空 一 N 为 正 整数 , 求 [zs, 执 上 的 离散 解 , 就 是 在 点 


列 {z,}-* 上 求 初 值 问题 解 的 近似 值 . 以 下 记 初 值 问 题 (10. 1. 4)， 
(10. 1.5) 的 准确 解 y"(Cz) 在 z 点 的 值 为 y>(zu)， 而 在 某 一 数值 方 
法 中 y(z,) 的 近似 值 记 为 yw ,并 记 廊 =Czo,yn)， 

定义 10.1.5 ”如果 确定 序列 {y。} 的 一 个 计算 方法 是 由 w+， 
太一 0,1,…,) 的 线性 关系 所 组 成 . 即 


二 是 
> aiyui 一 旧 有 ， (10. 1. 14) 
0 7 一 0 


则 称 此 方法 为 太 步 的 线性 多 步 法 (linear multistep method) , 其 
中 , 设 w 天 0, 上 且 ao 两 者 不 能 全 为 0 
因为 式 (10.1. 14? 可 以 两 边 同 乘 一 个 常数 因子 ,所 以 可 规定 
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o 一 1, 这 时 线性 多 步 法 可 写成 
De 一 一 on 一 aiyn+l 一 … 一 CiIyehr-l 十 
六 ( 凡 廊 十 7 十 … 十 序 Fe)， (10.1. 15) 
如 果 已 知 2nyyn+ti…… 和 yi 之 值 ， 就 可 通过 式 (10. 1. 15) 计 算 
ywfi, 在 开始 计算 时 ,要 用 到 计算 的 初 值 yw ,y ，…，yc-i， 除 了 wm 
是 由 初始 条 件 (10. 1.5) 给 出 外 ,> ，…，,>-i 要 通过 别 的 办 法 给 出 . 
yoyyy…y yi 给 出 后 ,就 可 通过 式 (10. 1. 15) 逐步 计算 yw， 
SS 
定义 10.1.6 从 mw 的 值 计算 y,++ 的 方法 , 称 为 单 步 法 (one- 
step method). 
在 方法 (10. 1. 14) 或 (10. 1. 15) 中 ,如 果 一 1, 就 是 线性 的 单 
步 法 . 一 般 的 单 步 法 可 以 写成 
yoh 一 加 十 邮 (zoyywyyrrl 汶 )， (10.1.16) 
在 这 样 的 单 步 法 中 ,由 初 值 问题 的 初始 条 件 (10. 1. 5) 可 知 y 的 
值 , 然 后 即 可 逐步 由 式 (10. 1. 16) 计 算 ,yz 
定义 10.1.7 在 式 (10.1.15) 中 , 若 及 =0， , 则 称 此 计算 方法 
是 显 式 的 线性 多 步 法 . 在 式 (10. 1. 16) 中 , 若 函 数 上 不 显 含 y,+l1，, 则 
称 此 计算 方法 为 显 式 的 单 步 法 . 这 两 者 都 属于 显 式 方 法 (explicit 
method), 
一 般 显 式 单 步 法 可 表示 为 
yurl 一 加 十 邦 (Czyyw 因 )， (10.1. 17) 
定义 10.1.8 在 式 (10. 1.15) 中 , 若 肥 天 0, 则 称 此 计算 方法 
是 隐 式 的 线性 多 步 法 . 在 式 (10. 1. 16) 中 , 若 函 数 中 显 含 w+ ， 则 
称 此 计算 方法 是 隆 式 的 单 步 法 . 这 两 者 都 属 风 式 方 法 (implicit 
method). 
对 于 显 式 的 单 步 法 (10. 1. 17) ,可 直接 由 yn 计算 对 于 显 
式 的 线性 多 步 法 (10. 1. 15)( 其 中 把 =0) ,也 可 直接 由 yo+i， 记 + 
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(一 0,1,… 必 一 1) 直 接 计算 w+ 
对 于 隐 式 的 单 步 法 (10. 1. 16), 如果 已 知 ww, 式 (10. 1. 16) 就 
是 y+i 的 一 个 方程 ,可 用 解 方程 的 方法 求 出 w+t. 对 于 隐 式 的 线 
性 多 步 法 也 同样 ,如 果 已 知 ，y+l，…，yn+ciy 式 (10. 1. 15) 是 
n+ 的 一 个 方程 ,可 用 解 方程 的 方法 求 出 n+1 ,例如 牛顿 法 等 . 也 
可 以 将 式 (10.1. 15) 改 写 为 
一 hgBkr(Czrrtyyott) 十 8S， (10. 1. 18) 


其 中 g 一 甩 一 ay 十 1Mpgif sy) , 它 可 以 在 计算 w+ 之 前 预先 计 


算 好 . 如 果 7 了 是非 线性 函数 ， 则 式 (10. 1. 18) 是 一 个 yw+x 的 非 线性 
方程 ,可 以 用 下 面 的 简单 迭代 法 求解 . 
任 给 > 避 ， 
| 必 9 一 MguCzssyy) 十 gE，5 一 0,1, 2 
(10. 1. 19) 

和 迭代 至 | ys 一半 叹 | 一 e 时 结束 ,其 中 se 是 预先 给 定 的 误差 限 . 

定理 10.1.9 如 果 F(z,y) 满 足 对 变量 > 的 利 普 希 蒋 条件, 工 
为 其 利 普 希 茨 常数 ,并 设 


1 
“人 T 
则 由 迭代 法 (10. 1. 19) 得 到 的 序列 {yt94) 收 敛 到 方程 (10. 1. 18) 的 
解 y。 十 k。 


10.2 显 式 单 步 法 的 一 般 概念 


初 值 问题 (10. 1. 4), (10. 1. 5) 的 显 式 单 步 法 是 
urH za9 十 网 (zy 大 )， 《10,. 2. 1) 
定义 10.2.1 设 >(z) 是 初 值 问题 (10. 1. 4) ,(10. 1. 5) 的 准 
确 解 ,方法 (10. 2. 1) 是 解 此 初 值 问题 的 一 种 显 式 单 步 法 , 则 满足 
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3( 工 十 上 ) 一 y(z) 一 邮 (zy(Cr) 大) 一 OCX) 《10. 2. 2) 
的 最 大 整数 请 称 为 方法 (10. 2. 1) 的 阶 (order). 
定义 10.2.2 如 果 
gzyyy0) 一 jzyy)， 
则 称 方法 (10. 2. 1) 与 初 值 问题 (10. 1. 4)，(10. 1. 5) 相 窗 
《consistency). 
. 如 果 方 法 (10. 2. 1) 与 初 值 问题 (10. 1. 4),(10. 1. 5) 相 容 ,利用 
泰勒 公 式 在 )=0 展开 ,可 得 
3y( 工 十 产 ) 一 y(Cz) 一 邮 (Czyy(Cz), 太 ) 
一 hy (z) 一 由 (zy(Cz),0) 十 DCP) 
一 O(Ci)， 
所 以 ,与 初 值 问 题 相 容 的 方法 至 少 是 一 阶 的 方法 .反之 , 户 阶 (z>1) 
的 方法 (10. 2. 1) 是 相 容 的 方法 . 
例 10.2.3 欧 拉 方 法 (Euler method). 
yl 一 加 十 hrGziyy) (7 一 0,1, 2 ) (10.2.3) 
称 欧 拉 方 法 . 这 里 %zy,y, 关 一 FCz,y), 所 以 欧 拉 方法 与 初 值 问题 
是 相 容 的 . 又 因为 
3y( 十 由 一 y(Cz) 一 邮 (zy(Cz) ,不 ) 
一 2(z 十 加) 一 y(CZ) 一 hfCzyy(CZ)) 
一 y(z 十 廊 ) 一 yCz) 一 hy (zz) 
一 O(CA:)， 
所 以 欧 拉 方法 是 一 阶 的 显 式 单 步 法 ， 
定义 10.2.4 初 值 问题 (10. 1. 4),(10. 1. 5) 的 一 种 数值 方 
法 , 若 对 任意 的 初 值 wy 及 任意 固定 的 zxE [zoyb],z 一 rzo 十 zi 一 
nm ,都 有 
lm 3 一 (CI)， 


《rec)》 


则 称 方法 是 收 伍 (convergence) 的 . 
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在 实际 计算 中 使 用 的 方法 ,应 该 是 相 容 的 和 收敛 的 . 

定义 10.2.5 e,+， 一 y(zH) 一 nt 称 为 数值 方法 在 zi 点 
的 整体 截断 误差 (global truncation error). 

定义 10. 2.4 和 定义 10. 2. 5 不 单 是 对 显 式 单 步 法 的 ,对 其 他 
方法 也 适用 . 对 于 显 式 单 步 法 (10. 2.1) 有 下 面 的 定理 . 

定理 10.2.6 设 加 >0, 函 数 内 zy) 在 区 域 DD={(zyy,j)| 
ZE[zo,b],yE( 一 co, 十 co),hE[0,h]} 上 连续 , 且 满 足 对 变量 y 
的 利 普 希 蒋 条件 , 则 显 式 单 步 法 (10. 2. 1) 收 敛 的 充分 必要 条 件 是 
它 与 初 值 问题 相 容 ， 而 且 , 若 方法 (10. 2. 1) 是 户 阶 的 方法 , 则 整体 
截断 误差 

?Crzo) 一 一 OChr). 
定义 10. 2.7 
TH 一 3(Czrl) 一 ?>(z) 一 邮 (zvyy(Czs)) 因 ) (10. 2.4) 

称 为 单 步 法 (10. 2. 1) 在 zv+i 的 局 部 截断 误差 (local truncation 
error) ,其 中 y(z) 是 初 值 问题 (10. 1. 4),(10. 1. 5) 的 准确 解 . 

在 计算 zf 点 近似 解 的 值 w+: 时 ,如 果 假 设 >(z,)=w 准确 
成 立 , 即 以 上 各 步 没 有 误差 , 则 有 TH 二 >y(Cz+l) 一 yn+， 这 就 是 
“局 部 ”的 意义 . 显然 ,T,+ :与 en+1 的 意义 是 不 相同 的 

如 果 将 式 (10. 2.4) 中 Ti+: 的 表达 式 按 玉 的 寡 展 开 , 则 对 于 
阶 的 方法 有 

TH 一 O(AI). 

定义 10.2.8 ”如果 方 法 (10. 2. 1) 是 六 阶 方法 ,其 局 部 截断 误 

差 可 以 写成 
TH 一 %(Cznyy(Czn)) 太 六 十 OCR )， 

则 称 % zy(Czv))Ai+ :为 方法 (10. 2. 1) 在 zx+i 的 主 局 部 截断 误差 
《principal local truncation error)， 

常用 的 显 式 单 步 法 ,有 欧 拉 方法 . 显 式 龙 格 - 库 塔 (Runge kutta) 
方法 等 . 
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10.3 欧 拉 方法 


10.3.1 欧 拉 方 法 


例 10. 2.3 已 经 给 出 初 值 问题 (10. 1. 4) ,(10.1. 5) 的 一 种 显 式 
单 步 法 一 一 欧 拉 方 法 , 即 

yl 一 nm 十 hCGzy) (一 0,1,2,)， (10.3.1) 

欧 拉 方法 可 以 看 成 在 方程 (10. 1. 4) 中 ,> (z) 用 差 商 


<z 士 几 二 >) 近似 代替 而 得 到 的 方法 , 它 是 一 种 最 简单 的 显 式 


方法 , 欧 拉 方 法 又 可 以 看 成 在 线性 多 步 法 的 一 般 形式 (10. 1. 15) 
中 , 令 & 一 1( 即 单 步 方法 ) ,系数 取 为 wm 一 一 1ya 三 1, 和 一 1,8 一 0 
的 情形 ,所 以 它 是 显 式 的 线性 单 步 法 ， 

类 似 定理 10. 1. 1 ,把 初 值 问 题写 成 积分 形式 ,有 


yzu) 一 y(z,) 十 | ”7Gtvy(GD)dt (10.3.2) 


用 w% 代替 y(z,), 上 式 右 端 的 积分 若 用 左 矩 形 数 值 积 分 公式 近似 
计算 ,就 可 得 到 >(zw+i) 的 近似 值 ywr, 这 就 是 公式 (10. 3. 1), 所 
以 欧 拉 方 法 也 可 以 看 成 是 由 数值 积分 公式 梅 造 出 来 的 ， 

下 面 讨论 欧 拉 方 法 的 几何 解释 . 设 初 值 问题 (10. 1.4),(10. 1.5) 
的 准确 解 为 >(z) ,其 曲线 过 Po (zo,y) 点 . 欧 拉 方 法 可 以 看 成 从 Pu 
出 发 ,按照 以 FCzo,y ) 为 斜率 的 方向 作 一 直线 段 ,向 前 推进 到 直线 
一 上 一 点 Pi(z 31) 再 从 也 出 发 ,按照 以 Fr ,) 为 斜率 的 
方向 作 一 直线 段 ,推进 到 直线 z= 一 上 一 点 已 (zz,y), 依 此 类 推 . 这 
样 得 到 一 条 折线 已 PP:…, 作 为 曲线 >(z) 的 近似 曲线 ,如 图 10. 1. 

欧 拉 方法 是 一 阶 的 方法 , 它 的 局 部 截断 误差 为 


演 
8 全 y(z,) 十 OU )， 
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O 加 加 了 如 
图 10.1 


例 10.3.1 ”用 欧 拉 方 法 近似 求解 初 值 问题 
他 和 (0 入 z 入 1)， 


y(0) = 1， 
取 步 长 产 一 0. 1. 
解 ”用 公式 (10. 3.1) ,其 中 rz,= 一 mi 一 0. 1n， 
(zyv) 一 一 加 十 zu 十 1， 
yo 一 1， 
yorl 一 nn 十 (一 加 十 Zoo 十 1) 
一 (1 一 jy 十 hz 十 太 
一 0.9w 十 0.1z, 十 0.1 (一 0,1,2,……,9). 
计算 结果 及 与 准确 解 >(z) 一 z 十 e-* 的 比较 见 表 10. 1. 


表 10.1 


]>(Czo) 一 | 






































1. 000000 1. 000000 0 

本 | 1. 000000 1.004837 0. 004837 
.2 1. 010000 1.018731 0. 008731 
.3 1.029000 1.040818 0.011818 
,4 1.056100 1.070320 0. 014220 
.5 1.090490 1. 106531 0.016041 

6 1. 131441 1.148812 0.017371 
路 | 1. 178297 1. 196585 0.018288 
.8 ]1. 230467 1. 249329 0.018862 
.9 1. 287420 1. 306570 0. 019150 
.0 1.348678 1.367879 0.019201 
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10.3.2 隐 式 欧 拉 方法 和 梯形 方法 


如 果 在 公式 (10. 3.2) 中 ,用 yw 代替 >(z,), 式 中 右 端的 积分 
式 用 右 矩 形 数值 积分 公式 近似 计算 ,就 得 到 如 下 的 隐 式 欧 拉 方 法 
(implicit Euler method), 或 称 后 退 欧 拉 方 法 (backward Euler 
method) ， 
mrl 一 加 十 尹 FCzrh ， yn 2 (10. 3. 3) 
隐 式 欧 拉 方 法 (10. 3. 3) 相 当 于 在 线性 多 步 法 一 般 形式 (10. 1. 14) 
中 , 令 &=1, 系 数 取 为 wm 王 一 1l,w 王 1,&=0,8 一 1, 所 以 它 是 隐 式 
的 单 步 法 . 如 果 设 m=y(Czs), 则 有 
人 乞 yY(z) 十 DC )， 


它 也 是 一 阶 的 方法 . 
为 了 得 到 比 欧 拉 方法 更 为 精确 的 解 ,可 以 用 数值 积分 方法 中 
的 梯形 公式 来 近似 式 (10. 3. 2) 右 端的 积分 式 , 这 样 就 得 到 如 下 解 
初 值 问题 (10. 1. 4),(10. 1.5) 的 梯形 方法 (trapezoidal method) ; 
yn 一男 十 全 [FCzovyn) 十 (zyya)]。 (10.3.4) 
梯形 方法 (10. 3. 4) 相 当 于 在 线性 多 步 法 一 般 形式 (10. 1. 14) 
中 , 令 & 一 1, 系 数 取 为 m 一 一 lv 一 1, 肥 一 尺 一 玛 , 所 以 梯形 方法 
是 一 个 隐 式 的 单 步 法 . 每 步 计 算 中 为 了 求 出 yw+*i, 可 以 采用 
式 (10.1.19) 的 选 代 方法 ,其 中 的 选 代 初 值 yi, 就 取 为 欧 拉 方 法 
计算 所 得 的 值 , 即 
3 一 加 十 Ar(zyy)， 
隐 一 yw 十 到 [froy3u) 二 FTCziyyo)] (= 0,1,2,…) 


(10.3.5) 
和 迭代 到 15 和 一 yi 1<e 时 结束 ,e 为 预先 给 定 的 误差 限 . 
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对 梯形 方法 ,如 果 设 一 >(z,), 则 有 
y(zo) 一 yn 一 一 生 y(z) 十 OO 
梯形 方法 是 二 阶 的 方法 
10.3.3 改进 的 欧 拉 方法 


在 梯形 方法 求 w+ 的 迭代 (10. 3. 5) 中 ,如 果 和 迭代 只 进行 一 
次 ,y 吕 即 作 为 w+ 的 值 ,这 种 计算 方法 称 为 改进 的 欧 拉 方法 
(modified Euler method) ; 


yl 一 和 mn 十 hr(zoyyn)， 
基 = 多 十 得 [fry) 十 Case3aD0] 
或 者 改写 为 
yo 一 多 十 到 [LfGzyy) 十 Cry 十 朵 (zyu))]. 
(10.3.7) 


改进 的 欧 拉 方 法 是 一 种 属于 式 (10. 2. 1) 形 式 的 显 式 单 步 法 ， 
其 中 函数 


gzy 信 ) 一 到 LACz，y) 十 江 G2 填 姑 7 寺 下 (zz, 罗 订 . 


它 的 局 部 截断 误差 
Ta 一 O(C=)， 
所 以 改进 欧 拉 法 是 一 种 二 阶 的 方法 . 
例 10. 3. 2 用 改进 的 欧 拉 方 法 解 初 值 问题 


疏 一 一 7 十 RS < 
取 步 长 几 一 0. 1， 


解 ” 按 公 式 (10. 3.7) 计 算 , 对 于 本 例 可 化 成 
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yat 一 0.905y, 十 0.0095m 十 0.1 (一 0,1,…，9). 
计算 结果 及 与 准确 解 >(z) 一 z 十 e “的 比较 如 表 10. 2 所 示 ， 


表 10.2 





1?>(Cze) 一 3| 






























0 , 000000 1. 000000 0 

0. 1 .005000 1.004837 1.63X10 一 
0.2 .019025 1.018731 2.94X10” 
0. 3 .041218 1.040818 4.00X10 一 
0.4 .070802 1.070320 4.82X10 一 
0. 5 .107076 1. 106531 5.45X10 
0.6 .149404 1. 148812 5.92X10 一 
0,7 .197211 1.196585 6.26X10 一 
0.8 .249976 1. 249329 6.47X10” 
0.9 ,307228 1. 306570 6.58X10 一 
1.0 .368541 1. 367879 6.62X10 一 








10.4 龙 格 - 库 塔 方法 


10.4.1 显 式 龙 格 - 库 塔 方法 的 一 般 形 式 


显 式 的 龙 格 - 库 塔 方法 是 一 种 显 式 单 步 法 . R 级 (Rstage) 的 
显 式 龙 格 - 库 塔 方法 形式 为 


下 
on 一 加 十 AcK， (一 0,1)， (10.4.1) 
rm 
其 中 
K, = Cry)， 
一 
全 本 的 十 ay 十 六 > bn 天，) (r 一 2,3,…，R) 


(10. 4. 2) 
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10.4.3 三 阶 显 式 龙 格 - 库 塔 方法 


在 式 (10.4. 1), 式 (10.4.2) 中 , 设 R=3,b 一 3, 同 上 述 推导 方 
法 ,得 到 


Cl1 十 cz 上 cs 15 


全 让 7 21 了 
站 和 2a 十 ps， 
1 
caz 十 caas 一 了， (10.4.7) 
z 2 
cza2 十 csa3 一 3 了， 


caazpbaz E 站. 


这 是 8 个 未 知 数 6 个 方程 的 方程 组 ,可 以 得 到 多 组 不 同 的 解 . 将 满 
足 方程 组 的 cy,a,yp 代 回 到 式 (10. 4. 1) 和 式 (10. 4. 2) ,就 构成 不 
同 的 显 式 三 级 三 阶 龙 格 - 库 塔 方法 . 
例 10.4.4 休 乱 三 阶 方法 (Heun's third order method). 
1 


在 方程 组 (10. 4.7) 中 , 令 一 工 ,ca 一 0,e 一 宇 ,az 一 加 一 3， 


ba 一 0,as 一 ba 一 孔 ,就 得 到 


yl 一 思 十 全 (有 十 3 开 :)， 
开 : 本 了 (zw ， yn)， 

汪 大 五 (10.4.8) 
五: = j( 盖 十 全 2 十 人 Ka)， 


1 
K; 一 (十 全 ,十 四 
例 10.4.5 库 塔 三 阶 方法 (Kutta's third order method). 
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cl 十 cz 一 1 


到 二 
4 (10.4.3) 
Baica 一 序 


这 是 四 个 未 知 数 (c yC29Q2 Da2i ) 三 个 方程 的 方程 组 ,可 以 得 到 多 组 
不 同 的 解 . 将 其 解 代 回 式 (10. 4. 1) 和 式 (10. 4. 2) 中 ,就 构成 不 同 的 
二 级 二 阶 龙 格 - 库 塔 方法 . 

例 10.4.1 中 点 方法 (midpoint method). 


在 方程 组 (10, 4， 3) 中 令 Cl 一 0，c E= 1] as 一 02 = 壮 ， 则 式 
(10. 4.1) 和 式 (10. 4. 2) 成 为 
yon 一 y 二 hr(m 十 全 ,加 十 到 7Czoyy) (10. 4.4) 


式 (10.4.4) 可 近似 看 成 初 值 问题 积 分 形式 (10. 3. 2) 中 用 中 称 形 数 
值 积分 公式 近似 积分 式 得 到 的 结果 . 
例 10.4.2 改进 的 欧 拉 方法 


在 式 (10. 4。 3) 中 ，, 令 CE 一 于 ,az 一 02 汪 1, 则 方法 
(10. 4. 1),(10. 4. 2) 成 为 
国生 十 号 [Frsvyn) 十 fCzs 十 jy 十 hrCzsyys))]. 


《10. 4.5) 
这 就 是 改进 的 欧 拉 方 法 (20. 3. 7)， 
例 10.4.3 休 恩 方法 (Heun method). 


在 式 (10， 4 3) 中 , 令 Cl1 一 工 ,c 一 半 ,as 一 bi = 己 , 则 方法 
(10. 4. 1),(10. 4. 2) 成 为 
2 
yu 一 轴 十 入 [ Frsy)? 十 37( 世 十 可 hy 十 冯 afCzy)] ] 


， 《10.4.6) 
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在 方程 组 (10. 4. 7) 中, 令 a= 井 ,a= 达 ,= 二 ,一 姑 一 


广 ,aa 一 1,0 三 一 1,b: 一 2, 就 得 到 


yo 一 名 十 全 (KG 十 4K: 十 K)， 
天 E 《 用 乡 可 
(10.4.9) 
天 ， = f(z 十 到 ,六 十 于 Ki ， 
K, = Foz, 十 jy 一 AK 十 26K，). 
10.4.4 四 阶 显 式 龙 格 - 库 塔 方法 


类 似 上 述 二 阶 .三 阶 方 法 的 推导 ,可 以 构造 多 种 四 级 四 阶 的 龙 
格 - 库 塔 方法 ,其 中 最 常见 的 是 经 典 龙 格 - 库 塔 方法 . 

例 10.4.6 经 典 龙 格 - 库 塔 方法 (classical Runge-Kutta 
method), 


六 本 二 天 吉 全 (KK， 十 2K, 十 2K, 十 K) 


玫 : 一 FCzoyyo) 
1 1 
开 : 一 Hz， 十 误 P3w 十 去 hK，】 (10.4. 10) 


2 2 
K, = /zz, 十 放 加 十 PK 
例 10.4.7 用 经 典 龙 格 - 库 塔 方法 解 初 值 问题 


必 = 一 y 十 古林 三 放 人 


K: = jz 十 二 大 人 十 去 hK， 


dz 
2 y(0) 一 1. 
取 步 长 关 一 0. 1. 
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解 ”计算 结果 以 及 与 准确 解 >(z) 的 比较 如 表 10. 3 所 示 . 
表 10.3 







































0 .00000000 .00000000 

0.1 .00483750 .00483742 8 X10-8 
0.2 .01873090 .01873075 1.5X10-? 
0.3 .04081842 .04081822 2.0X10-? 
0.4 1. 07032029 . 07032005 2.4X10-? 
0.5 1.10653093 .10653066 2.7X10-， 
0.6 1. 14881193 . 14881164 2.9X10-? 
0.7 1.19658562 .19658530 3.2X10-? 
0.8 .24932929 .24932896 3.3X10-? 
0.9 .30656999 .30656966 3.3X10-， 
1.0 .36787977 .36787944 3.3X10-; 





四 阶 四 级 的 龙 格 - 库 塔 方法 还 有 其 他 的 例子 . 
例 10.4.8 基 尔 方法 (Gill method)， 


yo 一 加 十 号 [K 十 (2 一 V2)K 十 (2 十 VE)K, 十 K]， 
天 ,一 JJCzoyyn)， 


天， = (二 十 全 ,十 二 K)， 





K: 一 fx 十 去 ,yn + 娄 15K < (1- 只 )ik:)， 


Ke = 7 人 (二 十 放 一 将 ha 二 (+ 空 jg 


(10. 4. 11) 
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如 果 希 望 得 到 尺 级 的 龙 格 - 库 塔 方法 是 尺 阶 的 , 则 要 确定 系 
数 C,,a 和 5， 使 方法 的 局 部 截断 误差 Tir: =OC+). 把 
式 (10. 2.4) 中 的 各 项 按 疡 的 赛 展 开 , 有 


2 
yCzrl) 一 y(Czs) 十 jy (zs) 十 全 y(z,) 十 心 十 


态 靖 
2 (zx 十 OCR )， 
其 中 


y(zs) 一 FCzoyy(Cre))， 


Y (zo) 到 直人 汪 关 (rm 7 


”co= [于 Ht] 


《zyCzm 


而 (zw) 十 jig(zo,y(z),j) 的 展开 , 则 需 将 式 (10. 4. 1), 式 (10. 4.2) 
中 函数 改 ,,K, 按 二 元 函数 的 泰勒 公 式 展 开 . 最 后 使 TH 一 OCR+1)， 
就 可 以 构造 出 不 同 阶 的 龙 格 - 库 塔 方法 . 

欧 拉 方法 就 是 一 阶 一 级 的 显 式 龙 格 - 库 塔 方法 . 


10.4.2 二 阶 显 式 龙 格 - 库 载 方法 相 


在 式 (10. 4. 1) 和 式 (10.4.2) 中 , 设 R=2, 按 照 上 述 方法 展开 ,有 
yzeh) 一 Mam) 十 1Czsyz)) 十 到 每 [2 写 二 


了 7 为 
Cr yyCzn)) 下 OUias )， 


3(zm) 十 ji[Lcl KiCznsyy(Cza)) 十 czKz(Czoyy(zn)) 
一 ?y(zn) 十 Acl 十 cz)jFCznyy(Czn)) 十 


如 [ae cz) 二 baooCmy(zn)) | +ows)， 


令 上 两 式 相 减 等 于 O(=) ,就 有 
568 。 


例 10.4.9 
yo 一 多 十 全 CK, 十 3K: 十 3K: 十 天 
Ki 一 JrCzoyy)， 
有 1 1 
用 : 一 j(z 十 可 hi 十 可 MK，)， (10.4. 12) 


一 乙 册 ; 到 
天 ,一 丰 (十 了 ion 一 本 ACK 3K:) )， 


开 , 一 FCzs 十 几 十 贿 (天 一 天 十 天 :) ). 
10.4.5 高 阶 显 式 龙 格 - 库 塔 方法 


及 级 的 显 式 龙 格 - 库 塔 方法 ,在 民 =1,2,3,4 时 ,可 以 分 别 得 到 
一 二、 三 .四 阶 的 方法 .但 是 ,通常 尺 级 的 方法 不 一 定 是 尺 阶 的 ， 
设 训 (R) 为 尺 级 显 式 方法 可 以 达到 的 最 大 阶 数 , 有 如 下 结果 : 
当 尺 =1,2,3,4 时 ,(R) 一 人 R. 
思 (5) 一 4, 为 (6) 一 5,(7) 一 6, 思 (8) 一 6, 为 (9) 一 7. 
当 尽 =10,11,…，, 记 (R)<R 一 2. 
例 10. 4. 10 ” 库 塔 -尼斯 特 龙 (Kutta-Nystr6m) 五 阶 六 级 方法 . 
yo 一 轴 十 区 (23K， 十 125K, 一 81Ks 十 125Ke) 
开 ， 一 Frzoyn)， 
K: = (十 坷 hy 十 寺 hKi)， 


K, = j(= 十 三 hy 二 需 AC4K， 十 6K,) )， 


K, 下 (z, 十 和 ys 十 开 ACRK 一 12K: 十 15K,))， 


矿 
j( 二 十 了 hy。 直 ACGK， 十 90K: 一 50K: 十 8K,) )， 
汽 


75 


天 5 


有 


天 4 


(z 十 和 yn 


(6K 十 36K; 十 10Ki 十 8K,) | 


《10.4. 13) 
例 10.4.11 休 塔 (Huta) 六 阶 八 级 方法 . 
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om 一 轴 十 遍 cK， 十 216K, 十 27K, 十 272Ks 十 


27Ks 十 216K; 十 41Ks)， 
天， 一 CCzoyyn)， 


Ka: = jz. 十 言 Ao 十 于 AK，)， 


9 9 
K; = /(z. 十 言 &wow 十 让 ACK 十 3K2) ) 
3 人 ?yn 24 1 2 9 
城关 j(z 士 襄 ivye 十 言 ACEK 一 3K: 十 4K;) )， 
Ks = 7(z 十 王 isy 十 井 A( 一 5K 十 27Ks: 一 24K: 十 6Ki) )， 


Ke = j/(z 十 人 hy 十 二 AKC221K 一 981K: 十 
867K, 一 102K, 十 Ks) 】 
Ki = jz 十 号 on 十 起 AC 一 183K 十 678K: 一 


472K。 一 66K, 十 80K。 十 3Ko)) 


了 
82 


834K, 一 454K, 一 9K, 十 72K;)). 


KK 一 (zx 十 尹 ,办 十 吉庆 (716K, 一 2079K。 十 1002K。 十 


10.4.6 龙 格 - 库 塔 - 费 尔 贝 格 方法 


这 是 一 种 变 步 长 控制 误差 的 方法 . 因为 在 微分 方程 解 比 较 平 
缓 的 区 域 ,可 以 使 用 较 大 的 步 长 ,而 变化 较 剧烈 的 区 域 ,应 该 使 用 
较 小 的 步 长 ,所 以 考虑 变 步 长 的 方法 ,使 各 节点 上 整体 截断 误差 
ly(z) 一 |(z=0,1,2,…) 不 超过 某 一 允许 值 ,而 使 用 的 节点 尽量 少 , 

由 定理 10. 2. 6 ,一 种 户 阶 的 方法 ,其 局 部 截断 误差 Ti 一 
OCz+1) , 则 其 整体 截断 误差 e+i 王 OCi). 所 以 ,如 果 | 工 二 | 一 e， 


大 
"。574。 








可 有 le | 一 Ke. 
设 有 一 种 户 阶 的 方法 ,从 z, 到 ,+ 采用 步 长 败 , 方 法 写成 

Jr 一 叉 十 hp(zy 丈 , 思 )， (10. 4. 14) 
其 局 部 截断 误差 工 + =OG0hni+). 再 选择 另 一 种 p 十 1 阶 的 方法 ,也 
用 步 长 ,方法 写成 

Jr 一 六 十 p(Czoy 加 人 )， (10.4. 15) 
其 局 部 截断 误差 T+ = 一 O( 2 )， 记 

di 一 ri 一 For， 
可 有 
dt Du 一 ya 了 个 


一 一 一 2 一 一 二 zx Ci 


天 
在 第 ” 步 计 算 中 ,上 先 定 一 个 产值 , 取 六 一 六 ,分别 用 方法 (10. 4. 14) 
和 方法 (10. 4. 15) 计 算 y + 和 y+ri. 然 后 用 o% 代替 六 计 算 . 因为 


di(Cgh) TD yatl 一 六 at 
”用 Ac(9) 人 9 7 ?9 


所 以 取 94 满足 
17 
19l<( 生 ) (10.4. 16) 
十 1 


就 可 保证 
上 二 了 Cg) <- 


新 的 步 长 就 选 为 ?yn+1 的 值 . 考虑 到 一 个 步 长 选择 不 
当 而 要 重新 计算 时 有 较 大 浪费 ,而 上 面 的 近似 估计 分 析 也 要 补偿 ， 
所 以 有 时 取 ; 
9 一 0.8X 沁 和 

实际 计算 时 还 有 一 些 较 详 细 的 技术 处 理 . 
例 10.4.12 龙 格 - 库 塔 - 费 尔 贝 格 (Runge-Kutta-Fehlberg) 四 
阶 方 法 方法 (10.4. 14) 和 (10. 4. 15) 分 别 取 为 以 下 的 四 阶 及 五 阶 公 
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式 , 其 中 用 到 的 K,(i= 王 1,2,3,4,5) 都 是 相同 的 . 


RE 25 1408, ，，2197 ，_ 1 工 
巴 H 一 轧 十 中 [ 寺 6K， 十 5565Ks 十 和 DTK, 一 局 Kz )， (10.4.17) 


ynrl 一 +A( 训 R 十 ,6656 Ki 本 2 天 一 训 Ks + 茵 Ke)， 





135 大 十 12825s 56430 
(10.4.18) 
其 中 
天 一 JCzoyyn)， 
K: = /(z 十 生 , 十 人 Ki) 
2 放 站 9 yn 二 1 | 
3 
开 3 2 j( 二 十 国光 十 台 K + 器 K:)， 
128 1932h 7200h 。 ，7296A 
KK 二 j( 思 十 二 十 恒 97 一 克 97 :十 可 957)， 


439h 3680h 845 
KK 一 (+ 十 2 KK 一 8AK。 十 2 Rs TtK, )， 
玫 


8 
下。 一 jz 十 到 ,加 一 芝 R 十 2AK， 一 


3544AK， | 1859AK， 11 大 K )， 





2565 4104 40 
一 般 选 g 为 
E 太 174 E 大 1714 
man 生息 
& es) 人 | 
(10. 4. 19) 
具体 计算 时 , 先 选 定 一 个 六 (或 取 为 上 一 步 的 妃 ,计算 
be it - | 襄 128 2197 强 冯 : 
户 508 14275Ks 蕊 240Ks 十 订 0Ks 十 萝 Ks 


如 果 -[ 了 4 二 Jot| 一。, 则 按 式 (10.4. 17) 计 算 w+i, 转 人 下 一 步 . 


否则 , 按 式 (10. 4. 19) 计 算 g, 再 以 oh 为 新 的 步 长 重新 计算 . 
例 10.4.13 龙 格 - 库 塔 - 费 尔 贝 格 五 阶 方 法 . 方法 (10. 4. 14) 
和 (10. 4. 15) 分 别 取 为 
。576 。 


各 
nr 一 yn 十 彤 > ct， 
业 一 1 


8 
ywh 一 加 十 姑 >) Ce 
业 一 卜 


其 中 ，， 
户 = Fr 十 ai 加 十 六 > Bu 六)， (10.4.20) 


式 中 系数 如 表 10.4, 和 式 > ， 认为 是 0. 


表 10.4 

































-31 |_7_ 
380 | 1408 
2 二 0 | o 
3 4 |1125 | 1125 
15 | 2516 | 2816 
4 1 生意 
3 13 1 3 
5 4 | 125 | 125 
5 | 768 | 768 

5 
6 1 | 语 |。 
5 
洗 0 2 86 
5 
8 本 


例 10.4.14 龙 格 - 库 塔 - 费 尔 贝 格 六 阶 方法 . 方法 (10. 4. 14) 


和 (10. 4. 15) 分 别 取 为 
克 n 一 和 十 关 >7P， 


赤 一 】 
10 

Jr 一 为 十 关 >2) Cu， 
年 一 1 
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其 中 所 的 表达 式 同 例 10. 4. 12 的 式 (10. 4. 20) ,系数 如 表 10. 5 所 示 ， 





龙 格 - 库 塔 - 费 尔 贝 格 七 阶 方法 


方法 (10. 4. 14) 和 (10.4. 15) 分 别 取 为 


Jrl 一 y 十 2 
二 一 1 


13 
Jr = 加 十 2 Cui 


其 中 户 的 表达 式 同 例 10. 4. 12 的 式 (10. 4. 20) ,系数 如 表 10. 6 
所 示 . 
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10.4.7 隐 式 龙 格 - 库 塔 方法 
尽 级 隐 式 龙 格 - 库 塔 方法 (implicit Runge-Kutta methods) 的 
一 般 形 式 为 
or 一 为 十 凡 》 crK，， (10.4.21) 
尼 
K, = /(zs 十 cy 十 > 6 K,) 


(rr 一 1,2,……, 尽 ). (10.4. 22) 
因为 它 需 要 有 尺 个 fj(Cz,y) 的 值 , 所 以 称 为 尺 级 的 方法 . 把 系数 
car 和 20" 列 成 表 , 或 写成 向 量 和 矩阵 的 形式 如 下 : 


(10. 4. 23) 





其 中 a 王 (al,…，ag)TcI 一 (ccp), 且 一 (bi ). 系数 之 间 的 关 
系 ,根据 相 容 性 的 要 求 ,满足 


>)c = 1， (10.4.24) 


ao 一 >》)6 (rr 一 1…,R). (10. 4. 25) 


式 (10.4.22) 是 尺 个 函数 K ,Ka 的 非 线 性 方程 组 ,如 果 初 
值 问题 是 关 组 向 量 函 数 》 的 初 值 问题 (10. 1. 8) ,那么 式 (10.4.22) 
就 是 mR 维 的 非 线性 方程 组 ,所 以 隐 式 龙 格 - 库 塔 方法 的 计算 要 比 
显 式 方法 复杂 很 多 ,求解 方程 (10. 4. 22) 的 并 ， 2 下 可 以 用 牛顿 
法 等 求解 非 线性 方程 组 的 方法 . 如 果 用 迭代 法 


一 1 及 
KP 一 (xz 十 a 瑟 ,十 > KE 十 为 yb KO) 
3 6@ 太 


(人 一 1 民 )， 《10. 4. 26) 
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则 若 _ 
及 一 1 
太一 {L[max2， | 5。 | 十 max > | 5。 跻 靖 ， 
和 迭代 对 于 任意 的 初 值 Ki ,K 拉 , ,天 和 收敛 ,其 中 工 是 zyy) 
对 变量 y 的 利 普 希 茨 常数 . 
如 果 吾 是 一 个 严格 下 三 角 和 抢 阵 , 即 * 达 时 有 8。 王 0, 那么 
式 (10.4.21) 和 式 (10. 4. 22) 是 显 式 的 龙 格 - 库 塔 方法 ,此 时 
开 , 一 (zy) ,由 式 (10.4. 22) 可 逐步 递 推 计 算 KK ,天 ，… ,KR 
如 果 s*>r 时 有 0. 王 0, 但 吾 的 对 角 元 0 不 全 为 0, 这 时 的 方法 称 为 
半 显 式 的 龙 格 - 库 塔 方法 (semi-explicit Runge-Kutta methods ). 
若 如 天 0, 式 (10.4. 22) 写 成 
玫 ， 一 丰 ( 阅 十 ai 加 十 天 6 K ,十 感 。 天 ，)， 
求 民 , 的 迭代 法 可 采用 
Ke 一 让 (十 oj 十 帮 36 K ,十 友 K 虽 )， 
如 果 
1 
二 工 max | ov | ” 
则 迭代 对 任意 初 值 Ko 收敛 . 
例 10. 4.15 ”梯形 方法 ， 
ynf+l yn +A( 去 K， 十 去 K:)， 
天 一 FJCzoyyn)， 
K， = j( 十 ioy 十 分 K 十 于 Ka. 
它 是 一 个 二 级 二 阶 的 隐 式 ( 半 显 式 ) 龙 格 - 库 塔 方法 . 


例 10.4.16 布 特 切 尔 方法 (Butcher method) , 
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关 守 二 多 十 呈 (K， 十 4K: 十 天) ， 
天 一 FCzvyy)， 
= j/( 盖 + 言 Ayy 十 生 R 十 全 K: )， 
二 :天 志 牛 态 交 和 寺 允 ， 
它 是 一 个 三 级 四 阶 的 半 显 式 方法 . 
对 于 尺 级 的 显 式 龙 格 - 库 塔 方法 ,一 般 其 阶 p<R, 当 尺 委 4 时 
可 以 有 z 一 尺 . 但 是 对 尽 级 的 隐 式 龙 格 - 库 塔 方法 ,其 阶 可 以 比 显 
式 方 法 高 . 一般 地 > 扫 2R ,最 高 阶 可 以 到 如 一 2R. 
对 于 初 值 问题 的 积分 形式 (10. 3. 2) ,如 果 用 最 高 代数 精确 度 
的 高 斯 - 勒 让 德 数值 积分 公式 构造 龙 格 - 库 塔 方法 . 可 得 尺 级 的 龙 


格 - 库 塔 方法 的 阶 户 一 2R. 
例 10.4.17 隐 式 中 点 方法 (implicit midpoint method) ; 


Dotl 到 mw ar(z 十 私 , 于 (y。 十 wb))， 


yt 一 加 十 AK， 
| = jy(z. 十 到 ,加 十 全 K)， 


这 是 一 个 一 级 二 阶 的 方法 . 
例 10. 4. 18 本 荷 令 斯 笑 思 方法 (HammerHollingsworth 


method) 


om 一 多 十 生 (K 十 Ka )， 


5 人 全 人 -全 me 


2 一 6 二 
Ke: = f(r + (于 + 肉 )iw 二 (二 + 次 )hK， 十 全 KK， 
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这 是 一 个 二 级 四 阶 方法 , 按 式 (10. 4. 23) ,系数 表 可 写成 









1 1 十 
X(10 一 3V15) ij 和 0X(25 一 6VI5) 


gl 


志 x(10+3VI5) FF 克 x(10-3VI) 


co| 一 


2(5 十 YI5) 





T 1 5 
j 坷 X(25+6V15) 苗 X(10 二 3V5) 孤 





员 |w 
< 避 |m 
员 |w 


利用 拉 道 数值 积分 公式 ( 见 4. 6.1 节 ) 构 造 隐 式 龙 格 - 库 塔 方 
法 ,可 得 尺 级 2R1 阶 的 拉 道 型 方法 . 


例 10.4. 20 ”两 种 R 一 2, 二 3 拉 道 型 的 隐 式 龙 格 - 库 塔 方法 
的 系数 表 如 下 ， 





心 | 一 









挟 
12 


12 
秋 ， 
写 。 
4 





必 | 一 请 | 一 必 | 一 


4 


例 10.4.21 两 种 尽 =3,b 一 5 拉 道 型 的 隐 式 龙 格 - 库 塔 方法 
的 系数 表 如 下 
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工 二 1-w6 二 1 二 V6 
9 1 18 

工 88+7V6 88 一 43V6 
9 360 360 

工 88+43V6 88 一 7V5 
9 ”360 360 
工 16 十 VE 16 一 V6 
9 36 36 





4 一 V6 88 一 7V6 “296 一 169V6 ”一 2 十 3V6 





10 360 1800 225 
4 十 V5 296 十 169v6 “88 十 7V56 ”一 2 一 3V6 
10 1800 360 225 
1 16 一 V6 16 十 V6 1 
36 ”36 9 
了 
9 





利用 洛 巴 托 数值 积分 公式 ( 见 4. 6. 2 节 ) 构 造 隐 式 龙 格 - 库 塔 


方法 ,可 得 尺 级 2R-2 阶 的 洛 巴 托 型 方法 . 
例 10.4.22 三 种 R 王 2, 一 2 的 洛 巴 托 型 隐 式 龙 格 - 库 塔 方 


法 的 系数 表 如 下 : 


工 
2 
工 
2 
工 
2 





其 中 第 一 种 方法 即 梯形 方法 . 
例 10.4.23 三 种 R= 一 3,z 一 4 的 洛 巴 托 型 隐 式 龙 格 - 库 塔 方 


法 的 系数 表 如 下 : 
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co 一 
| 一 





国 轩 





oo we 局 |w 





o| 一 = 一 


例 10.4.24 三 种 R=4, 一 6 的 洛 巴 托 型 隐 式 龙 格 - 库 塔 方 
法 的 系数 表 如 下 : 
























0 0 0 0 0 . 
5 一 V15 11 十 V5 25 一 V5 25 一 13V5 一 1 十 V5 
i0 120 120 120 120 
5 十 Wi5 11 一 V5 25 十 13V5 25 十 V5 一 1 一 他 
10 120 120 120 120 
1 工 .5 -5 二 

12 12 12 12 
工 
12 
0 了 二 1 一 v5 
1 24 
5 一 V5 全 25 十 V5 
10 12 120 
5 十 V5 生 25 十 13V5 
10 12 120 
1 灶 : 11 一 V5 
和 24 








江 .5 

12 12 

在 一 v5 姬 ， 一 工 
12 12 12 12 
渤 工 10 一 7V5 全 

12 4 60 60 

了 10 十 7V5 了 _ 炬 
12 60 4 60 
-5 二 和 工 

12 12 12 12 

工 5 -5 -了 

12 12 12 12 


10.4.8 单 步 法 的 绝对 稳定 性 


用 一 种 数值 方法 求解 初 值 问题 ,计算 过 程 总 会 产生 误差 . 设 在 
某 一 步 有 舍 入 误差 , 它 会 影响 到 以 后 各 步 的 计算 ,如 果 它 引起 在 计 
算 过 程 中 误差 成 为 无 界 的 , 那 就 是 数值 不 稳定 现象 ,实际 计算 中 应 
当 避 免 . 这 种 稳定 的 概念 与 所 采用 的 计算 方法 有 关 , 也 与 方程 中 的 
函数 f(z,y) 有 关 . 为 了 只 考察 数值 方法 本 身 ,通常 检验 数值 方法 
用 于 试验 方程 的 稳定 性 . 试验 方程 为 


dy - 
于 = 心 (10. 4. 27) 


选择 方程 (10. 4. 27) 为 试验 方程 ,是 因为 它 比 较 简单 ,同时 任 
何 一 个 微分 方程 可 以 局 部 线性 化 为 这 种 形式 . 例如 ,在 点 (ay 所 的 
邻 域 有 


Jr) = Fa 十 (z 一 a) 红 (a 久 十 (3y 一 急 区 co 十 洲 
略 去 高 阶 项 并 做 适当 变量 置换 ,可 将 方程 y = F(z,y) 化 为 方程 
(10.4. 27) 的 形式 ,其 中 对 应 光 . 如 果 是 mm 个 方程 的 方程 组 
y 一 (xz,y), 线 性 化 后 得 线性 方程 组 外 一 4y,4 为 兽 Xmma 的 雅 可 
比 矩阵 (3). 若 4 有 mm 个 不 同 的 特征 值 X\,…,hs 可 做 正 交 相 


似 变 换 化 4 为 对 角 阵 diag(h ,…,。), 得 到 mm 个 方程 兴 一 1yi(i 一 
1,…，,zz). 所 以 ,考虑 方程 (10.4. 27) 中 》 为 复数 ， 

一 个 单 步 法 用 于 试验 方程 (10.4. 27) ,从 计算 一 步 得 到 

ynkl 一 歼 (i)y， (10. 4,. 28) 

其 中 E(AA) 依 赖 于 所 选 的 方法 ,而 且 ECh) 是 失 的 一 个 近似 值 , 
如 果 yw 的 计算 有 误差 e, 它 会 引起 w+ 的 误差 已 hh)e. 如 果 在 
有 误差 es, 它 引起 w+ 的 误差 (EGR))"+leo. 

定义 10. 4.25 ”对 某 一 种 方法 ,如 果 式 (10. 4. 28) 中 下 (AA) 满 
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足 |ECQj1 < 一 1, 称 此 方法 绝对 稳定 (absolutely stable) ,在 六 复 平 
面 上 复 变 量 wx 满足 |E()1 一 1 的 区 域 , 称 为 此 方法 的 绝对 稳定 区 
域 (region of absolute stability) , 它 与 实 轴 的 交 称 为 绝对 稳定 区 间 


(interval of absolute stability). 
例 10. 4. 26 ”将 欧 拉 方 法 用 于 试验 方程 (10. 4. 27), 有 
yntl 一 加 十 粹 > 一 (1 十 Ap)3yn， 
其 中 pz 一 炉 ,E(o) = E() 是 eg 的 一 阶 泰 勤 近 似 . 看 
时 , 欧 拉 方法 是 绝对 稳定 的 . 欧 拉 方 法 的 绝对 稳定 区 域 是 一 个 以 一 1 
为 中 心 的 单位 圆 ,如 图 10. 2 所 示 , 它 的 绝对 稳定 区 间 是 (一 2,0). 


ImA 


当 》 为 负 实数 时 , 取 1< 一 二 , 欧 拉 方 法 是 稳定 的 . 
例 10. 4. 27 ”用 欧 拉 方 法 计算 
民 = 二 1000(y 一 习 ) 十 2rz (0 入 xz 入 1)， 
y(0) = 0. 


解 ” 设 计算 机 有 12 位 有 效 数字 的 精确 度 , 取 站 一 10 ”( 普 一 
0,1,2,…), 从 一 0 计算 到 > 二 一 1, 结 果 如 下 : 
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和 >(1) 的 计算 值 

1 0 

0.1 0. 90438207503X 104 
0.01 溢出 

0. 001 0. 99999900001 

0. 0001 0. 99999990000 


0. 00001 0. 99999998997 
表 中 “溢出 ?表示 超过 了 机 器 能 容纳 的 最 大 数 . 本 例 相 当 于 一 一 1000， 
当 关 = 一 0.01 时 ,1 十 MR 一 一 9, 即 每 个 误差 绝对 值 放 大 9 倍 ,而 计算 
Z= 一 1 有 100 步 , 误 差 约 放大 10 邮 倍 , 显 然 得 不 到 合理 的 结果 . 但 是 
只 要 A 适 当 小 ,使 11 十 MA 到 1. 计算 结果 就 合理 . 
例 10.4.28 将 四 阶 经 典 龙 格 - 库 塔 方法 用 于 解 试 验方 程 


(10. 4. 27) ,可 得 到 
可 Ch (0 
oo 一 (1 十 砍 十 2 下 -二 ) 


令 pi 一 ,有 ECo) 一 1 二 pw 十 各 十 告 十 质 ,E() 是 ee 的 四 阶 泰勒 近 
似 . 经 典 龙 格 - 库 塔 方法 的 绝对 稳定 区 域 为 | 下 (wx)|1< 一 1, 即 在 疡 平 
面 上 ,由 曲线 

1 士民 十 末 二 年 二 分 一 el 
所 围 成 的 区 域 , 见 图 10. 3. 其 中 0 是 复数 的 辐 角 . 





*，588 。 


正 数 户 都 有 hjE (一 cc,0), 即 步 长 姑 不 必 受 限制 . 
例 10.4.31 将 二 级 二 阶 的 梯形 方法 (10. 3. 4) 和 一 级 二 阶 的 
隐 式 中 点 方法 ( 见 例 10. 4. 17) 用 于 试验 方程 ,都 得 到 


1 十 全 
五 (Ap) 2 全 
一 全 
这 是 枉 数 e 的 帕 德 (1,1) 有 理 通 近 . 因为 对 左 半 平面 都 有 | 开 (/)| 一 1， 
所 以 方法 绝对 稳定 区 域 是 w 平面 的 左 半 平 面 ,绝对 稳定 区 间 是 (一 co， 
0). 而 二 级 二 阶 显 式 龙 格 - 库 塔 方法 的 绝对 稳定 区 间 是 (一 2,0). 从 绝 
对 稳定 的 意义 看 来 , 隐 式 方法 比 同 阶 的 显 式 方法 要 优越 
例 10. 4. 32 ”将 二 级 四 阶 的 哈 默 - 荷 令 斯 沃 思 方 法 ( 见 


例 10. 4. 18) 用 于 试验 方程 ,可 得 





这 是 函数 ex 的 帕 德 (2,2) 有 理 逼 近 , 方 法 的 绝对 稳定 区 间 是 
(一 ce,0) , 优 于 四 级 四 阶 的 显 式 龙 格 - 库 塔 方法 ,后 者 绝对 稳定 区 
间 是 (一 2.78,0). 

例 10.4.33 将 半 显 式 的 三 级 四 阶 布 特 切 尔 方法 ( 见 例 10.4. 16) 
用 于 试验 方程 ,可 得 


克 (Ap) 一 


这 是 函数 e 的 帕 德 (3,1) 通 近 ,方法 的 绝对 稳定 区 间 是 (一 5. 41， 
0) , 优 于 四 级 四 阶 的 显 式 龙 格 - 库 塔 方法 . 
定理 10. 4. 34 ， 设 隐 式 单 步 法 用 于 试验 方程 ,得 到 y+, 一 
ECG ,其 中 一 人. 则 
(1) 由 高 斯 - 勒 让 德 积分 公式 构造 的 尺 级 2R 阶 的 隐 式 龙 格 - 
*，590 。 


例 10. 4. 29 用 经 典 龙 格 - 库 塔 方法 计算 
二 = 一 20y (0 过 xz 去 1)， 


y(0) 一 1， 
取 岂 一 0. 1 及 贿 一 0. 2. 


解 ”本 例 ) 一 一 20,p 一 入 分 别 为 一 2 和 一 4. 前 者 属于 绝对 稳 
定 区 间 ,后 者 则 不 属于 . 计算 结果 误差 如 下 表 . 









一 0.092795 





一 0.012010 25.0 
0.6 一 0.001366 125.0 
一 0.000152 625.0 


一 0.000017 


R=1,2,3,4 时 尺 级 尺 阶 的 显 式 龙 格 - 库 塔 方法 的 绝对 稳定 
区 间 如 表 10. 7: 


囊 10.7 







绝对 稳定 区 间 








(一 2,0) 
2 (一 2,0) 
2z 
3 (一 2.51,0) 

2 3 和 
世上 十 芭 - 十 攻 - 2 
1 十 p 十 告 十 千 十 货 (一 2.78,0) 





例 10. 4.30， 将 隐 式 欧 拉 方 法 (10. 3. 3) 用 于 试验 方程 , 令 /一 


A), 可 得 


， 


这 是 指数 函数 ex 的 帕 德 (Pade)(0,1) 有 理 逼 近 ( 见 3. 1. 2 节 )， 方 
法 的 绝对 稳定 区 间 是 (一 co,0), 当 ) 是 小 于 0 的 实数 时 ,对 任意 的 
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库 塔 方法 ( 例 10. 4. 17 一 例 10. 4. 19 等 ) ,E(1) 为 函数 ex 的 帕 德 
〈 尺 ,R) 有 理 台 近 . 

(2) 由 拉 道 积分 公式 构造 的 尺 级 2R 一 1 阶 的 隐 式 龙 格 - 库 塔 
方法 ( 例 10. 4. 20 、. 例 10. 4. 21 等 ). 下 (w) 为 函数 ex 的 帕 德 (R 一 1， 
R) 有 理 盘 近 . 

(3) 由 洛 巴 托 积 分 公式 构造 的 尺 级 2R 一 2 阶 的 隐 式 龙 格 - 库 
塔 方法 ( 例 10.4. 22 一 例 10. 4. 24 等 ), 忆 (po) 为 函数 疮 的 帕 德 ( 尺 一 1， 
有 一 1) 或 (R 一 2,R) 有 理 通 近 . 

帕 德 (m,z) 有 逼近 的 有 理 式 , 见 3. 12 节 的 e= 帕 德 表 . 


10.5 线性 多 步 法 


10.S.1 线性 多 步 法 的 一 般 概念 


如 式 (10.1.15) 所 示 , 解 初 值 问题 (10. 1. 4),(10. 1.5) 的 步 
线性 多 步 法 一 般 形 式 为 
york 一 一 aoyn 一 QnrHl 一 ”一 Qk-1JnH1 十 
刀 ( 记 户 十 Be 十 … 十 Be)， 《10.5.1) 
可 以 由 泰勒 展开 式 方法 或 数值 积分 公式 方法 来 确定 一 种 线性 
多 步 法 的 系数 {a ,B)}. 
对 应 于 一 种 线性 多 步 法 (10. 5. 1) ,可 以 定义 算 子 


下 
2[y(z); 巾 一 >) [ay(z 十 雪 ) 一 ii (zz 十 协 )]， 
im0 


(10. 5.2) 
其 中 必 =1,y(z) 是 [zu, 纪 上 任意 的 连续 可 微 函 数 . 如 果 将 yCz 十 
康 ) 及 y(z 十 态 )(Gi=0,1,…,) 按 泰勒 公式 展开 : 


2 
yz 是 车 >(z) 二 全 六 人 z) 下 二 5 
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六- 


y(z 十 太 ) 一 (z) 十 只 yz) 十 雹 王 (Crz) 十， 


代 人 式 (10. 5. 2) ,可 整理 成 
2[y(Cz)3j] 一 coy(z) 十 cthy (z) 十 … 十 chry(z) 十 …， 
《10. 5. 3) 
其 中 
co 一 ao 十 aa 十 as 十 … 十 ak， 
c1 一 ai 十 2as 十 … 十 各 ts 一 ( 册 十 记 十 房 十 … 十 B) 


cu 到 贡 @w 十 2 于 光 二 二 人 二 
[PR 二 4 十 2 记 十 … 十 kB (dg 一 23) 
(10.5.4) 

定义 10.5.1 若 在 式 (10. 5.3) 中 ,一 c 三 … 一 cs 一 0,co+i 天 0， 

则 称 算 子 (10. 5. 2) 对 应 的 线性 多 步 法 (10. 5. 1) 是 己 阶 的 . 若 

全 1, 称 线性 多 步 法 (10. 5. 1) 与 初 值 问题 (10. 1. 4),(10. 1. 5) 相 容 . 
定理 10.5$.2 步 线性 多 步 法 (10. 5. 1) 与 初 值 问 题 (10. 1. 4)， 

(10. 1.5) 相 容 的 充分 必要 条 件 是 ; 


之 “ 一 0， 2 - 2w. (10.5.5) 
实际 使 用 的 方法 应 该 是 相 容 的 ， 所 以 要 寻找 系数 aoy yak， 
1 使 得 co=c: 王 … 一 cp 一 0,co+i 天 0( 其 中 力 过 1). 得 到 的 条 
数 代 人 式 (10 5. 1), 即 可 构成 一 个 捕 阶 的 线性 上 步 法 . 当 及 三 0 时 
方法 是 显 式 的 , 当 永 和 0 时 方法 是 隐 式 的 . 

定义 10.5.3 设 y(z) 是 初 值 问题 (10. 1. 4),(10. 1. 5) 的 准 
确 解 , 则 

enhk 一 yCZrHtD) 一 Jrhk 

称 为 方法 (10. 乱 1) 在 nm 十 人 的 整体 截断 误差 . 

To 一 至 Ly(Czo)3A] 
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称 为 方法 (10. 5. 1) 在 zw+* 的 局 部 截断 误差 . 
据 定 义 10. 5. 3, 若 线性 多 步 法 (10. 5. 1) 是 疡 阶 的 方法 , 则 其 
局 部 截断 误差 
Te 一 coHhptyoD (Zn) 十 corz 大 人 2 yt2(Zn) 十 …。 
(10.5.6) 
定理 10.5.4 假设 计算 >(Cz+t) 前 大 步 所 得 离散 解 是 准确 
的 , 即 设 %+;=y(CzsriD)(i 一 0,1,…, 类 一 1), 则 对 于 显 式 的 线性 多 
步 法 (成 关 0) ,有 
了 一 y(CZnort) 一 ymrht。 
而 对 于 请 阶 的 隐 式 多 步 法 ( 认 天 0), 有 
yCrzrt) 一 ynk 一 cotihttlyrD(Czn) 十 OChrt2 ). 
即 对 于 隐 式 的 线性 多 步 法 , 设 前 大 步 离散 解 准确 时 ,局 部 截断 误差 
(10. 5. 6) 与 3yCZa+k) 一 ya 的 展开 式 首 项 相同 . 
定理 10. 5.5 尹 阶 线性 多 步 法 局 部 截断 误差 T,+*+ 的 首 项 
co+rinhs+lyco+n(zn) 称 为 方法 的 主 局 部 截断 误差 . co*: 称 误差 常数 . 
例如 , 欧 拉 方法 y+ 一 y% 十 &F(Czw,yw) 是 单 步 的 显 式 方法 , 相 
当 于 在 式 (10. 5. 1) 中 ,=1,a 王 一 1,&=1,8 一 0. 由 式 (10.5.4)， 


有 = 一 0,cs= 半 .所 以 欧 拉 方法 是 一 阶 方法 ,其 主 局 部 截断 误 


差 Tt 一 去 妇 (z,). 这 里 的 分 析 和 10. 3 节 的 分 析 是 一 致 的 ， 


在 区 间 [z, yz 上, 初 值 问题 (10. 1.4)， (10. 1. 5) 的 解 
满足 


3(zuwb = yz 十 | ”FevyGD)dt。 《10.5.7) 
ZeHt 一 上 


如 果 用 各 种 数值 积分 公式 近似 式 (10. 5. 7) 右 端的 积分 式 , 就 可 得 
到 多 种 计算 >(zvi) 的 近似 值 w+ 的 计算 方法 . 这 些 方法 称 为 基 
于 数值 积分 公式 的 方法 . 
例如 ,在 式 (10. 5.7) 中 令 &= :一 1, 右 端 积 分 式 分 别 用 左 和 矩形 
。593 。 





公式 ` 右 下 形 公式 和 梯形 数值 积分 公式 近似 ,就 得 到 单 步 的 欧 拉 方 
法 、 隐 式 欧 拉 方 法 和 梯形 方法 . 

例 10.5.6 辛普森 方法 (Simpson method) 在 式 (10. 5. 7) 中 
取 & 王 /一 2, 该 式 右 端 积分 式 用 节点 为 zuyzw+ ,Zn+z 的 辛普森 数值 
积分 公式 近似 ,再 用 y%* 代替 y(zr))( 一 0,1,2). 就 得 到 


ora 一 轴 十 号 (/。 十 4Fa 十 Fas). 


这 就 是 辛普森 方法 , 它 的 局 部 截断 误差 为 


一 】) 5 65) 6 
Tt 90 氏 “ (ze 十 OA )。 


方法 是 二 步 四 阶 的 方法 . 

例 10. 5.7 米尔 轩 方 法 (Milne method) 

在 式 (10.5.7) 中 取 &=! 一 4, 该 式 右 端 函数 用 节点 为 zfi， 
Ze+awzsls 的 二 次 插值 多 项 式 近 似 , 代 人 积分 式 后 ,再 用 w+ 代替 
y(zwij)(j 一 0,1,2,3,4) ,就 得 到 


yo 一 思 十 全 (27n 一 了 re 十 27s). 
这 就 是 米尔 恩 方法 , 它 的 局 部 截断 误差 为 
Te = 下 yo Cr) 十 Oo)， 
方法 是 四 步 四 阶 的 方法 . 
10.5.2 亚当 斯 方法 
在 式 (10. 5.7) 中 取 ! 一 1, 得 到 
ye 是 yGoc0 二 | Ge,y(D)dt， (10.5.8) 


再 用 数值 积分 公式 ,这 类 方法 称 亚当 斯 方法 (Adams methods). 
如 果 式 (10.5.8) 中 jityy(i)) 用 rr 十 1 个 节点 (ze+-i-i)7-o 的 
插值 多 项 式 代 蔡 , 代 入 式 (10. 5. 8) 做 积分 ,以 近似 值 w+ 代替 
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2y(zwti), 就 得 到 如 下 的 亚当 斯 - 巴 什 福 思 方 法 (Adams-Bashforth 


methods). 


3rkk 一 yl 十 大 oo 太 十 par 十 … 十 over)， 
(10.5.9) 
其 中 


让 一 刘 ”65cpdz G= om， 
w+ 一 1 


2Cz) 是 节点 zsrt-i-j; 上 的 捅 值 基 函 数 .方法 (10. 5.9) 是 r 十 1 步 的 
显 式 公式 ,也 称 亚当 斯 显 式 方法 ,其 中 的 系数 . 阶 和 误差 常数 co+ 
如 表 10. 8 所 示 . 


表 10.8 


I 1 





胡 


r 一 0 时 ,亚当 斯 显 式 方法 就 是 欧 拉 方法 . ~ 一 3 时 , 取 A 一 r 十 1， 
公式 (10. 5.9) 为 


Jr 一 ys 十 丰 (557- 一 59fs 十 377on 一 9 太 )， 
〈10. 5. 10) 
它 是 四 步 四 阶 的 方法 ,局 部 截断 误差 
Tu = 2 ys (zw) 十 OChs). 


*。 595 。 


如 果 在 公式 (10. 5. 8) 中 , Fi,y(t)) 用 -十 1 个 节点 
{zvwri-iy7-o 的 插值 多 项 式 代替 ,代入 式 (10. 5. 8) 做 积分 ,以 近似 值 
yoi 代替 > (zs+i )， 就 得 到 如 下 的 亚当 斯 - 莫 尔 顿 方法 (Adams- 
Moulton methods). 

- yt 一 ynkci 十 丸 (Oo 十 one 十 十 ore)， 

(10.5.11) 
其 中 
mw = 二 1z)d， 人 二 0317 


4 rz) 是 节点 zs+c- 上 的 插值 基 数 . 当 r1 时 ,方法 (10. 5. 11) 是 
r~ 步 的 隐 式 方法 . 式 (10.5. 11) 也 称 亚 当 斯 隐 式 方法 ,其 中 的 系数 、 
阶 和 误差 常数 co+; 如 表 10. 9 所 示 . 


表 10.9 





r 一 0 时 ,亚当 斯 隐 式 方法 就 是 隐 式 欧 拉 方法 , r=1 时 是 梯形 
方法 .~ 一 3 时 , 取 & 一 4, 公式 (10. 5. 11) 为 
mkH 一 Jrt+3 十 站 (97rr 十 19e 一 5 十 ). 


(10. 5. 12) 
它 是 三 步 四 阶 的 方法 ,局 部 截断 误差 
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19 
了 T- 一 一 720 和 2 (zw ) 十 O(Ns ). 


例 10.5.8 分 别 用 四 阶 的 亚当 斯 显 式 方法 (10. 5. 10) 和 隐 式 
方法 (10. 5.12) 解 初 值 问题 


忆 = 一 >+z+1 (0 过 zx 入 1， 
y(0) 一 1， 
步 长 取 为 几 一 0. 1. 


解 ” 初 值 问题 的 准确 解 为 y(z) 一 e “十 z. 计算 结果 及 误差 
〈 取 绝对 值 ) 如 表 10. 10,. 从 表 中 可 见 四 阶 隐 式 方法 误差 要 比 四 阶 
显 式 方 法 的 误差 要 小 些 . 


表 10.10 












亚当 斯 显 式 方法 


亚当 斯 隐 式 方法 


















































0. 3 .04081801 2.1X10- 
0.4 1.07032292 2.87XX10“ .07031966 3.9X10- 
0.5 1. 10653548 4.82X10” -10653014 5.2X10-” 
0.6 1. 14881841 6.77X10- .14881101 6.3X10-” 
0.7 1. 19659339 8.09X10 .19658459 7,1X10- 
0.8 1. 24933816 9. 19X10 .24932819 7.7X10 一 
0.9 1. 30657951 9.95X10 .30656885 8.1X10 一 
10 1.36788996 1.05X10- .36787860 8.4X10 一 





10.5.3 尼斯 特 龙 方法 


在 式 (10. 5.7) 中 取 [=2 的 方法 称 为 尼斯 特 龙 方法 (Nystr6m 
methods). 如 果 式 (10. 5. 7) 中 积分 式 的 被 积 函 数 用 节点 ze+t-i， 
了 nm ,zetb 上 的 插值 多 项 式 代替 ,得 到 显 式 方 法 

yurk 一 ynHea 十 六 (po fc 十 on se 十 … 十 Pr) 
(10. 5. 13) 
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其 中 
内 = ”60opdz G= ol 
Fr+t-2 


2(z) 是 对 应 节点 上 的 插值 基 函 数 . 特别 取 一 0 时 ,得 ao 一 2, 方 法 为 
3mrk 一 yrHraz 十 2 太 riy 
若 取 上 一 2, 则 写成 
ytz 一 十 2Af sa 

这 就 是 所 谓 的 中 点 方法 ， 

如 果 在 := 2 的 式 (10. 5.7) 中 被 积 函 数 用 节点 zirty 
Zn+t-1y…yZa+tr* 上 的 插值 多 项 式 代 蔡 ,得 到 隐 式 方法 

JeHt 一 n+t-2 十 尹 (oo 十 one 十 十 prjJ rr)， 

〈10. 5. 14) 

其 中 系数 也 是 对 应 的 插值 基 本 数 的 积分 . 特别 取 ~=2 时 就 是 
例 10. 5. 6 的 辛普森 方法 . 


10.5.4 汉 明 方法 


汉 明 方法 (Hamming method) 是 一 种 四 阶 隐 式 方法 ,可 以 利 
用 泰勒 展开 式 的 方法 来 推导 , 它 的 计算 公式 为 


yu 一 于 Gy 一 %) 十 路 (fa 十 21. 一 让， 《10.5.15) 
5 
方法 的 局 部 截断 误差 为 一 休 y5 (z,) 十 OCe)， 


10.5.5 线性 多 步 法 的 收效 性 
如 果 将 线性 多 步 法 (10. 5. 1) 用 到 试验 方程 一 My, 就 得 到 


2 (mw 一 Api)ym 一 0. (10.5.16) 
它 是 一 个 常 系数 阶 差分 方程 . 令 mw+=”~” 代 人 式 (10.5. 16) ,就 
得 到 此 差分 方程 的 特征 方程 
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rCr 岂 ) 一 0， 
其 中 
rr'j) 一 pr) 一 ICr)， 


下 去 
po(r) 一 >)auri，o(r) 一 28r (10.5.17) 
了 mm0 了 一 0 


由 线性 多 步 法 (10. 5. 1) 完 全 确定 了 多 项 式 o(m) 和 ch) ,反之 也 成 立 . 
根据 定理 10. 5. 2, 线 性 多 步 法 (10. 5. 1) 与 初 值 问题 (10. 1. 4)， 
(10. 1. 5) 相 容 的 充分 必要 条 件 是 : 


po() 一 0，o() = 一 coG). (10.5.18) 
如 果 用 线性 多 步 法 (10. 5. 1) 及 个 初始 离散 条 件 解 初 值 问 
题 , 则 数值 解 由 下 列 差分 方程 给 出 : 


必 pm， (10.5.19) 
多 一 也 () (一 0 1 人 一 1). 
定义 10.5.9 如 果 对 所 有 F(Cz,y) 满 足 对 > 的 利 普 希 蒋 条件 
的 初 值 问题 (10. 1. 4) ,(10. 1. 5) ,用 方法 (10. 5. 19) 计 算 ,当初 始 条 
件 光一 六 (Cn 满足 条 件 
limy(h 一 3 (一 0 一 1 
时 , 式 (10.5.19) 的 解 {y} 有 : 对 一 切 固定 的 zxE [zo,b],z 一 zo 十 
1 六 ， 
limy 一 y(CZz)， 
则 称 线性 多 步 法 (10. 5. 197 是 收敛 的 . 
”定理 10.5.10 若 线性 多 步 法 (10. 5.1) 是 收敛 的 , 则 它 与 初 
值 问 题 (10. 1. 4) ,(10. 1. 5) 相 容 . 
定义 10.5.11 如 果 线 性 多 步 法 (10. 5.1) 对 应 的 多 项 式 p(r) 
的 开 个 根 人 1 9 满足 
| 到 人 受 1 三 12 
且 等 号 只 对 单 根 成 立 ,就 称 此 方法 满足 根 条 件 (root condition). 
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根 条 件 的 意义 在 于 : p(r) 的 根 都 在 复 平面 的 单位 贺 上 或 贺 
内 ,如 果 是 在 单位 圆 上 , 则 该 根 为 单 根 . 

定理 10. 5$.12 ” 若 线 性 多 步 法 (10. 5. 1) 与 初 值 问 题 (10. 1. 4)， 
(10.1.5) 相 容 , 则 方法 (10. 5. 19) 收 敛 的 充分 必要 条 件 是 它 满足 根 
条 件 . 


10.5.6 线性 多 步 法 的 稳定 性 


设计 算 方 法 (10. 5. 19) 的 初始 条 件 有 了 扰动 ,上 且 差 分 方程 右 端 
也 有 扰动 ,方法 写成 


屏 ” 有 [L > BCzob Znti 十 Se] 
忒 一 也 (十 8 (一 0,1 一 1) 

其 中 {6,}*-。 是 方法 的 扰动 (一 0,1,…, 一 1 是 初始 条 件 的 扰动 ， 
?一 AI 是 差分 方程 右 端的 扰动 ), {z,}) 六 是 扰动 后 的 方法 的 


数值 解 结果 ,这 里 N 一 [ “ 空 |， 


定义 10.5.13 对 所 有 F(z,y) 满 足 对 > 利 普 希 欧 条 件 的 初 
值 问题 (10. 1. 4), (10. 1. 5), 设 (6.} 忆 。 和 {167 }) 忆 是 线性 多 步 法 
〈10. 5. 19) 的 两 个 扰动 , {z,} 六 和 {zy } 六 ,是 扰动 后 的 解 . 如 果 存 
在 不 依赖 六 的 常数 C 和 />0, 使 得 对 任意 步 长 RE (0, 各 ], 当 

1 8 一 入 | 和 se (一 0,1…,N) 


〈10. 5. 20) 


时 有 
| zx, 一 zx | 委 Ce (三 0,1…,N). 

则 称 线性 多 步 法 (10. 5. 1) 是 稳定 的 . . 

以 上 定义 的 稳定 性 是 考虑 在 上 -~>0 情况 下 的 稳定 问题 ,也 称 零 
稳定 (zero-stable). 

定理 10.5.14 线性 多 步 法 (10. 5. 1) 是 零 稳 定 的 充分 必要 条 
件 是 它 满足 根 条 件 . 
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例如 , 例 10. 5.6 的 辛普森 方法 ,有 


xc = (1 等 )= 4 (1+ 答 )， 


p(r) 一 rCry0) 一 于 一 1. 
(Cr' 太 ) 的 根 





站 (有 彤 ) 和 1 十 从 十 OC) ， 
疡 (A) = 一 1 十 襄 办 十 DGi)， 


而 o(r) 的 根 六 =1,m 一 一 1. 所 以 方法 满足 根 条 件 , 是 零 稳 定 的 . 方 
法 是 四 阶 的 方法 ,根据 定理 10. 5. 12 知 是 收敛 的 . 但 是 如 果 解 方程 
y 一 My, 若 1 为 正 数 ,是 关 充分 小 有 | (hn 二 1, 若 ) 为 负数 , 且 关 
充分 小 有 |m (hn) | 二 1, 将 会 不 满足 下 面 讨论 的 绝对 稳定 性 . 所 以 此 
”方法 一 般 不 推荐 使 用 . 


10.5.7 线性 多 步 法 的 绝对 稳定 性 


绝对 稳定 性 是 讨论 固定 六 情形 的 稳定 性 . 将 线性 多 步 法 用 于 
试验 方程 .y 一 My, 得 到 差分 方程 (10. 5. 16). 它 的 特征 方程 是 
pr) 一 poCr) 一 0， (10. 5. 21) 
其 中 关 一 Ah. 它 的 根 m ,~,…,r 如 果 都 是 单 根 , 则 差分 方程 
(10. 5. 16) 的 解 为 - 


2 一 Z Br 

如 果 有 一 个 根 六 是 9 重 的 , 则 和 式 中 会 产生 
[B， 十 zBia 十 nz 一 1)Bis 十 … 十 ma 一 1)…( 一 9 十 2)Ba]r? 
的 项 .用 多 步 法 解 试 验方 程 ,% 的 误差 也 满足 差分 方程 (10. 5. 16)， 
所 以 , 若 | 玉 | 一 1, 当 m 增 大 时 误差 是 有 界 的 ,( 但 若 | 盖 | 一 1,m 增 大 
时 误差 会 变 得 无 界 ) ,所 以 不 考虑 等 号 情形 , 

定义 10.5.15 ”对 于 给 定 的 ww， 如果 特 征 方程 (10. 5. 21) 的 根 
放 满足 | 下 1<1G 王 1,2,…,)， 则 称 线性 多 步 法 (10. 5. 1) 是 绝对 
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稳定 的 . 在 复 平面 w 中 ,使 方法 (10. 5. 1) 绝 对 稳定 的 区 域 , 称 为 方 
法 的 绝对 稳定 区 域 , 它 和 实 轴 的 交集 称 为 方法 的 绝对 稳定 区 间 . 而 
1 站 一 1m 1G 一 2,3,…,) 时 称 方法 相对 稳定 (relatively stable). 

例 10.5.16 亚当 斯 显 式 方法 和 隐 式 方法 的 绝对 稳定 区 间 如 
表 10. 11. 


囊 10.11 


亚当 斯 显 式 方法 
绝对 稳定 区 间 









亚当 斯 隐 式 方法 








亚当 斯 显 式 方法 和 隐 式 方法 的 绝对 稳定 区 域 分 别 如 图 10. 4 和 
10. 5 所 示 . 
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可 见 y(10) 的 计算 值 和 误差 几乎 有 相同 的 数量 级 . 
米尔 恩 方 法 的 稳定 性 不 好 . 而 汉 明 方法 及 由 它 构 成 的 预 
测 -校正 方法 则 有 较 好 的 稳定 性 . 


10.6 ”预测 -校正 方法 


10.6.1 预测 -校正 的 一 般 方法 
一 个 隐 式 的 线性 多 步 法 (10.1. 15) ,其 中 反 夫 0, 可 以 用 迭代 法 
(10. 1. 19) 和 迭代 求解 . 迭代 公式 是 


业 -1 
区 十 >aynr 一 MBCzrey3yr2) 十 


Jom0 
帮 1 
大 > Bf (一 0,1,2,…).， (10.6.1) 
了 mm 


在 满足 定理 10. 1. 9 的 条 件 下 ,和 迭代 对 任意 初 值 y 呈 ,收敛 

迭代 过 程 (10. 6. 1) 的 每 一 步 , 均 要 计算 一 次 函数 值 F(zv+i， 
359 0) 所 以 和 闪 代 计算 要 多 次 调用 计算 函数 值 F(z,y) 的 子 程序 ,这 
样 要 花费 较 大 的 代价 . 因此 可 以 考虑 用 另外 一 个 显 式 方法 的 结果 
作出 w+ 的 估计 ( 称 为 预测 ) ,代入 隐 式 线性 多 步 法 (10. 5. 1) 的 右 
边 ,得 到 yw+xe 的 值 ( 称 为 校正 ), 这 就 构成 预测 -校正 方法 
(predictor-corrector methods). 虽然 迭代 法 (10. 6. 1) 也 是 不 断 校 
正 的 过 程 ,但 它 的 迭代 次 数 一 般 是 由 |x55 间 一 ?5 | 一 e 来 确定 ,而 
预测 -校正 方法 则 是 事先 规定 好 了 预测 与 校正 的 次 数 . 

在 预测 -校正 方法 中 ,除了 预测 和 校正 两 步 外 ,有 时 也 可 以 加 
上 计算 函数 值 的 步骤 . 

例 10.6.1 改进 的 欧 拉 方法 可 写成 . 

预测 :， y59: 一 yw 十 姑 FCzsyys). 
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校正 ， yw = 多 十 分 [fdz， 3) 十 (zy )]。 


其 中 预测 值 是 由 欧 拉 公式 得 到 ,校正 值 由 隐 式 的 梯形 公式 做 一 次 
和 迭代 得 到 . 改进 欧 拉 方 法 也 可 写成 
预测 ，y 纯 ,一 十 APGCzuyyw). 
计算 : ms+ 一 (ztl 99 ). 


校正 : yn+1 一 % 十 冯 [7(z， ,yn ) 十 ms+rl]. 
这 里 m,++ 是 直接 计算 f(zvrftyyfo) 的 函数 值 有 时 ,这 种 计算 要 
经 过 一 定 的 “修正 ?步骤 ,使 计算 精确 度 得 到 提高 . 
10.6.2 亚当 斯 预测 -校正 方法 


分 别 以 四 阶 的 亚当 斯 显 式 方法 和 隐 式 方法 作为 参 测 式 和 校正 
式 ,可 得 到 如 下 的 四 阶 预 测 -校正 方法 . 

例 10.6.2 亚当 斯 四 阶 预 测 -校正 方法 (Adams fourth-order 
predictor-corrector method) 

预测 3 二 yn+3 十 如 (557. 一 59F 十 377. 一 9./)， 

计算 : 12n+4 一 (Ze+k yy )。 

校正 : yo+4 一 yn+s 十 如 (9m。 Ht 十 19+s 一 5 十 .Fi). 


计算 : 太一 FCZo+yyo+t 
例 10.6.3 用 亚当 斯 四 阶 预 测 -校正 方法 解 初 值 问题 


民 三 


?3(0) 一 1， 


解 取 A 一 0.1, 开 始 值 mn ,yy 用 龙 格 - 库 塔 方法 计算 ( 见 
例 10. 4.7) ,结果 如 下 : 
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全 


大 =3 





”图 10.5 
对 于 米尔 恩 方 法 ,可 以 证 明 , 对 于 任何 w, 它 都 不 绝对 稳定 . 
例 10. 5. 17 ”用 米尔 恩 方 法 解 
二 = 一 y，0 雪 xz< 雪 10， 


?>(0) 一 1. 
解 取 /=10-:(! 王 1,2,3,4,5). 计算 y(10) 的 近似 值 , 结 果 


见 下 表 . 








0. 48625X10“ 









0.1 
0.01 
0.001 
0. 0001 
0. 00001 


一 0.32251X10- 
一 0. 28114X10 

0. 67607X10 一 
一 0.37534X10” 
一 0.12446X10“ 


0. 48211X10… 
0. 38639X10 
0. 32934X 10 
0.57846X10 
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|>(Cz) 一 加 | 









。 1.07031992 1.3X10- 
， 1. 10653027 3.9X10 一 
0.6 1. 14881103 6.1X10- 
0.7 1. 19658453 7.7X10-? 
0. 8 1. 24932806 9.0X10-” 
风 1. 30656866 1.0X10” 
1. 36787837 及 了 关 功 党 





四 阶 亚当 斯 显 式 方法 和 隐 式 方法 的 主 局 部 截断 误差 分 别 是 


52y CD (z， ) 和 一 闹 户 ys (zn) .所 以 对 于 亚当 斯 四 阶 预 测 - 校 


正方 法 的 预测 秆 y5, 和 校正 值 Jrn14 ,有 
现 和 和 《2 )， 


y(Cznr4) 一 351 入 


3(Czeh ) 一 yah < 加 5 (Ts)。 


经 过 简单 的 运算 ,可 得 事后 估计 式 ， 


底 二 0 本 网 和 二 入 (> 虽 人 


3CZnwH) 一 ynH 尽 疡 0 名 一 站 办 
由 这 两 个 式 子 可 对 亚当 斯 四 阶 预测 -校正 方法 进一步 改进 ,预测 值 
进一步 取 为 y8, 一 入 6, 一 yw+0 ,其 中 yt 未 算出 时 359, 一: 


用 559, 一 y+ 代 蔡 . 而 校正 值 进一步 取 为 yt 十 玖 Co 一 yt)， 


于 是 得 到 下 面 的 方法 . 
例 10.6.4 人 


预测 ， 记 ,+, 一 nts 十 34 [557 一 59.A+z 十 377. 一 9 ]， 
改进 : ms 一 加 ;+ 十 下 (cr 一 庆 ss)， 
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计算 : 700+4 一 (ziy7o+4)。 
校正 : cr 一 yt 十 在 [9msre 十 197 一 57ss 十 Ps 


改进 : yn+4 王 cn+k 上 + 而 6Cesr: 一 Cao+4)。 

计算 : 记 + 一 Czo+tyyeri)。 
其 中 的 初始 值 六 , 户 , 户 同样 要 另外 计算 ,开始 时 可 令 c, 一 加 一 0. 
10.6.3 汉 明 预测 -校正 方法 


例 10.6.5 汉 明 预测 -校正 方法 (Hamming predictor-corrector 
method) 


把 四 阶 的 米尔 恩 方 法 和 汉 明 方法 相配 合 ,并 利用 其 主 局 部 截 
断 误 差 作出 改进 ,可 得 到 汉 明 预测 -校正 方法 . 


预测 ， 记 + 一 y, 十 综 (27s 一 访 - 十 27.)。 
改进 : ms 一 甸 4 一 二 玫 pers 一 cs)， 
计算 : 1104 一 (Zn+4 771n+4 ) 。 
二 1 3 记 ，， 
校正 ; cot 一 囊 3n+s 一 再 2ofl 十 证 (mmo+ 二 2 天 一 0 


改进 : yw+k 一 co+4 十 高 (pr 一 or， 
计算 : J+ 一 FCzo+iyynfi)。 


10.7 外 推 方法 


10.7.1 外 推 的 一 般 方法 


设 初 值 问题 (10. 1. 4),(10. 1. 5) 的 准确 解 是 y(z), 取 步 长 为 
内 ,用 某 种 数值 方法 计算 和 步 到 工 =zo 十 万. 这 里 五 王族， , 记 计 
算 的 近似 值 为 y(zo 十 五 ; 太 )., 假设 有 
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3(zo 十 入) 一 y(zo 十 五 ) 十 Ai 十 Ah 十 As 十 
(10.7.1) 
如 果 分 别 用 两 个 步 长 ie, 入 计算 (其 中 加 盖 司 ) 在 都 计算 到 z 一 
zo 十 妞 后 ,分 别 列 出 式 (10.7. 1), 消 去 A, 项 ,有 


y(zo 十 刀 ; ho) 一 y(zo 十 五 ; 太 ) 
y(Czo 十 ; jho) 十 一 一 RE 7 矶 六 一 1 


一 3y(Czo 十 百 ) 一 A: 岂 夺 十 ……。 (10.7.2) 
所 以 式 (10.7. 2) 的 左 端 就 是 (ze 十 五 ) 较 好 的 有 逼近 . 

如 果 用 三 个 步 长 ie> 外 二 ja 计算 ,和 尹 的 计算 可 得 到 类 
似 式 (10. 7.2) 的 式 子 , 消 去 A, 项 , 便 可 得 到 更 高 阶 的 通 近 . 这 个 
过 程 还 可 对 juo 客 二 二 ja 二 … 继 续 下 去 ,得 到 

?(zo 十 五 ; ho) 一  ， 

y(zo 十 万 jj) 一 加 02， 0， 

y(zo 十 百 ; ja) 一 加 22， 加 0，2， 05737 
?全 十 必 罗 一 加， 名 部 ， 捧 ， 


式 (10. 7. 专 二 2 和 下 区 半 几 区 
j 罗 2 = 1 十 站 一 站 ii,2))， (10.7.4) 


(Ah )7 一 工 
可 以 证 明 
力 ” 一 y(zo 十 百 ) 十 O( 防 革 7 二)， 《10.7.5) 

所 以 式 (10. 7. 3) 的 每 列 比 其 左边 的 列 能 更 快 地 收敛 到 y(zo 十 
媚 ) ,每 行 也 比 上 面 的 行 收 敛 更 快 ,而 对 角 线 比 行 和 列 收敛 得 更 快 . 

使 用 外 推 方法 的 关键 是 运用 表达 式 (10. 7. 1) ,以 欧 拉 方 法 为 
例 , 可 以 证 明 ,车 yn 是 计算 的 近似 值 , 则 有 

加 一 yCzo) 十 Ah 十 OD(1)， 
例 10.7.1 用 外 推 的 欧 拉 方 法 解 


二 = 一 y 十 z 十 1，0 过 z 去 1， 


y(0) 一 1. 
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yo 一 y(zo)， 

力 一 加 十 ArCzoyyo)， 

n+2 一 加 十 21if(Czoriyy+l) (一 0,1,…， 信 一 1)， 
1 1 

?ze 十 于 ; 如) 一 开 yw-1 十 到 ?Ni 十 二 3N+l， 


利用 格拉 格 方法 计算 , 即 可 用 式 (10.7; 3) 及 (10.7.4) 进 行 外 
推 . 其 中 的 {N;} 可取 为 {2,4,8,16,32,…). 但 由 于 每 步 的 计算 量 都 
加 倍 ,费时 较 多 ,所 以 {Ni,)} 一 般 可 取 为 {2,4,6,8,12,16,24,32,}. 

例 10.7.3 用 格拉 格 方法 及 式 (10. 7.3), 式 (10.7.4) 进 行 外 
推 , 解 初 值 问题 


dz 
y(0) = 0. . 
解 取 瑟 =0.1 为 基本 步 , 每 基本 步 用 格拉 格 方法 及 外 推 过 
程 计算 . 不 外 推 情 形 实 际 步 长 为 0.05, 结 果 如 表 10. 13. 外 推 情 形 


颂 - 一 近 0 过 xz 去 1， 


只 列 出 误差 . 



















0.0 0 

0.1 0. 09925250 .0X10-1 
0.2 0. 19458429 .8X10- 
0.3 0. 28238289 .5X10-i 
0.4 0. 35961606 ,6X10-04 
0.5 0. 42403720 江汉 0 区 
0.6 0. 47430356 0 和 
0.7 0. 50999998 0 和 
0.8 0. 53157328 .6X10-1 
0.9 0. 54019424 0 全 
1.0 0. 53757097 .0X10”? 





"。，610 。， 


解 取 和 加 =0.1, 则 近似 值 >(zvy0.1) 在 例 10. 3. 1 中 给 出 了 
结果 . 再 取 太 一 0. 05 进行 计算 ,在 z 一 0. 1,0. 2,…,1 上 得 到 两 种 
方法 的 结果 . 再 外 推 一 次 ,由 式 (10.7.4) 得 到 

ji 一 2y(zo 十 百 ; 0.05) 一 y(zo 十 瑟 ; 0.1). 
计算 结果 及 误差 如 表 10. 12. 





















表 10.12 
1. 000000 .000000 1. 000000 

0.1 1. 000000 .002500 1. 005000 1.63X10- 
0.2 1. 010000 .014506 1. 019012 2.81X10-: 
0. 3 1. 029000 .035092 1. 041184 3.66X10- 
0.4 1.056100 .063420 1. 070740 4.20X10- 
0.5 1. 090490 . 098737 1. 106984 4.53X10- 
0.6 1.131441 .140360 1. 149279 4.67X107 
0.7 1. 178297 .187675 1.197053 4.68X10- 
0.8 1. 230467 .240126 1.249785 4.56X10- 
0.9 1I. 287420 .297214 1. 307008 4,.38X10- 
1.0 1.348678 .358485 1.368292 4.13X10- 





10.7.2 格拉 格外 推 方法 


使 用 外 推 方法 时 ,所 用 数值 方法 应 当 具 有 式 (10. 7. 1) 的 性 质 ， 
而 且 其 中 y 应 尽量 大 些 . 利用 显 式 的 中 点 方法 (=2 的 尼斯 特 龙 
方法 )y+* 一 十 247i 可 以 得 到 xy 一 2 的 (10. 7. 1) 展 开 式 . 格拉 
格 (Gragg) 证 明了 若 开 始 值 % 用 欧 拉 方 法 确定 ,而 步 数 Ni 总 选 
为 偶数 , 则 用 中 点 公式 计算 ,总 的 计算 方法 具有 y 一 2 的 (10.7. 1) 
的 展开 式 性 质 . 然而 这 种 方法 的 稳定 性 不 好 . 格拉 格 在 计算 过 程 的 
最 后 对 xz 一 zo 十 互 作 了 一 些 光 滑 处 理 , 控 制 了 不 稳定 性 而 不 破坏 
性 质 (10.7. 1). 

例 10.7.2 格拉 格外 推 方法 (Gragg extrapolation method) 

太一 万 /Ni Ni 为 偶数 ， 
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10.8 方程 组 和 高 阶 方程 的 数值 方法 


10.8.1 一 阶 微分 方程 组 的 数值 方法 


对 于 一 阶 微分 方程 组 初 值 问题 (10. 1. 8) 或 其 向 量 形式 (10. 1.9)， 
可 以 模拟 单个 方程 的 数值 方法 来 构造 . 
例 10.8.1 一 阶 微分 方程 组 的 经 典 龙 格 - 库 塔 方法 


yn 一 因 十 痘 [bo 十 2hu 十 2ku 十 ki] (一 12wvma， 
其 中 

民 ， E 汪汪 yin9y2n9 yymn )， 

民 2i 3 万 (zs 十 吨 ， 十 吨 3 yz2n 十 邱 tz 9 9.Jmn 十 生 n) 省 


大 
psi 一 万 (zu 十 分 mw 让 委 a yzn 十 妾 ka yn 十 到 Pan) 9 


人 一 万 (zw 十 jim 十 负 3yyan 十 碗 ayon 十 钠 am)， 
1 一 1 ,2 ，… 770。 


求 出 的 yw 是 % (Cr*) 的 近似 值 . 
10.8.2 高 阶 方程 的 数值 方法 


高 阶 方 程 的 初 值 问题 (10. 1. 11) 化 为 方程 组 初 值 问题 (10. 1. 2) 
后 ,可 以 按 方程 组 的 方法 求解 . 
例 10.8.2 用 经 典 龙 格 - 库 塔 方法 解 初 值 问题 


2 
笠 一 2? 钮 十 2y = esinzr， 0 过 xz 反 1， 


汉 0E 和 0 二 E 一 0.6. 


解 令 m(z) 一 y(z),y(z) 一 记得 到 方程 组 初 值 问题 
。6ll 。 





人 嫉 (0) 一 一 0.4， 


dz 


至 一 ezsinr 一 2 十 2 加 六 (0) 一 一 06. 和， 


按 例 10. 8. 1 的 方法 计算 ,并 与 准确 解 y(z) = 0. 2exe (sinz 一 
2cosz) 比 较 ,结果 如 表 10. 14. 


表 10.14 






|y(zs) 一 ?io| 







































0.0 一 0. 40000000 . 60000000 @ 

0.1 一 0.46173334 . 63163124 3.7X10-” 
0.2 一 0. 52555988 .64014895 8.3X10 一 
0.3 一 0.58860144 一 0.61366381 1.39X10 
0.4 一 0. 64661231 .53658203 2.03X10“ 
0.5 一 0. 69356666 -38873810 2.71X10 一 
0.6 一 0. 72115190 .14438087 3.41X10- 
0.7 一 0.71815295 .22899702 4.05X10 
0.8 一 0.66971133 .77199180 4,.56X10 
0.9 一 0.55644290 .15347815 4.76X10 环 
1.0 一 0. 35339886 0. 3235787663 ”4.50X10- 











10.9 刚性 方程 组 的 数值 方法 


10.9.1 方程 组 的 刚性 现象 5 


用 一 种 数值 方法 解 线性 微分 方程 组 ,为 保证 其 绝对 稳定 性 ,应 
选取 步 长 关 使 得 MP 属于 绝对 稳定 区 域 ,其 中 1 应 取 遍 系数 矩阵 的 
特征 值 . 但 是 在 这 些 特征 值 相 差 十 分 悬殊 时 ,计算 就 会 有 很 大 
困难 . 

例 10.9.1 方程 组 初 值 问题 

。612 ， 


尼 一 一 1001 十 999ys 十 2， (0) = 3， 


笃 = 999yw 一 1001y 十 2， y% (0) = 1. 


一 1001 999 


它 的 系数 矩阵 | 999 一 1001 


方程 组 的 解 是 


] 的 特征 值 心 王 一 2000,): 一 一 2， 


力 (Z) 一 ez 十 ez 十 1， 
PR 一 一 ev 二 二 1 

当 zco 时 ,y(z) 和 yy (z) 都 趋 于 稳定 值 1, 然 而 它们 包含 的 
两 项 e ”和 e 性质 却 有 很 大 差别 : 前 者 “ 瞬 变 "过程 短 , 约 在 
Z 一 0. 01 就 接近 稳定 值 ; 后 者 变化 慢 , 约 在 z=10 才 接 近 稳 定 值 . 
如 果 用 经 典 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 求解 ,为 了 将 “ 瞬 变 ”部 分 表现 出 
来 ,在 0 委 z 委 0.01 应 该 取 小 步 长 ,同时 ,为 了 达到 绝对 稳定 ,应 取 
MAhE (一 2.78,0). 由 于 力 王 一 2000, 所 以 关 一 0.00139 ,而 到 达 zx 一 
0.01 后 ,快速 瞬 变 部 分 已 趋 稳定 , 则 希望 取 较 大 的 步 长 . 但 是 ,为 
了 保证 稳定 性 , 仍 要 取 小 的 产值 ,这 样 到 z 一 10 至 少 要 7200 步 ,给 
计算 带 来 很 大 困难 ,所 以 这 类 方程 组 要 用 特殊 的 方法 求解 . 

定义 10.9.2 设 线性 微分 方程 组 





里 = 了 上 Jr)， (10.9.1) 
常 系数 矩阵 JJ 的 特征 值 为 h; ,)，…, mw, 若 
(D Re <0 (一 1,2，,m)， (10.9.2) 
_ 
(2) 熏 划 meGT>1， - (10.9.3) 


则 称 方程 组 是 刚性 方程 组 (stiff systems) ,s 称 为 刚性 比 (stiffness 


ratio) . 
对 于 一 般 的 方程 组 虹 一 /(z,y) ,如果 (z,y(z)) 处 的 雅 可 比 


*。， 613 。 


Ah 复 平面 的 无 限 模 形 区 域 (从 [一 天 r 一 arg(AA)< 一 ac} ,其 中 6E 
( 9, 各) , 则 称 此 方法 是 A(c)- 稳 定 (4(e)-stable) 的 ; 如 果 对 某 个 


充分 小 的 E ( 0, 部 ) ,方法 是 A(a) -稳定 的 , 则 称 方法 是 A(0)- 稳 
定 的 ; 如 果 对 所 有 eE {0, 至 ) ,方法 都 是 ACa)- 稳 定 的 , 则 称 此 方 


法 为 A{( 六 )- 稳 定 的 . 


定义 10.9.7 如果 一 个 数值 方法 是 收敛 的 , 且 存 在 正常 数 a， 
bc 使 方法 在 区 域 { 人 | Re(Ca) 过 一 a} 上 绝对 稳定 , 且 在 区 域 
{hAAI 一 ao<ReCa)<0, 一 c 委 Im(ChAA) 过 cy} 上 具有 高 精度 且 相 对 稳 
定 , 则 称 此 方法 是 刚性 稳定 (stiffly-stable) 的 . 

定义 10.9.8 ”如果 一 个 数值 方法 的 绝对 稳定 区 域 包含 了 整 
个 负 实 轴 , 则 称 该 方法 是 A, -稳定 (A。-stable) 的 . 

定义 10.9.9 如 果 一 个 4- 稳 定 的 数值 方法 ,用 于 试验 方程 
y 一 My 时 有 yi 一 局 CAA)w， 当 Re(CA) 一 0 时 有 | 已 (AAA)| 一 0, 称 
方法 是 六 稳定 ([-stable) 或 强 4A- 稳 定 (strong[y 4-stable) 的 . 

各 种 稳定 性 的 关系 是 

-稳定 一 4A- 稳定 一 刚性 稳定 这 A(a)- 稳定 一 Au - 稳定 . 


10.9.3 刚性 方程 组 的 数值 方法 


一 种 用 于 刚性 方程 组 的 线性 多 步 法 是 下 面 的 向 后 差分 方法 . 
例 10.9. 10 ”吉尔 方 法 (Gear methods) 


渐 于 Vim 一 及 Fe ” (10.9.4) 
它 是 隐 式 上 步 上 阶 的 线性 多 步 法 . 写成 一 般 线性 多 步 法 的 形式 
二 
2 ay 一 hgkf ou， (10.9.5) 
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甜 隆 J(z) = [ :党 22 | 的 特征 值 )) (z) 对 所 有 zE 了 满足 定 


义 10.9.1 的 (1) 和 (2), 则 称 方程 组 在 区 间 工 是 刚性 的 . s(Cz) 称 为 
在 处 的 刚性 比 ， 

以 上 关于 刚性 的 定义 不 包含 单个 方程 的 情形 ,而且 限 制 得 过 
于 严格 .有 人 提出 更 反映 实际 计算 情况 的 定义 . 

定义 10.9.3 若 线 性 微分 方程 组 (10. 9. 1) 满 足 条 件 ， 

(1) 矩阵 了 所 有 特征 值 的 实 部 小 于 一 个 不 大 的 正 数 ; 

(2) 和 矩阵 了 至 少 有 一 个 特征 值 的 实 部 是 绝对 值 很 大 的 负数 ; 

(3) 对 于 具有 绝对 值 最 大 负 实 部 的 特征 值 的 解 分 量变 化 是 组 
慢 的 . 
则 称 方程 组 (10. 9. 1) 是 刚性 方程 组 . 


10. 9.2 刚性 方程 组 的 稳定 性 


如 果 一 种 数值 方法 的 绝对 稳定 域 是 有 限 的 ,用 它 求解 刚性 方 
程 组 ,将 会 导致 计算 步 数 很 大 . 所 以 绝对 稳定 区 域 有 限 的 方法 不 宜 
用 于 刚性 问题 . 

定义 10.9.4 如 果 一 个 数值 方法 的 绝对 稳定 区 域 包 含 了 w 一 
Au 复 平面 的 整个 左 半 平 面 ( 即 Re(ChAA) 一 0), 称 此 方法 是 4- 稳 定 
(4-stable) 的 . 

定理 10.9.5 (1) 任何 显 式 线性 多 步 法 和 显 式 龙 格 - 库 塔 方 
法 都 不 可 能 是 4- 稳定 的 . 

(2) 4- 稳 定 的 隐 式 线性 多 步 法 的 阶 不 超过 2. 

(3) 在 2 阶 4 稳定 隐 式 线性 多 步 法 中 ,误差 常数 最 小 的 方法 
是 梯形 方法 . 

定理 说 明 人 稳定 的 方法 是 很 少 的 . 所 以 还 要 考虑 其 他 的 稳 
定性 . 

定义 10.9.6 ”如 果 一 个 数值 方法 的 绝对 稳定 区 域 包含 了 /一 
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其 中 ww 一 1,ao 天 0,& 关 0 为 1~6 时 的 系数 如 表 10. 15. 
表 10.15 





& 二 1 时 , 式 (10.9%.5) 就 是 隐 式 欧 拉 方法 ,上 王 1,2 时 吉尔 方法 
是 4 稳定 的 ,k& 一 3,4,5,6 时 是 刚性 稳定 和 A(a)- 稳 定 的 ,有 关 稳 
定性 定义 中 的 参数 如 表 10. 16 所 示 ， 


表 10.16 





用 吉尔 方法 计算 ,每 步 要 解 w+* 的 非 线性 方程 组 ,一 般 用 牛顿 
法 等 求解 ,而 不 用 类 似 式 (10. 1. 19) 的 简单 迭代 法 求解 ， 
&>7 时 的 向 后 差分 公式 (10. 9. 4) 不 满足 根 条 件 , 所 以 实际 不 


能 使 用 . . 
另 一 类 适用 于 刚性 方程 组 的 方法 是 隐 式 龙 格 - 库 塔 方法 . 已 
经 证 明 尺 级 2R 阶 的 隐 式 龙 格 - 库 塔 方法 是 A- 稳 定 的 ,也 可 能 是 
三 稳定 的 . 这 些 方法 见 例 10.4. 17 一 例 10. 4. 19, 尺 级 2R 一 1 阶 的 
。616 。 


例 10.4. 20, 例 10.4.21 和 尺 级 2R 一 2 阶 的 例 10. 4. 22 一 例 10. 4. 24 
也 都 是 全 稳定 的 .用 这 些 方法 解 zm 个 方程 的 微分 方程 组 困难 在 于 
每 步 要 解 mR 个 变量 的 非 线性 方程 ,用 牛顿 法 解 也 要 求 有 比较 准 
确 的 初始 迭代 值 以 保证 和 迭代 收敛 . 

对 于 自 守 系统 的 方程 组 


dy -- 
衬 = fy?)， (10.9.6) 


有 一 类 将 雅 可 比 矩阵 用 于 龙 格 - 库 塔 法 的 方法 . 它 是 隐 式 的 ,但 每 
步 只 需 解 尺 组 x 个 变量 的 线性 方程 组 . 

例 10.9.11 布 意 方法 (Bui's method). 这 是 一 个 四 级 四 阶 的 
方法 ,具有 人 稳定 性 和 工 - 稳 定性 . 算法 写成 


yn 一 见 十 > cr 下， 
re 
式 中 下 由 方程 


3 《 由 rr 一 1 
[一 六 2 一 Ar ( 吕 十 忆 ox ) Cr 一 1,2,3,4) 


决定 ,其 中 T 为 单位 阵 ,3 为 雅 可 比 矩阵 求解 {(K. } 只 有 四 组 个 


方程 的 线性 方程 组 ,而 且 四 个 方程 组 具有 相同 的 系数 矩阵 ,所 以 求 
解 时 每 步 只 要 做 一 次 矩阵 分 解 . 
布 意 方法 的 系数 是 

v 一 0. 5728160625， 

ba 一 一 0.5， ， 

bs 一 一 0. 1012236115， bsz 一 0. 9762236115， 
一 一 0. 3922096763， bs 一 0.7151140251， 
= 0. 1430371625， 
cl 一 0.9451564786， cs 一 0. 341323172， 
ca 一 0.5655139575， cl 一 一 0.8519936081. 


全 
辣 
| | 
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11 常 微分 方程 边 值 问 题 的 数值 方法 


11,1 引言 


常 微 分 方程 组 两 点 边 值 问题 (two-point boundary value 
problem) 的 一 般 形 式 是 


= /zy(z))，a 近 z 挟 咏 (11.1.1) 


we 一 0， (11.1.2) 
其 中 式 (11.1.1) 是 一 个 微分 方程 组 ,y?》 和 了 都 是 有 ) 个 分 量 的 向 
基本 数 . 式 (11. 1. 2) 给 出 在 区 间 [a, 扑 上 的 边界 条 件 , 其 中 四 也 是 
一 个 痉 维 向 量 函 数 . 一 般 地 ,xz 二 2. 

本 章 主要 讨论 的 典型 例子 是 二 阶 微分 方程 的 两 点 边 值 问题 ， 
它 可 以 化 为 一 2 时 式 (11.1.1) 及 式 (11.1.2) 的 形式 . 这 种 边 值 问 
题 的 一 种 形式 是 

多 一 FFCzoyy)， a< 工 二 0， 《IE 3 
3?(a) 一 a，y(b) 一 有 . (11.1.4) 
其 中 式 (11.1.3) 是 [a, 纪 上 一 个 二 阶 微分 方程 , 式 (11. 1. 4) 是 在 
[ae, 妇 边界 点 a 和 6 上 的 条 件 , 它 给 出 了 z=a;p 上 的 函数 值 . 通 . 
常 ,边界 条 件 还 有 其 他 的 给 法 ,例如 线性 的 条 件 
ay(a) 十 By Ca) 一 a， azy(6) 十 By (6) 一 及 
(11.1.5) 
其 中 | 1 十 1 记 1 关 0,joz1 十 1 记 | 天 0. 

在 式 (11. 1. 5) 的 第 一 式 中 , 若 wm 天 0,8 天 0, 称 为 第 三 类 边界 条 

件 . 若 wm =0, 称 为 第 二 类 边界 条 件 . 若 B 一 0, 则 化 为 式 (11.1.4) 的 
。618 。 


形式 , 称 为 第 一 类 边界 条 件 . 式 (11. 1. 5) 的 第 二 式 也 类 似 , 除 式 
〈11.1.5) 的 线性 边界 条 件 外 ,很 多 实际 问题 还 要 考虑 非 线 性 的 边 
界 条 件 . 
边 值 问题 (11. 1.3),(11. 1.4) 可 能 不 存在 解 , 也 可 能 有 惟一 解 
或 无 穷 多 个 解 . 例如 , 边 值 问题 
交 十 rsy 一 0， 
人 =0，y()=1 
不 存在 解 . 而 边 值 问题 
光 十 my 一 0， 
人 一 0，y(1) =0 
就 有 无 穷 多 个 解 y(z) 一 csinrz, 其 中 c 是 任意 的 常数 . 
定理 11.1.1 设 边 值 问题 (11.1.3),(11. 1.4) 中 ,函数 三 及 
ar 9 
革 ，3 在 区 域 
D=({((Cryyy)|zEf[ayEeERy ER) 
连续 , 且 
(1) 江 cz,yy)>0， VCryyy)ED; 
(2) 存在 常数 M>0, 使 得 
| 束 eyy|< VCz 六 Xe D， 


则 边 值 问题 (11. 1. 3),(11. 1. 4) 有 惟一 解 . 
定理 11.1.2 ”对 于 线性 边 值 问 题 
见 一 记 (z)y 十 g(z)y 十 r(z)，: asz 和 bp， (11.1.6) 
y(a) 一 a， y(b) 一 及 (11.1.7) 
若 满足 ， 
(1) p,qvr 在 [a, 门 上 连续 ; 
(2) qg(Cz)>0,YzE[a,O]. 
。，619 、 


则 边 值 问题 (11. 1. 6) ,(11. 1.7) 有 惟一 解 . 
对 应 于 线性 边 值 问题 (11. 1.6),(11.1.7) ,可 以 考虑 两 个 初 值 
问题 ， 
洲 一 四 zi 十 qz) 十 r(Cz)，a 和 zz 委 5，(11.1.8) 
(al 一 ac， yi(a) 一 0， (11.1.9) 
以 及 
昱 一 让 z)y 十 g(z)ym，a 和 zz 生 0， (11.1.10) 
ye(a) 一 0， ye(a) 三 1. (il.1.11) 
定理 11.1.3 设 % 是 初 值 问 题 (11. 1.8),(11. 1.9) 的 解 ,y。 
是 初 值 问 题 (11. 1. 10),(11.1.11) 的 解 ,并 设 % (0 和 0, 则 边 值 问 
题 (11.1.6),(11.1.7) 的 解 为 


y(Cz) 一 i(z) 十 二 区 2w， (11.1.12) 
2 
11.2 打靶 法 


11.2.1 线性 边 值 问题 的 打靶 法 


解 两 点 边 值 问 题 的 打靶 法 (shooting method) 是 通过 解 初 值 
问题 的 途径 求解 边 值 问题 的 一 类 方法 . 对 于 线性 的 边 值 问题 
(11.1.6),(11.1.7), 用 初 值 问题 的 数值 方法 (例如 龙 格 - 库 塔 方 
法 ,亚当 斯 方法 等 ) 分 别 解 初 值 问题 (11. 1. 8),(11. 1. 9) 和 初 值 问 
题 (11.1. 10),(11.1.11), 得 到 y (Cz) 和 %(Cz) 的 数值 解 ,然后 利用 
定理 11.1. 3 的 公式 (11. 1. 12) 得 到 边 值 问题 (11. 1. 6),(11. 1.7) 
的 数值 解 ,这 就 是 线性 边 值 问 题 的 打靶 法 . 

定理 11.2.1 在 以 上 描述 的 打靶 法 中 , 若 yw 及 yz 分 别 为 
21(Cz) 和 yz (z) 在 节点 zs,(z= 一 0,1,…,N) 的 函数 值 的 O(Chx) 近 似 
值 , 则 按 公 式 (11. 1. 12) 算 得 的 结果 % 亦 为 >(Cz,) 的 O(hz) 近 似 
值 , 且 存 在 常数 KK 之 0, 使 得 
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| y(z) 一 y| 委 KR 





1+ 因 |. (11.2.1) 
Jin 


例 11.2.2 用 打靶 法 解 线性 边 值 问题 


人 1 和 z 生 2， 
并 炊 光 


y(1) = 1， y(2) = 2， 
解 ”根据 定理 11. 1. 3, 本 例 求 解 边 值 问题 可 以 化 为 解 两 个 初 
值 问题 


严 in(1 
人 一 一 二 7 十 疙 十 Sm ， 1 和 zx 芝 2， 
mn (1)=1，%%() =0. 
yi 三 二 之 六 下 志 5 1 和 2 委 2， 
2 2 2， 全 工 二 


y(1) =0，%%(1) = 1， 
分 别 用 经 典 龙 格 - 库 塔 方法 求解 . 取 一 0. 1, 得 到 yy 再 由 


2 一 
yi 十 -ys 计算 y,，, 计 算 结果 如 表 11. 1 
2N 


















|y(zs) 一 加 | 















































1.0 | 1. 00000000 | 0.00000000 | 1. 00000000 | 1. 00000000 

1.1 |1.00896058 | 0.09117986 | 1.09262917 | 1.09262930 | 1.43X10… 
1. 2 | 1.03245472 | 0. 16851175 | 1. 18708471 | 1. 18708484 | 1.34X10 
1.3 |1.06674375 | 0. 23608704 | 1. 28338227 | 1. 28338236 | 9.78X10 一 
1.4 11. 10928795 | 0. 29659067 | 1. 38144589 | 1.38144595 | 6.02X10 
1.5 |1.15830000 | 0. 35184379 | 1. 48115939 | 1.48115942 | 3.06X10- 
1.6 | 1.21248372 | 0. 40311695 | 1. 58239245 | 1.58239246 | 1,.08X10 
1.7 |1. 27087454 | 0.45131840 | 1. 68501396 | 1.68501396 | 5.43 色 10 
1.8 |1.33273851 | 0.49711137 | 1. 78889854 | 1.78889853 | 5. 05X10-? 
1.9 | 1.39750618 | 0. 54098928 | 1. 89392951 | 1.89392951 | 4.41X10… 
2.0 | 1.46472815 | 0. 58332538 | 2. 00000000 | 2. 00000000 5 
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例 11. 2. 2 用 打靶 法 计算 有 比较 好 的 效果 ,但 在 别 的 例子 中 ， 
有 时 由 于 误差 的 作用 ,用 式 (11. 1. 12) 计 算 会 引起 有 效 数字 的 消 
失 , 因 而 得 不 到 满意 的 结果 . 有 时 可 以 用 相反 方向 的 打靶 法 解 边 值 
问题 , 即 分 别 解 初 值 问题 
人 一 思 (z)y 十 ggCz)y 十 r(z)，a 坪 工 坪 b， 
ii(b) 一 B， (0 一 0; 
双 一 户 (z)y: 十 gCz)yz， 
ya(6) 一 0， 光 (6) 一 1， 
设 它 们 的 解 分 别 是 m (z) 和 y% (Cz), 类 似 式 (11.1.12) 有 


二 可 十 2 二 区 和 写 ye(z)， (11.2.2) 
2 
11.2.2 非 线性 边 值 问 题 的 打靶 法 


在 二 阶 方程 边 值 问题 (11. 1. 3) ,(11. 1. 4) 是 非 线性 的 情况 下 ， 


对 参数 :, 初 值 问题 
y 一 rzyy)，a 二 工 生 0 (11.2.3) 
y(a) 一 ay(a) 一 上 (11.2.4) 


的 解 记 为 y(z, 芒 .如 果 此 解 与 边 值 问题 (11. 1. 3), (11. 1. 4) 的 解 


相同 , 即 
- y(btD) 一 有 (11.2.5) 


- 则 可 用 解 初 值 问题 代替 解 边 值 问题 . 但 是 参数 上 并 不 是 很 容易 确 
定 的 ,所 以 用 序列 { 必 } 来 遂 近 它 . 
定理 11.2.3 设 在 区 域 
D= {((zyy) 1a 委 z 委 凡 一 co <y< 十 co, 一 oo 这 站 <+co) 
上 ,7Cz,y,y ) 满 足 : 


了 
(GD) 刀 亲 3 连续 ， 


(2) 存在 常数 M>o, 使 |2 允 |<w 
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(3) 存在 常数 工 二 0, 使 0< 开 < 


则 边 值 问题 (11. 1. 3),(11. 1. 4) 及 初 值 问题 (11.2. 3),(11. 2. 4) 对 
于 任意 参数 :, 均 在 La, 疏 上 存在 惟一 的 解 . 
解 边 值 问题 (11. 1. 3) ,(11. 1. 4) 的 打靶 法 是 用 数值 方法 解 初 
值 问题 
懈 = yyy)，a 二 z 壕 b 12 6》 
y(Ca) 一 a， y (aza) 一 如 (11. 2.7) 
得 到 解 (za). 若 对 给 定 的 误差 限 e, 有 |?(b, 姑 ) 一 8 天 se, 则 认为 
y(Czyt) 是 边 值 问 题 (11. 1.3),(11， 1.4) 的 解 ,否则 , 按 一 定 的 方法 
将 姑 修改 为 2i+i, 重 复 上 述 计算 . 
要 想 成 功 地 运用 打靶 法 ,就 要 求 limy(b,z) 一 及 实际 上 ,{z} 
可 以 看 成 非 线性 方程 (11. 2. 5) 的 一 个 近似 解 字 列 , 所 以 打靶 法 的 
具体 计算 步骤 ,可 以 采用 解 非 线性 方程 的 一 些 方法 (参见 5. 2 节 )， 
例 11.2.4 二 分 法 (bisection method) 
记 
下 () 一 y(b) 一 及 《11.2.8) 
在 打靶 法 过 程 开头 , 选 初 值 a 和 也 ,使 Fn)F(G) 一 0. 一般 地 , 若 已 
知 妆 所 zi 可 以 构成 迭代 区 间 [ 志 t+]. 设 FFC)FCGD)<0, 令 


ttH2 一 去 十 ti)， 


将 Lay ti] 分 半 , 若 下 (Cs)FEC < 一 0, 则 以 Lay ts] 代替 
[aasi] ,否则 以 La+。 ,t+ 代替 [aas ] ,继续 进行 迭代 . 

例 11.2.5 割 线 法 (secant method) 

在 打靶 法 中 , 选 定 初 值 忆 ,2. 一 般 地 , 若 已 知 写 ,+, 则 令 


有 ， [Ly(byteH ) 一 且 (Ctth 六 )》 
iH 一 让 H1 CODESSROS (11.2.9) 


牛顿 法 是 解 非 线 性 方程 的 一 种 有 效 方法 . 把 它 用 于 打靶 法 , 即 
。 1023。 


要 解 方程 (11. 2. 5) ,要 用 到 22%' 全 的 值 ,而 >(b, 芒 的 表达 式 是 未 
分 别 对 : 求 导 ,有 


下 D 下 
尽 一 3a5a2 二 2 3， 
9t ay9t dy 93t 


a2(a 昌 -0， ay(a 昌 -1 
at at 


以 =(z, 记 ?2 ,并 设 对 = 和 + 的 导数 可 交换 次 序 ,于 是 可 以 


得 到 关于 = 的 一 个 微分 方程 的 初 值 问题 


/afCzyyy 
闻 a 雪 xz 委 b，(11.2.10) 
也 


z(a) 一 0， xz (ca) 一 1 《11.2.11) 
所 以 牛顿 法 用 于 打靶 法 描述 如 下 , 

例 11.2.6 〈 和 牛顿 法 ) 在 打靶 法 中 ,给 定 初 值 所 .一般 地 , 若 已 
知 二 ,从 初 值 问题 (11. 2. 6) ,(11. 2.7) 求 解 出 yCz,z) ,再 从 初 值 问 
题 (11.2. 10),(11. 2. 11) 求 解 出 zx(z, 世 , 则 


一 20:t) 一 B 1.2.12) 


ML 一 


例 11.2.7 用 打靶 法 的 牛顿 欠 代 过 程 解 边 值 问题 
光一 言 (32 十 2z 一 2 )， 1 入 z 区 3， 
y(1) = 17， y(3) = 全. 


解 由 例 11.2.6 的 描述 ,把 边 值 问题 化 成 每 步 求 解 两 个 初 值 
问题 : 
国 言 (32 十 2 一 罗 )， 2 
?1) 一 17， 2 (1)》 和 
。624 。 


下 一 一 于 Coz' 十 yz)， 1 委 工 迄 3， 


z(1) 一 0， xz'(1) = 1. 
给 定 初 值 " ,根据 式 (11. 2. 12) 进 行 和 迭代, 直到 


| > 一 全 |<。 
时 迭代 结束 . 


11.3 有 限 差 分 方法 


11.3.1 线性 边 值 问题 的 差分 方法 


二 阶 线性 方程 的 第 一 类 两 点 边 值 问题 是 
尿 = 思 (z)y 十 qg(z)y 十 r(Cz)，a 和 zz 生 0 《113 巷 : 
y(a) 一 ac， y(b) 一 有 (11.3.2) 
其 中 式 (11. 3. 2) 为 第 .一 类 边界 条 件 , 也 可 以 考虑 第 二 和 第 三 类 边 
界 条 件 ， 
y (a) 一 ae，y(o) 一 (11.3.3) 
Ya) 一 ay(a) 一 a， yb) 十 By(b) 一 (11. 3.4) 
其 中 wm 三 0,8 二 0. 对 于 左 端点 zx 一 a 和 右 端点 工 =b, 也 可 以 分 别 
取 不 同类 型 的 边界 条 件 . 


在 方程 (11.3. 1) 的 两 边 同 乘 je ,再 令 上 一 [gedrz , 方 
_ 程 化 为 
号 +Qa)y 二 RD)， 


所 以 有 时 考虑 方程 (11. 3. 1) 中 训 (z) 反 0. 
用 节点 zi(i 一 0,1,…，N) 将 区 间 [a,oN 等 分 , 记 关 一 a 十 态 


Gi=01，，N) 必 一 人 9. 设 yE C'[a, 妇 ,由 泰勒 公式 有 
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/ je 如 wm 凡 0ov e+ 
y(CzH) 一 yz) 十 hy (Zi) 十 本 3 《Zi) 中 和 (zi) 十 将? 《 司 )， 


外 yo (er)， 
其 中 对 ECryzrD)eE(Czr-iyz). 对 此 两 式 用 中 值 定 理 得 到 


/ jw 好 
y(Czrl) 一 yzi) 一 hy (zi 十 可 3 (CzD) 一 百 3 《zi) 十 


y(z) = 声 [y(zw) 一 2y(r) 十 y(zrD] 一 筷 yo(6)， 
(11.3.5) 
其 中 6E(CzriyzriD)Gi 一 1,2，… 一 1)， 
同 理 可 得 - 
y(z) = 去 [y(zao) 一 yzrD] 一 每 (9)， (11.3.6) 


其 中 让 E (ziyziiD(Gi 一 1,2,…,n 一 1). 式 (11.3.6) 称 为 y(zi) 
的 中 心 差 分 公式 . 
将 式 (11. 3. 5) , 式 (11. 3. 6) 代 入 式 (11. 3. 1) ,得 到 
CCzri) 一 2y(Czi) 十 yCzr) y(Czi+l) 一 yCIzeli) 
二 pz)[ 宇 寺 业 2 二 
3 
gzi)2(z) 十 rs) 一 生 [2p(zD)3( 人 ) 一 YO (6)]、 


将 上 面 方程 最 后 一 项 略 去 ,加 上 边界 条 件 (11. 3. 2), 就 得 到 解 边 值 
问题 (11. 3. 1) 11. 3. 2) 截 断 误差 为 O( 居 的 差分 方程 组 : 
3 二 大 


天 一 疮 十 一 pz) 人 一 g(ziD)y 一 r(zi) 


(一 1, 2 ,和 一 1) 
yN 二 有 
(11.3.7) 
其 中 wii 一 0,1,…,7) 是 y(Czi) 的 近似 值 , 方 程 组 写成 矩阵 形式 为 
”626 。 


4y 一 ， (11. 3.8) 


其 中 
Jo C 
J jrCzl) 
?7 一 | |， : 
3yAN-l ”| 尼 rCzw) 
yN B 
1 0 
1 二 An) -2+hzga)) 1 二 Ma) 


1 二 Aaa) 一 (2 十 刀 g 1- 半 pn) 


1 区 zw-) 一 (2 十 gzw_)) 上 -和 rw 


0 1 
差分 方程 组 (11. 3.7) 是 一 个 三 对 角 的 线性 代数 方程 组 ,可 以 
用 追赶 法 来 解 . 若 解 出 予 二 《yoy》 9 YN DT， 就 求 得 yCZi) 
(ii 一 0,1,…,N) 的 近似 值 . 
对 于 第 二 、 三 类 边界 条 件 (11. 3.3) 和 (11. 3. 4) ,导数 值 也 要 用 
差分 近似 ,例如 可 以 用 公式 
kh VCZI) 开 十 DC0， 
(zw) = 2e2 一 2zec 十 Oh. 
为 了 使 截断 误差 也 达到 O( 居 ) ,可 用 牛顿 等 距 节 点 插值 公式 
一 y(Czz) 十 4y(zi) 一 3y(Czo) 十 Oo 
2 ” 


(zw) 一 22 一 和 Ge 中 十 2 十 Oh 


《Ze ) 一 


*。 627 。 





这 样 ,对 第 三 类 边 值 问题 (11. 3. 1) ,(11. 3. 4) ,得 到 差分 方程 组 


二 yy 十 4y 一 3yo 
2 


2 二 br) 2 二 2 一 g(ri)3 一 rzh)， 


一 alyo 一 ay 


G= 1,2,,N 一 ] 
3yN 一 4y>wi 十 入 
ES 


(11.3.9) 
类 似 地 可 得 出 第 二 类 边 值 问 题 的 差分 方程 组 . 


定理 11.3.1 设 在 [a,b 上 9g(z) 三 0 沁 一 max| 访 ( 工 ) | , 则 当 
hi< 子 时 ,方程 组 (11. 3. 7) 存 在 惟一 的 解 ， 


定理 11.3.2 设 在 [La,%] 上 ac(Cz) 三 0,p(z)=0, 边 值 问 题 
(11.3.1),(11.3.2) 的 解 2EC [abM 一 max|ly (Z)| ,差分 


访 程 组 (11. 3.7) 的 解 为 wii 一 0,1,…，N), 则 有 


[| 区 近 交 二 全 G = 0,1,…,N). 
(11.3.10) 
定理 11.3.2 说 明 , 若 zx=ii 固定 , 当 关 ->0 时 ,差分 方程 的 解 
收敛 到 微分 方程 边 值 问题 的 解 . 


例 11.3.3 用 差分 方法 解 线性 边 值 问题 
本 一 一 全 /十 三 > 十 apz2，1<z 坟 2， 


y(1) 1， 兴 2) = 2. 


解 设 1=0.1,N=10. 用 上 述 方法 列 出 差分 方程 (11.3.7)， 
用 追赶 法 求解 ,结果 如 表 11. 2. 
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表 11.2 


身 


入 | 入 一 yCzz)1 
.00000000 1. 00000000 一 
09260052 .09262930 2.88X10- 
18704313 18708484 4.17X10-5 
28333687 28338236 4.55X10-5 
38140205 38144595 4.39X10-5 
48112026 48115942 3.92X10“ 
58235990 58239246 3.26X10- 
68498902 68501396 2.49X10- 
78888175 78889853 1.68X10- 
89392110 .89392951 8.41X10- 
2.00000000 2. 00000000 一 


与 例 11. 2. 2 比较 ,这 里 用 差分 方法 的 精确 度 不 如 例 11. 2. 2， 
因为 在 例 11. 2. 2 中 用 的 是 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 ,而 本 例 使 用 
的 差分 方法 的 截断 误差 是 O( 庆 ). 虽然 可 以 构造 截断 误差 更 高 阶 
的 差分 方程 ,例如 截断 误差 是 O( 知 ) ,但 由 于 这 样 近 似 yY (zi) 时 
要 用 到 >(zi-*) 和 y(zi+s) 的 值 , 使 差分 方程 组 更 为 复杂 , 故 一 般 较 
少 用 . 

可 以 运用 类 似 10. 7 节 的 外 推 方法 ,或 类 似 第 4 章 中 的 龙 格 积 
分 算法 ,对 差分 方法 的 结果 进行 外 推 . 

例 11.3.4 用 差分 方法 的 外 推 过 程 解 例 11. 3. 3 的 边 值 
问题 . 

解 ” 设 )=0.1,0.05 及 0.025, 作 第 一 次 外 推 为 


Ext, 一 到 [4y ES 人 2)]， 
第 二 次 和 第 三 次 外 推 为 
Ext， 过 言 [4 三 0.025) 一 交 人 三 0.05)]， 





1 

1. 
1 
1. 
1. 
1. 
1. 
1 
1. 


和 





So 
局 刀口 
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下 xtsi 一 计 C16Exts 2 Ext,]. 


计算 结果 如 表 11. 3, 其 中 Exts 列 出 的 是 小 数位 经 过 修正 的 结果 ， 
事实 上 计算 结果 与 准确 解 在 节点 上 的 最 大 误差 为 6.3X10"23， 外 
推 的 修正 效果 是 很 好 的 . 表 11. 3 中 略 去 了 w(A 一 0.1) 之 值 , 此 栏 
参见 例 11. 3. 3. 


表 11.3 




















1.0 | 1. 00000000 ]1. 00000000 | 1. 00000000 | 1. 00000000 |1. 00000000 
1.1 | 1.09262207 | 1.09262479 | 1.09262925 | 1. 09262930 |1. 09262930 
1.2 | 1.18707436 | 1.18708222 | 1.18708477 | 1. 18708484 |1. 18708484 
1.3 | 1.28337094 | 1.28337950 | 1.28338230 | 1. 28338236 |1. 28338236 
14| 1.38143493 | 1.38144319 | 1.38144589 | 1. 38144595 |1. 38144595 
1.5 | 1.48114959 | 1.48115696 | 1.48115937 | 1.48115941 |1.48115942 
1.6 | 1.58238429 | 1.58239042 | 1.58239242 | 1.58239246 |1. 58239246 
1.7 | 1.68500779 | 1.68501240 | 1.68501393 | 1.68501396 |1.68501396 
1.8 | 1.78889432 | 1.78889748 | 1.78889852 | 1.78889853 |1.78889853 
1.9 | 1.89392740 | 1.89392898 | 1.89392950 | 1.89392951 |1. 89392951 
2.0 | 2.00000000 | 2. 00000000 | 2. 00000000 | 2. 00000000 |2. 00000000 

















11.3.2 非 线性 边 值 问题 的 差分 方法 


对 于 一 般 的 二 阶 非 线性 方程 边 值 问题 (11.1.3?,(11. 1.4), 可 
类 似 地 建立 差分 方程 . 为 保证 边 值 问 题 存 在 惟一 解 ,应 设 函 数 
满足 定理 11. 1. 1 的 条 件 ,并 设 


有 了 7 
上 一 ,max ， 芝 cz)|， .3.1) 


其 中 区 域 D 如 定理 11. 1. 1 所 作 的 规定 . 
将 式 (11. 3. 5) 和 式 (11. 3. 6) 用 于 方程 (11. 1. 3) ,并 略 去 误差 ， 
。630 。 








加 上 边界 条 件 , 就 得 到 边 值 问题 的 解 在 节点 上 的 近似 值 mw, ，…， 
?w 满足 的 非 线 性 方程 组 : 


yo 二 Ca， 
itl 一 2y 3 2i+1L 一 JI 一 
0 
(一 1,2,…， 太 一 1)， 

3N 一 及 


(11.3.12) 
定理 11.3.5 设 边 值 问 题 (11. 1. 3),(11. 1. 4) 满 足 定理 11. 1.1 


的 条 件 ,如 果 /福子 , 则 方程 组 (11. 3. 12) 有 惟一 的 解 ,其 中 如 


式 (11.3. 11) 所 示 . 

解 方程 组 (11. 3. 12) ,可 以 选用 解 非 线性 方程 组 的 牛顿 法 . 

将 方程 组 (11. 3. 12) 中 的 mw 一 cyv 王 8 代入 ii 一 1 和 i= 一 和 一 1 
的 方程 中 ,未 知 数 写成 向 量 ?一 (y ,y:，…，,yw-,)T, 则 牛顿 法 的 闪 
代 公 式 为 

3 一 yetD 一 JCY) Ce )， (〈11.3.13) 

其 中 Jy) 是 方程 组 左 端 函数 的 雅 可 比 失 阵 ,可 写成 一 个 三 对 角 矩 
阵 ,第 ; 行 第 ) 列 的 元 素 是 


下 .4 久 41 二 J 基 ! 一 1 一 1 一 ve 了 二 
1 十 二 记 (sy 天 了 1 2,3， :和 一 1， 








J)i 一 2 十 尼 户 (去 款 2， i 一 jj 一 1,2…N 一 1， 
JE 1 2.N 一 
1 二 方 人 二 和 ，i= 计 1 一 2 N 一 和 
其 中 mw=ayyx 一 8. 


每 迭代 一 步 要 解 的 三 对 角 方程 组 是 
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2 一 六 一 e+j(z 1 , 史 1) 








办 5 
这 2 中 一 少 
二 九 十 2 一 为 十 太 /(may， 区 ) 
J(J) : ; 9 
Ge 一 Js 十 2yw-s 一 JN-1 十 是 A( zw- ?JIN-2 At 2 ) 
VN-1 


一 JN-?2 十 2yw- 一 P+ 电 (zw ?JJN-1 3 


其 中 系数 和 抵 阵 和 右 端 向 量 中 的 yw 均 取 > 半 2. 解 出 后 , 令 
3 一 f 和 十 wwG 一 1, 2 N 一 1), 即 完成 一 次 和 欠 代 ， 


11.4 变 分 方法 


自 伴 随 的 边 值 问题 是 在 实际 问题 中 一 类 十 分 重要 的 二 阶 线性 
方程 的 边 值 问题 . 自 伴随 的 二 阶 线性 方程 是 


一 姜 (acz) 包 )+eCz)y 三 :zy 全 过 元 过 而， 


(11.4. 1) 
其 中 
bpE Cr[a,p]，zb(z) 三 加 二 0， 
deE ca,5，q(Cz) 全 0. 
在 z 一 a 和 z 一 0 的 边界 条 件 , 可 以 分 别 取 为 第 一 、 二、 三 类 边界 条 
件 , 如 式 (11.1.4) 和 式 (11.1.5) 所 示 . 
方程 (11.4. 1) 的 物理 背景 可 视 为 弹性 杆 的 平衡 问题 ,其 中 
3 一 y(z) 为 杆 的 纵向 位 移 . 在 第 一 类 边界 条 件 的 情形 , 杆 的 总 能 
量 为 


ro = 了 [zc ( 旦 ) 十 gCz)(y(z)) 一 27(z)3(z) ]dr 


〈11.4.2》 
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如 果 给 定 了 函数 y,I(y) 就 确定 了 一 个 对 应 的 实 教 值 , 所 以 称 [为 
一 个 “还 函 ” 


11.4.1 变 分 问题 


对 于 方程 (11. 4. 1) 的 第 一 边 值 问题 
一 是 (pz) 型 )+ezy = zy) (ae 生 z< 及 ， (11.4.3) 


3(a) 一 ye， 3?(C2) 一 %， (11.4.4) 
可 以 提出 与 之 相关 的 泛 函 极 小 值 问 题 , 即 里 茨 变 分 问题 (Ritz s 
variational problem) : 
求 yEK, 使 得 对 一 切 wE 天 ,有 
TI(y) 过 TOw)， 《11.4.5) 
其 中 TOy) 如 式 (11.4.2) 所 示 ，, 而 
玫 一 {y|1>y6ECf[a, ,ya) 一 yy() 一 yp) 
(11.4.6) 
另外 一 种 形式 的 变 分 问题 是 伽 辽 金 变 分 问题 (Galerkin 


variational problem) : 


求 yE 下 ,使 得 
Doy, 四 一 Fao) =0 (11.4.7) 
对 一 切 wE K。 成 立 ,其 中 
Drky, 大 二 | [ace 型 句 dtz+aczyw jdr， (11.4.8) 
Fw) = | rczywdz， (11.4.9) 


天 如 式 (11.4.6) 所 示 ,而 
Ku。 一 Ci[a,O= 王 (yyEcCra,o,yCa) 一 0,y(o) 一 0). 
(11. 4. 10) 
如 果 边 值 问题 (11. 4. 1),(11.4. 3) 的 物理 背景 理解 为 两 端 
固定 的 杆 的 平衡 问题 , 则 里 蒋 变 分 问题 可 以 理解 为 对 应 的 最 小 
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势能 原理 , 伽 辽 金 变 分 问题 则 可 理解 为 虚 功 原理 . 三 者 有 下 面 的 
关系 . 

定理 11. 4.1 如果 函 数 y 满足 边 值 问题 (11. 4. 1),(11. 4. 3)， 
则 > 是 伽 辽 金 变 分 问题 (11. 4. 7) 的 解 .反之 ,如 果 > 是 伽 辽 金 变 
分 问题 (11. 4.7) 的 解 , 且 yEcCi[a,OmCc:(a,5), 则 > 满足 边 值 问 
题 (11. 4. 1). 如 果 > 是 里 茨 变 分 问题 (11. 4. 5) 的 解 , 则 > 是 伽 辽 
金 变 分 问题 (11. 4.7) 的 解 ,反之 亦 然 . 

为 了 简化 问题 , 设 边 界 条 件 (11. 4. 3) 中 内 一 光一 0. 这 样 ,在 
变 分 问题 中 , 开 王 Ko. 如 果 y(z) 满 足 非 齐 次 的 边界 条 件 , 即 兴 尖 0 
或 % 天 0, 则 令 





了 (z) = ?(z) 一 包 一 芝 一 关 (z 一 a)， 


可 验证 y(a) 一 7(0O) 一 0, 即 y(z) 满 足 齐 次 边界 条 件 . 

定理 11.4. 1 指出 了 里 茨 变 分 问题 与 伽 辽 金 变 分 问题 的 等 价 
性 ,但 这 仅 对 自 伴随 的 边 值 问题 成 立 . 方程 (11. 4. 1) 中 p(z) 人 三 
加 >0,9(z) 人 0, 满足 DCy,z) 王 DOwyy)( 对 一 切 yzwEK) , 量 对 
任意 的 yE C'"[La,b],D(y,y) 三 0. 至 于 一 些 非 自 伴随 的 边 值 问 
题 , 仍 可 有 伽 辽 金 变 分 问题 ,所 以 它 比 里 茨 变 分 问题 使 用 更 为 
广泛 . 
用 差分 方法 求解 边 值 问题 (11. 4. 1), (11. 4. 3) 时 ,要 处 理 y 
的 二 阶 导数 ,而 求解 里 蒋 变 分 问题 或 伽 辽 金 变 分 问题 时 ,只 要 处 理 
2 的 一 阶 导数 . 常常 把 问题 (11. 4. 7) 称 为 边 值 问 题 (11. 4. 1)， 
(11.4.3) 的 弱 形式 . 

对 于 第 二 或 第 三 类 边 值 问 题 ,也 可 提出 类 似 的 变 分 问题 . 

例 11.4.2 如 果 边 值 问题 中 微分 方程 仍 为 (11. 4. 1) ,边界 条 
件 为 


> dy(C6) _ 
?6(a) = 王 0， 2 罗 。 
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则 仍 有 类 似 的 里 茨 变 分 问题 和 伽 辽 金 变 分 问题 ,其 中 ICy) 仍 为 
式 (11.4.2) 所 示 , 而 DCy,zw) 和 下 (zw) 仍 如 (11.4.8) 和 (11.4.9) 所 
示 , 但 是 
天 一 Ko 一 (yyEcCfro,o,y(a) 一 0)}. 
在 例 11.4. 2 的 变 分 问题 中 ,并 没有 要 求 函 数 集合 人 中 的 函 


数 满足 第 二 类 边界 条 件 S2 包 一 0, 因 而 对 变 分 问题 的 解 y 也 没有 


提 此 要 求 .但 是 ,类 似 定理 11. 4. 1, 如 果 y 是 变 分 问题 的 解 , 且 yE 
Ci[a, 缮 站 Ca,p), 则 y 满 足 边 值 问题 ,所 以 变 分 问题 的 解 是 自 


然 满足 第 二 类 边界 条 件 的 . 称 例 11. 4. 2 的 边界 条 件 da 包 一 0 为 


自然 边界 条 件 (natural boundary condition). 而 第 一 类 边界 条 件 
y(a) 一 0 称 为 本 质 边 界 条 件 (essential boundary condition) 或 强加 
边界 条 件 (forced boundary condition). 

例 11.4.3 若 边 值 问题 为 方程 (11.4. 1) 及 边界 条 件 


(-2z) 型 +ay(z))| = ， 


(zz) 开 +ey(z)) 汪 二 


其 中 二 0,az 三 0, 则 里 茨 变 分 问题 和 人 辽 金 变 分 问题 形式 仍 如 
式 (11.4.5) 和 式 (11.4.7) 所 示 , 其 中 
DCy,) =| [ac 下 铝 +aCz)yw ]dr+ 


ay(Ca)ruGa) 十 azy(CD)zCD)， 


证 全 
下 上 () =| 三 (z)rzudz 十 girt(a) 十 gz(p)， 


ICy) = 壮 DCy，y) 三 1F( 信 瑟 


天 一 开 。 本 Ci[a,0]. 
在 本 例 中 ,两 端的 边界 条 件 都 是 自然 边界 条 件 . 
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其 他 的 边 值 问题 ,例如 一 端 给 出 第 一 类 边界 条 件 , 另 一 端 给 出 
第 三 类 边界 条 件 , 可 以 类 似 得 出 它 对 应 的 变 分 问题 . 

以 上 讨论 的 几 个 变 分 问题 中 , 函数 集合 天 或 人 。 规定 了 函数 
2ECf[a,oj, 即 >》 是 在 La,g] 上 上 共有 一 阶 连 续 导 数 的 柚 数 . 事实 
上 ,这 个 条 件 可 以 改 为 较 弱 的 条 件 , 即 要 求 y 及 其 导数 平方 可 积 
就 可 以 了 ,就 是 要 求 | [> + ( 饶 ) ]dz 有 塌 义 .这 样 所 提 的 变 分 
问题 就 存在 惟一 解 .这些 有 关 微 分 方程 的 理论 问题 ,在 此 不 准备 
涉及 ， 

下 面 把 以 上 里 蒋 变 分 问题 和 人 徊 辽 金 变 分 问题 的 几 个 例子 作 一 
归纳 . 设 K 是 一 个 无 限 维 的 线性 空间 , 它 由 满足 某 些 条 件 的 函数 
所 组 成 .F(，。) 是 天 上 的 一 个 泛 画 , 即 K 到 及 的 一 个 映射 . 它 满 
足 : 对 任意 的 wwE 天 ,以 及 cE 有 ,有 

下 (十 岂 ) 一 下 (oz) 十 下 (z)， 
FE(co) 一 cF()， 
称 下 (。) 是 天 上 的 一 个 线性 泛 函 .而 D(。,，) 则 是 天 XK 上 的 
一 个 双 线 性 泛 函 , 即 它 是 氏 X 天 到 及 的 一 个 映射 , 当 ,zw 有 一 者 
固定 时 ,D(u,z) 是 另 一 者 的 线性 泛 函 . 双 线 性 泛 函 D(。,。) 是 
对 称 的 , 即 对 一 切 wwE 天 ,有 
Du,zw) = Du). 
同时 又 满足 
Du) 二 0， VunE 天， 
至 于 里 茨 变 分 问题 中 的 泛 函 也 , 则 满足 
Tuw) = 去 DCuv) 一 Fw)， 
有 了 以 上 规定 ,里 茨 变 分 问题 可 以 一 般 地 描述 为 ， 
求 yE 天 ,使 得 对 一 切 wwE 天 有 
IIy) 过 了 TI). 《11.4.11) 
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伽 辽 金 变 分 问题 可 以 描述 为 : 
求 >E 天 ,使 得 
DCy,w) 一 F(w) =0 (11.4.12) 
对 一 切 zwEK 成 立 ， 


11.4.2 变 分 问题 的 近似 计算 


用 变 分 方法 解 方程 (11. 4. 1) ,(11. 4. 3) ,就 是 根据 定理 11.4.1 
描述 的 等 价 关 系 , 求 解 里 蒋 变 分 问题 或 休 辽 金 变 分 问题 . 

近似 计算 求解 里 茨 变 分 问题 (11. 4. 11), 先 选取 函数 空间 天 
的 一 个 有 限 维 子 空间 Sw. Sx 的 一 组 基 是 {p ,wa,…，*pw}, 对 一 切 
zwE SN, 存在 clycayeyCNER ,使 

IN 一 clpl 十 czpas 十 … 十 cnPpN， 

用 Sxw 代替 玉 , 可 以 建立 一 个 里 欧 变 分 问题 (11. 4. 11) 的 近似 变 分 
问题 : 

求 3?rESv ,使 得 对 一 切 NE SN 有 

ICynw) 委 TGrox). (11.4. 13) 
近似 变 分 问题 (11.4. 13) 的 求解 ,只 要 把 ICrzov) 列 出 : 


1 N N N 
IIrov) 一 亏 D( e9，， 5g， ) 一 下 ( 忆 “9,) 
和 站 人 


以 
1 
一 元 > (9 和 6? C 瑟 一 27cF(9)， 
1 im 


然后 对 ICuuw) 求 最 小 值 , 这 只 要 令 =5ees 一 0 一 1,2，yN) ,就 
得 到 c ,cz，…cx 的 一 个 线性 方程 组 
近似 求解 里 欧 变 分 问题 的 方法 称 为 里 茨 方法 . 它 的 求解 过 
程 是 ; 
1. 选取 天 的 子 空间 Sw, 它 的 一 组 基 函 数 是 {fp ,pz，，9gw). 
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2. 求解 方程 组 
人 四 
六 Dppgj)c 一 Fop) 一 0 (一 1 2 N)， 


=1 
(11.4. 14) 
得 到 解 cl ,ca ，…cn 
3. 令 闪 = 已 m 十 2m 十 … 十 cxpw, 这 就 是 近似 变 分 问题 
(11.4.13) 的 解 . 
人 牲 辽 金 变 分 问题 的 近似 变 分 问题 是 ， 
求 ?NE Sn 使 得 
DCynwyzov) 一 下 (ruw) 一 0 (11.4. 15) 
对 一 切 wwE Sx 成 立 . 
上 


将 近似 变 分 问题 的 解 yw = 六 5 和 ww = cy; 代 人 式 
(11.4. 15), 得 到 的 于 
DCynwyron) 一 FE(rov) 一 [ 症 pe ,9) 下 一 FCp)]c 一 0. 
上 式 对 任意 的 (cycs ，… .en ) 成 立 ， 即 得 到 线性 方程 组 
Dig 已 一 FOp) 一 0 (=1,2,…，N). 


它 与 方程 组 (11. 4. 14) 是 相同 的 . 这 就 是 个 辽 金 方法 的 求解 过 程 . 
对 于 自 伴随 的 边 值 问题 ,和 里 欧 方 法 求解 的 结果 是 一 样 的 . 
例 11.4.4 用 变 分 方法 近似 求解 边 值 问题 


二 - 夺 Ta 
y(0) 一 0 GD 三 0: 
解 Te 

一 {y|lyeEcCfro,1],y(0) 王 0,y(1) 一 0)， 


DCyyw) 一 | 鱼 乱 dz， 
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下 (w) 一 | .zudz. 
取 天 中 的 子 空间 Sw 为 满足 边界 条 件 的 多 项 式 的 集合 ,Sn 中 的 画 
数 取 为 


ON 一 工 (] 一)(c 十 czz 十 … 十 cvwzn 1). 


对 于 N=1,w (z)=z(1 一 z), 方 程 组 (11. 4. 14) 只 有 一 个 


方程 
DCp ,om)c 一 F(P) 一 0. 
1 


popvm) -|( 电 Je- 于 my- ea-ou- 直 


解 出 5, 一 站 ,所 以 边 值 问题 近似 解 为 
全 
yi 一 20z41 部 思 
对 于 N=2,p(z) 一 Z(1 一 z),ypa(Z) 一 袜 (1 一 z) ,而 
1 外 as 
DCPp yp) 一 了 ， 了 DCply oa ) 一 ， DCpzypz) 一 15， 


2 二 二 
F(CPp ) 一 20， 下 (pz ) 了 3. 
因此 方程 组 (11. 4. 14) 为 
过 
六 20 
出 
30 


解 出 5 一 二 ,5 一 井 . 所 以 边 值 问题 近似 解 为 


中 | 二 上 | 呈 
吕 |m 一 


一 而 zG1 二 2)(2 十 5z). 
本 例 的 精确 解 为 = 再 G1 一 盖 ), 下 页 表 中 列 出 几 个 点 上 y， 


JI1 和 JJ2 的 值 . 
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0. 75 


0. 0281 0. 0375 0.0281 
0. 0203 0.0375 0.0359 
0. 0205 0. 0365 0. 0361 


11.5 有 限 元 方法 





解 边 值 问 题 的 有 限 元 方法 (finite element method) 是 一 种 变 
分 方法 .在 11.4 节 例 11. 4. 4 的 变 分 近似 计算 中 ,Sw 取 的 是 多 项 
式 函 数 的 集合 ,而 在 有 限 元 方法 中 ,Sw 的 函数 则 是 在 [a, 引 区 间 某 
种 剖 分 下 与 节点 有 关 的 分 段 函数 (一 般 是 分 段 多 项 式 ) 的 集合 ,这 
样 更 方便 于 实际 计算 ， 

在 本 节 关 于 有 限 元 方法 一 般 氢 述 中 ,我 们 主要 以 下 列 边 值 问 
题 作 为 例子 . 


于 (zz 垂 )+acz)y = 户 za 云 二 去 ， 411.5:1) 


Wea) 三 0， 访 (6) 人 十 ay (b) 一 g， (11.5.2) 


其 中 ECI[a,oj,qg,rEcCc[a, bo,p(z) 三 加 盖 0,9q(z) 三 0,a 三 0. 
边 值 问题 (11. 5.1),(11. 5.2) 对 应 的 伽 辽 金 变 分 问题 是 ， 


求 yE 开 ,使 得 
DCy*zo) 一 (w) 一 0 (11.5.3) 
玫 一 {y|yeEcCra,p],y(a) 一 0)， (11.5.4) 


Dy,zw) 一 1 [zc 业 各 +aCzDyw dz 十 ay(b)zo(6)， 
(11.5.5) 

6 

RECuw) = | rczpdz+eu(b)， (11.5.6) 
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11.5.1 线性 元 


在 变 分 问题 使 用 里 欧 方 法 或 伽 辽 金 方法 求 近似 解 的 过 程 中 ， 
如 果 选 用 Sx 为 分 段 线性 函数 的 集合 ,就 构成 最 简单 的 有 限 元 方 
法 , 称 为 使 用 线性 元 的 有 跟 元 方法 . 
在 [ae, 纪 中 搬入 节点 {zi)io，, 满 足 
a 一 z<z <… 一 ZN 一 久 
每 个 子 区 间 g 一 [zi-iyzi](i= 一 1,2,…,N) 称 为 单元 , 它 的 长 度 记 
为 太一 冯 一 zl 每 个 节点 z 对 应 分 段 线 性 插值 基 郴 数 p,(z) : 





忆 一 ，0 委 xz 雪 zi， 
Hp(z) 一 4 Ai 
0， Zl 妇 工 , 
0， 工 委 Tri， 
5 请 Zr 委 工 委 Ti， 
Pi(Czr) 一 可 
志 工 ， 人 《827 
计 1 


0， Zi+l 妇 T， 


1 一 1 2 六 一 1 


0， 工 委 Ni， 
PNCZ) 一 卫 一 了 AN-1 


ZN 巡 工 过 2N。 


AN 
它们 满足 
证 罗 这 扩 
pg 一 0, 1 入. 
站 人 2) 汪 ;元 记 7 
设 
Snwrl 一 span{ypo ,yi po (11.5.8) 


即 若 ZE 扣 SN+) , 则 存在 常数 To yTZDO YUN 使 
*。 641， 


(Zr) 一 zuogpo(Zz) 十 rp (Z) 十 … as 
不 难 验 证 ,上 式 的 系数 
由 一 Cr (一 0,1,…N). (11.5.9) 

记 

Sn 一 {w|uwESwiw(r) 一 0}， (11.5.10) 
若 wESw, 则 有 

(CTZ) 一 ICZT) 十 … 十 rwPN(CZ)， 
Sx 是 变 分 问题 (11. 5. 3) 中 函数 空间 天 的 一 个 N 维 子 空间 ,由 此 
列 出 近似 变 分 问题 : 


求 yE Sn ,使 得 
> | (> 笠 知 +eyw)dz+oy(Czw)uCzw) 
=y| Juodz 十 guo(Czn) 0.5.11) 
mv 5 
一 切 wE Sx 成 立 . 


有 了 近似 变 分 问题 便 可 像 上 节 那 样 得 到 线性 方程 组 (11. 4. 14)， 
但 是 一 般 有 限 元 方法 的 具体 计算 过 程 如 下 描述 . 我 们 先 设 范 数 
yESnkywE Sn+) ,最 后 才 加 进 本 质 边界 条 件 的 约束 ， 为 此 , 记 
向 量 





则 在 式 (11. 5. 11) 中 
dy d 
| (2 于 答 +gyw)jdz=WKy。 G 一 12 N)， 


其 中 ,对 ;一 1,2,…,N 一 1， 
"642。 


『 (bpBTB 十 NTN)dz 
1 





K。 一 
有 
一 | 人 (11.5.12) 
有 
好 ,一 2 pdz 二 | qN3drz， 
4 1 3 
有 一 有 一 一 二 | pdz 十 | qNiMidz， (11.5. 13) 
iv 1 <1 
必 = 十 podz+| ”sidr， 
1 和 1 2 


这 里 ji 一 1,2,…,N 一 1. 为 了 将 近似 变化 问题 (11. 5. 11) 左 端 最 后 
一 项 写 进 矩 阵 运算 式 子 中 ,K., 的 右 下 角 元 素 k 侣 应 为 


一 了 pbdz 十 | goMi 和 dz 十 w， (11.5.14) 
zxN-1 


= 雹 | 
而 天,， 的 其 他 三 个 元 素 同 式 (11. 5. 13) 前 两 式 所 示 . 
类 似 地 处 理 式 (11. 5.11) 右 端的 项 ,有 


| redz = wF。 (一 1,2,…，,N)， 
其 中 


Fe 
下。 一 9 (11.5.15) 


2 一 1， (11.5.16) 


Fo =|”Mvrdr+g， (11.5.17) 


宇 N- 
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而 Fw_, 同 式 (11.5. 16)， 

定义 11.5.1 由 式 (11.5.12) 一 式 (11. 5. 14) 确 定 的 矩阵 天 
称 为 用 线性 元 求解 边 值 问题 (11. 5. 1),(11. 5. 2) 的 单元 刚度 矩阵 
(element stiffness matrix)。 

定义 11.5.2 由 式 (11.5.15) 一 式 (11. 5.17) 确 定 的 向 量 下 
称 为 用 线性 求解 边 值 问题 (11. 5. 1), (11. 5. 2) 的 单元 荷载 向 量 
(element load vector). 

记 N 十 1 维 的 向 量 及 (N 二 1)X(CN 十 1) 的 矩阵 ， 

一 〈(yoyy1 YN 7 


， 凡 一 《Yo YI TON )T， 


并 一 1 有 1 第 :一 1 行 
必 二 
第 ;一 1 列 第 : 列 


瓦 = (Fa yy，F“ 本 
在 六. 和 天 . 中 ,省略 处 代表 零 元 素 . 
定义 11.5.3 和 矩阵 
下 二 二 (11. 5. 18) 


im1 


称 为 用 线性 元 求解 边 值 问题 (11. 5. 1) 11. 5. 2) 的 刚度 矩阵 
《stiffness matrix), 或 称 总 刚度 矩阵 . 


定义 11.5.4 向 量 
下 一 >) 素 。 (11.5.19) 
称 为 用 线性 元 求解 边 值 问题 (11. 5. 1)、(11. 5. 2) 的 荷载 向 量 (load 
vector) ,或 称 总 荷载 向 量 . 
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可 以 求解 一 个 与 线性 方程 组 (11. 5. 22) 等 价 的 N 十 1 阶 线性 
方程 组 


0 … 0 yo 0 


机 一 | 天 |= 0， (11.5.23) 
站 ; 

0 VN 

它 的 系数 矩阵 是 将 天 的 第 1 行 和 第 1 列 元 素 作 了 改变 ,同时 三 的 


第 1 个 元 素 也 变 为 0, 这 样 求解 方程 组 (11. 5. 23) 时 ,系数 和 矩阵 和 
下 一样 是 六 十 1 阶 的 , 比 解 方程 组 (11. 5. 23) 要 方便 些 . 
例 11.5.6 用 线性 元 方法 解 边 值 问题 


2 
上当 0 过 xz 挟 1， 


y(0) = 0，y(1) = 0. 
解 ”本 例 中 


也 (yz) 一 dy duwdz， 


o dz dr 
Fw) = 引 .wdz 
用 节点 = 一 0, 计 ,于 , 羡 ,1 将 [0,1] 分 为 4 个 单元 .及 一 一 十 .可 得 


到 (人 1 | G= 1 2,3,4)， 
Al 1 

1 

1 


F.。 = | ) G= 12,3,4 


三 并 1 
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政 是 一 个 (CN+1)X(CNT 二 1 矩阵, 它 由 天 和 迭 加 而 成 ,而 天。 是 
2X2 的 单元 刚度 矩阵 天 . 的 一 种 “放大 ”, 即 将 下. 的 四 个 元 素 放 到 
CN+I1)X(CN 二 1) 矩阵 天 . 相应 的 位 置 , 而 令 六 . 其 他 的 元 素 为 0， 
同 理 , 对 下 的 构成 可 作 类 似 的 分 析 . 

考虑 边界 条 件 (11.5.2) 中 y(a) 王 0, 所 以 在 向 量 了 和 w 中 ,应 
取 = 王 zw 一 0, 用 它们 的 分 量 作为 系数 作 m (z) ,PCz)，…PN(CZ) 
的 线性 组 合 , 得 到 的 函数 y>(z) 和 w(z) 都 属于 Svw, 这 样 ,近似 变 分 
问题 (11. 5. 11) 可 写成 矩阵 形式 

0 


Co, aow)(K| 2 | 一 P) 一 0 (11.5.20) 


JVN 
对 一 切 (zw ,…，,zov) 成 立 . 或 改写 为 
刀 
(wzoN)( 攻 | ; | 一 六 ) 一 0 (11.5.21) 
JN 








对 一 切 (aw ,…，,zuw) 成 立 , 其 中 六 为 K 划 去 第 1 行 和 第 1 列 所 得 
到 的 NXN 矩阵 , 记 为 正 划 去 第 1 个 元 素 所 得 到 的 向 量 . 由 
《rm 必 “zoN) 的 任意 性 ,可 得 到 线性 方程 组 


一 五 三 0. (11. 5. 22) 








了 JN 
定理 11. 5.5 ”对 于 边 值 问题 (11. 5. 1) ,(11, 5. 2) ,线性 方程 
组 (11. 5.22) 的 系数 矩阵 起 是 一 个 对 称 正定 的 矩阵 ,所 以 方程 组 


(11.5.22) 存 在 惟一 的 解 向 量 (y ，…,yw)7. 而 2y9,(z) 就 是 近 
似 变 分 问题 (11.5.11) 的 解 ,yi(i 王 1,2,……,N) 是 解 在 节点 zi 的 函 


数值 . 
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经 过 边界 约束 处 理 , 得 到 线性 方程 组 


号 0 0112a 2 
人 0|11y 1 12 
0 -1 二 二 3 到 [2 
0 0 一 1 1| 4 1 
解 方程 组 得 
7 12 15 E 
力 ”16， 2 ”16， 办 一 16， 一 1 
11.5.2 高 次 元 


线性 元 方法 是 将 边 值 问 题 近 似 解 用 分 段 线性 捅 值 函 数 表示 ， 
而 二 次 元 方法 则 是 用 分 段 二 次 函数 表示 ,其 他 高 次 元 类 似 ,. 下 面 仿 
照 线性 元 的 方法 ,将 插值 基 函 数 在 每 个 单元 e 上 做 出 ,其 他 的 运 
算 则 类 似 线性 元 方法 . 
关于 二 次 元 的 捅 值 基 函 数 ,为 了 计算 方便 ,将 区 间 [zi-， 7521] 
变换 到 变量 上 的 区 间 [ 一 1,1]. 在 6E[ 一 1,1] 上 作 二 次 插值 . 设 插 
” 值 节点 为 疆 一 1, 上 =0 和 51, 则 二 次 捅 值 基 函 数 为 
Ni Ce) = 于 66 一])， 
Ni(6) 一 1 一 郑 ， (11. 5. 24) 
Na(6) 一 玛 5C6 十 1)， 
记 向 量 
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N 一 (NGCe)， Ni Na(Ce))， 
风 一 (yi， ya， 3 7， 
则 在 sE[ 一 1,1] 上 ,二 次 插值 函数 表示 为 
yy 一 Ny,. 
例 11.5.7 用 二 次 元 方法 解 边 值 问 题 


-dy -1，0 挟 z 云 1， 
要 
y(0) = 1， (至 +2?) 
解 ”本 例 的 变 分 问题 中 


IE 
一 | dy dzw 
DCyvz) [ 香 筷 dz 十 2y(Dw(1)， 





一 3. 


了 一 1 


Fw) 一 eaz+ 3u(1)， 
把 变量 x 的 区 间 [0,1] 平 分 为 两 个 单元 


el 一 [。 冯 ]， ez 一 舍 ,， 
其 长 度 请 一刀 一 亏 . 作 两 个 变换 


一 工 [2 一 (2 十 页 店 在 王 1522)， 
不. 


它们 分 别 将 单元 ea 和 e: 变换 变量 上 的 标准 单元 [一 1,1], 而 且 


二 民 -1Loe_i 全 
8 一 王 一 页 (2 1， 46， 26 十 1)， 
可 以 计算 单元 刚度 矩阵 
天 =| BTBdz 


1 
-1! 2 
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14 一 16 2 
一 16 32 一 16 
2 一 16 14 
由 于 D(y'zo) 中 存在 边界 项 2y(1)w(1), 所 以 在 计算 瑟 . 时 ， 
除 和 五. 相同 外 ,对 角 线 的 第 三 个 元 素 应 该 加 上 2, 得 到 


兰 半 
3 














14 -16 2 
K。 = 于 |-16 32 一 16|. 
2 一 16 20 
同 理 计 算 单 元 荷载 向 量 为 


将 单元 的 刚度 矩阵 及 荷载 向 量 分 别 对 应 多 加 ,得 到 


14 -16 2 0 
二 和 
天 一 王 2 二 1 28 一 16 “2 人， 下 一 二 
0 0 -1 32 一 16 
0 0 ， 2-16 20 


考虑 到 边界 条 件 mw 二 1, 在 约束 处 理 后 得 到 线性 方程 组 


32 一 16 0 01 fy 
1 |-16 ， 28 一 16 2| |>w 


3| 0 -1 32 二 16||w 
0 2 一 16 20j yw 
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39 11 47 3 
求解 后 得 到 2 一 1 一 5732 一 有 2 二 324 一 2 


关于 三 次 的 埃 尔 米 特 插值 ,将 单元 e 变换 到 变量 的 标准 单 
元 [一 1,1], 并 记 


和 访 坪 d 

一 1 一 四 

， xz-1 dz 21 
d 

辣 | 





令 插 值 基 函 数 
Ni(e) 一 工人 一 36 十 2)， 


Na: (6) 一 于 (一 十 36 十 2)， 
(11.5. 25) 


Mi (6) 一 元 。 于 ( 匀 一 并 一 上 十 1)， 


2 14 
_ 吉 v 迁 
Me 一 了 4 


t (6 十 外 一 6 十 1)， 


并 记 
和 N 一 (NI(6，MI(6)， Ne)， M:(6) )， 
Ju 一 (2 ， 2 ， 2， 2 
则 得 到 单元 e: 上 三 次 埃 尔 米 特 插值 函数 
y = Ny。. (11.5.26) 
用 三 次 埃 尔 米 特 插值 做 有 限 元 计算 ,每 个 节点 上 都 有 两 个 未 
知 数 %,y: 可 以 类 似 线性 元 的 方法 列 出 它们 的 线性 方程 组 , 解 出 
oo 3Nwyyw. 近似 解 在 每 个 单元 如 式 (11. 5. 26) 所 
示 . 在 整个 区 间 [a, 纪 ,近似 解 有 一 阶 导 数 的 连续 性 . 


11.6 样 条 函数 方法 
讨论 线性 边 值 问题 


忆 一 zz)y 二 gr)y 十 r(Cz)，a 雪 工 二 D (11.6.1) 
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aoy (a) 一 ay(Ca) 一 a， 有 yy (6) 十 太 y() 一 及 (11.6.2) 
其 中 aow 全 0,|uo1 十 le 和 0; 8 三 0,1 癌 1 十 18 1 天 0. 
引入 节点 royzi，…znw，, 对 [a, 拉 作 前 分 
一 To<Ti 一 … 一 rz 一 D 
则 [ae, 扫 上 以 {zoyzi，…zs} 为 节点 的 三 次 样 条 函数 可 以 表示 为 
s(z) 一 e 十 太 。 (z 一 ) 十 十 5 。(z 一 轨 )2 十 2 。 (xz 一 蕊 站 ， 


(11.6.3) 
其 中 eg,do,di,…,d, -为 ?十 3 个 待定 系数 ,函数 
直 当主 之 0， 
站 当 : 上 一 0. 
用 式 (11. 6. 3) 形 式 的 函数 s(Cz) 作 为 边 值 问题 (11. 6. 1)， 
(11.6.2) 的 近似 解 .不 难 对 s(z) 求 出 其 一 、 二 阶 导数 ,考虑 在 节点 
zi 上 满足 方程 (11.6.1) , 便 有 


mr mr 
gdi(zi 一 z)+= pri)[7 二 g(i 一 za) 十 填补 (mi 一 盖 )] + 
= 


寻 


和 0 


qCzi)[e 十 zi 一 Zo) 十 去 &(z， 一 zxo)2 十 


ml 
于 己 必 人 z 一 3] +rCzD)， 


Jjm0 9 
一 0，1 ，… 7 (11.6.4) 
同 理 , 由 边界 条 件 (11. 6. 2) 得 到 
ao 丰 一 ae 一 ay (11.6.5) 
mr 一 
&[7+e(z 一 z) 十 于 2 一 五 放 | 


j=0 


1 一 1 
有 | e+ Ar 一 mm) 十 到 ECzs 一 zo) 瑟 4 二 一 xz]= 有 
人 4 


(11. 6.6) 
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式 (11. 6.4) 一 式 (11.6.6) 是 十 3 个 未 知 数 e, F,g,do ,…,d。 的 
n 十 3 个 方程 , 解 这 个 线性 方程 组 , 代 人 式 (11. 6. 3) 就 得 到 边 值 问 
题 的 近似 解 *Cz). 

例 11.6.1 用 样 条 函数 方法 解 边 值 问题 

水 十 ?> 十 1=0，0 过 xz 过 1， 
克 = 0， y(1) = 0. 

解 ”把 区 间 [0,]] 三 等 分 ,节点 为 0, 于 ,于 和 1. 式 (11.6.3) 中 函 
数 sCz) 有 6 个 待定 系数 ey 太 gydoydh yd 由 边界 条 件 y(0) 一 0， 
即 得 e 一 C, 所 以 设 

5s(z) 一 闫 十 gz 十 而 巡 十 四 (z- 寺 ) 二 d (= 一 地) ， 

(11.6.7) 
求 出 *(z) 及 YY(z), 代 人 边 值 问题 中 的 微分 方程 ,并 取 z 为 0, 村， 


也 ,1, 再 加 上 边界 条 件 y(1)=0, 可 得 到 线性 方程 组 


2g 一 一 1， 
55d。 十 57g 十 9 太 = 一 27， 
55d, 十 116d。 十 66g 十 18 丰 = 一 27， 
55d: 十 116d, 十 189d 十 8lg 十 275y = 一 27， 
d 心 十 8d 十 27do 十 27g -27 丰 = 0. 
解 出 
三 = 0.540814， & 一 一 0.5， 
do = 一 0.061224， dd = 0.061224， d 王 0.061224. 
将 其 代 人 式 (11. 6.7) 即 得 边 值 问题 近似 解 . 
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12 偏 微 分 方程 数值 解法 
12.1 椭圆 型 方程 的 有 限 差分 方法 


12.1.1 典型 问题 


椭圆 型 方程 (elliptic equations) 中 最 简单 的 典型 方程 是 拉 普 
拉 斯 (Laplace) 方 程 


2 2 
以 一 5 十 5 党 一 0 (12.1.1) 
并 5 
和 泊 松 (Poisson) 方 程 
3 
一 .3 天 十 3 有 二 7) (12.1.2) 


椭圆 型 方程 的 主要 定 解 问题 是 边 值 问 题 (boundary value 
problems) , 即 要 求 定 出 未 知 函 数 ,使 得 它 在 某 个 区 域 Q 内 满足 
微分 方程 (12. 1. 1) 或 (12. 1. 2) ,并 在 区 域 的 边界 20 上 满足 给 定 的 
边界 条 件 (boundary conditions). 边界 条 件 可 以 由 下 面 三 种 方式 
给 出 : 


z| ,= a(zyy)， (12.1.3) 
9t 
江 |。= PCz,y)， (12.1.4) 
UL 
( 采 十 如)| = yz,y)， (12.1.5) 


其 中 小 表 示 外 法 线 方向 ,k=&Cz,y) 三 0, 边 界 条 件 (12. 1. 3)、 
(12.1.4) 和 (12.1.5) 分 别称 为 第 一 类 .第 二 类 和 第 三 类 边界 条 件 . 
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12.1.2 网 格 和 差分 近似 


设 0 为 Ory 平面 上 的 一 有 界 区 域 ,99 为 其 边界 ( 见 图 12. 1). 
挨 定 沿 zx 轴 方 向 步 长 为 后 ,y 轴 方 向 步 
长 为 : , 作 两 族 与 坐标 轴 平 行 的 直线 ， 
并 一 四 |， (ii 一 0, 土 1, 士 2,…)， 
yy 一 记 ， 必 一 0, 士 1, 士 2,…). 
两 族 直 线 的 交点 ( 态 , ,jj ) 称 为 网 格 点 或 
节点 , 记 为 (zy ). 仅 考虑 属于 QUa0 
的 网 格 点 . 如 打 两 个 网 格 点 (zi,z) 和 
(zi ) 满 足下 面 关 系 式 
必 
2 





那么 称 这 两 个 网 格 点 是 相 邻 的 . 

如 果 一 个 节点 的 4 个 相 邻 的 节点 都 属于 ouUan， 则 称 此 节点 
为 内 部 节点 ,或 简称 为 内 点 . 全 部 内 点 的 全 体 记 作 2. 如 果 一 个 节 
点 的 4 个 相 邻 的 节点 至 少 有 一 个 不 属于 QUa0, 则 称 其 为 边界 节 
点 ,或 简称 为 界 点 . 全 体 界 点 的 集合 记 为 304. 在 图 12. 1 中 ,以 
“" "表示 界 点 ,以 “表示 内 点 . 利用 泰勒 级 数 展开 


议 [eCzn 1) 一 KCzplyy)] 
一 2 人 2 ?35 | 了 二 2 2 十 D( 时 )， 


( 闪 ) = 一 au(Czi)yi) 、 &(CZitiy3i) 一 KZ yy ) 
和 D 工 2 


(12. 1. 6) 





( 莽 ) au(Czyi) HLCTiyJy 计 1) 一 zKCziyyF) 
dy 三 9y 272z 


(12.1.7) 
对 于 二 阶 偏 导数 ,同样 可 用 泰 勤 级 数 展开 获得 近似 表达 式 , 并 且 容 
易 求 得 


() _ Barziyyi) 
az2 凡 7 


uCritlyyi) 一 2ukCzi yi) 十 MUCZEIy yi) 
一 一 一， 


思 1 
( 芝 ) _ DR) 
9 旋 9 


CTZiy3i+Hl) 2x(zi 9 轨 ) 十 KKCrZi ，y 1) 
和 在 。 


(12.1.8) 
12.1.3 差分 格式 的 构造 方法 


由 泊 松 方程 (12. 1. 2) 的 有 限 差 分 格式 (finite difference 
scheme) 构 造 方法 ,直接 可 以 得 到 拉 普 拉 斯 方程 (12. 1. 1) 的 有 限 
差分 格式 ,因此 , 仅 讨 论 泊 松 方程 的 有 限 差 分 格式 . 有限 差 分 格式 
也 称 为 有 限 差 分 方法 . 二 

取 正 方形 网 格 : 六 = 六 三 ji, 任 取 一 内 点 (zy), 利 用 
式 (12.1.8) 可 以 由 泊 松 方程 直接 得 到 一 近似 表示 式 


&CziHyy) 一 2x(ziyy) 十 xzryy) 十 
和 人 


&Cziyyitl) 一 2 十 x&Czoyi) 、 诚 志 吉 


用 由 表示 x(Cziyy) 的 近似 值 , 则 由 上 式 可 以 得 到 和 逼 近 泊 松 方程 的 
有 限 差 分 格式 ,简称 差分 格式 . 


工 一 2 过 请 ii+L 一 人 ， 十 到 产 1 


二 二 下 (12.1.9) 
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其 中 太一 了 (zi ) 

上 述 构造 差分 格式 (12. 1.9) 的 办 法 是 用 泰勒 级 数 展开 ,这 是 
最 方便 的 方法 . 差分 格式 (12.1.9) 中 只 出 现 zx 在 (zi,y) 及 其 4 个 
邻 点 上 的 值 , 所 以 称 其 为 五 点 头 分 格式 (five point difference 
scheme). 

有 限 体积 法 (finite volume method) 是 推导 偏 徽 分 方程 的 有 
限 差 分 格式 的 重要 方法 . 下 面 用 于 推导 泊 松 方程 的 五 点 差分 格式 
(此 仅 为 说 明 方法 )， 

设 了 =(ziyyD)EA ,其 4 个 邻 点 为 QI 一 (zi+l 1),Q: 一 (Zi， 
yiH)vQ 一 (zy 和 Q=(ziyy-i). 今 Ni 为 PQ, 的 中 点 ,一 
1,2,3,4( 见 图 12. 2). 在 阴影 区 域 Di 上 对 泊 松 方程 (12. 1. 2 两边 
进行 积分 ,有 


中 co [| 守 代 





2 
立 了 ) 咱 ， 


9 工 





名 ,12.2 


1 W 
其 中 工 汪 去 一 广 ( 天 十 Zidl ) ，yi+ 芭 = 到 yi+1) 


利用 中 点 求 积 公式 有 
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| ai 上 yi) 2， 
9 工 


把 上 式 右边 的 微 商用 中 心 差 商 来 代替 ,就 得 到 
dzdy 和 ily 一 22 十 ai 


Dr 


同 理 , 有 
】 爱 宁 和 dzdy ui 一 2u 十 wii 
此 外 
外 ee 用 2 。 


综合 上 述 各 近似 式 ， 可 以 得 到 逼近 泊 松 方程 的 差分 格式 
工 A& = 点 [Cxer 本] 一 2zxj 十 za- 1.7) 十 (CijiH1 2z 嘻 xi) ] 


一 一 方 . 
这 就 是 前 面 推导 出 来 的 五 点 差分 格式 . 利用 有 限 体 积 法 来 构造 
变 系数 方程 ,间断 系数 方程 和 非 线性 方程 的 有 限 差分 格式 较为 
方便 . 


12.1.4 常用 的 有 限 差 分 格式 


五 点 差分 格式 (12. 1.9) 是 经 常 使 用 的 , 它 的 节点 排列 以 (zi， 
必 ) 为 中 心 ,其余 4 个 点 是 (ziyyi) 的 上 \、 下 ,左右 四 个 相 邻 的 节点 
( 见 图 12. 3(a)). 如 果 采 用 图 12. 3(b) 的 节点 ,也 可 以 得 到 逼近 泊 
松 方程 的 差分 格式 


二 
如 = 二 HL 十 2 六 十 urisH 十 


ar 一 4 ) 一 一 方 . (12.1. 10) 
利用 差分 格式 (12， 1. 9) 和 式 (12. 1. 10) 进 行 线性 组 合 可 以 得 
。657 。 





图 12.3 


到 逼近 泊 松 方程 的 另 一 差分 格式 
Lo 一 让 [4Gusu 十 wu 十 mm 十 ww 一 4as) 十 
《ui 十 MiHl 广 : 十 UriiHl 十 wkrii 一 4zb 7) 
[Am 本 下 Cn 十 天 六 十 疡 写本 Fo 一 4 方 )]. 
四 (12.1.11) 
由 于 差分 格式 (12. 1. 9) 和 式 (12. 1. 10) 都 仅 采 用 五 个 节点 ， 
而 差分 格式 (12. 1. 11) 采 用 了 九 个 节点 ,因此 一 般 也 称 差分 格式 
(12. 1. 11) 为 九 点 差分 格式 . 对 于 一 个 差分 格式 ,其 基本 的 要 求 是 
差分 方程 逼近 微分 方程 ,这 种 逼近 的 近似 程度 的 好 坏 可 以 用 截断 
误差 (truncation error) 来 描述 . 
设 x=x(zy,y) 是 泊 松 方程 (12. 1. 2) 的 充分 光滑 的 解 ,Lu 是 由 
式 (12.1.9) 定 义 的 差分 算 子 (difference operator) , 称 
R5 (ua) 一 uCziyy) 一 La(Cziyy) (12.1. 12) 
为 差分 格式 (12. 1. 9) 的 截断 误差 . 
实际 计算 截断 误差 时 ,只 要 将 Lix(ziyy) 的 各 项 在 (zi,y) 展 
成 泰勒 级 数 即 可 通过 初等 计算 可 以 得 到 ,五 点 差分 格式 (12.1.9) 
和 (12. 1. 10) 的 截断 误差 是 O(1) ,而 九 点 差分 格式 (12.1. 11) 的 截 
*， 0658 。 





断 误 差 为 DC 和). 由 于 九 点 差分 格式 (12. 1. 11) 截 断 误差 的 阶 高 ,所 
以 经 常 称 其 为 高 阶 格式 . 显然 , 它 更 精确 地 逼近 泊 松 方程 . 在 实际 计 
算 中 ,如 果 精 度 要 求 不 是 很 高 ,以 采用 五 点 差分 格式 较为 合适 . 


12.1.5 边界 条 件 的 处 理 


在 对 内 点 列 出 差分 方程 后 ,为 了 求解 ,还 必须 对 边界 条 件 进 行 
处 理 以 给 出 边界 上 的 关系 式 ， 

对 第 一 类 边界 条 件 

妈 1: 了 aCzryy)， 《Zryy) 抱 00， 

在 构造 网 格 时 ,3a0, 通常 都 不 与 30 重合 ,可 能 有 少数 边界 节点 落 在 
3a0 上 ,而 大 部 分 边界 节点 不 沙 在 a02 上 ,由 此 而 产生 边界 条 件 的 转换 . 

(1) 直接 转移 法 . 若 边界 节点 (zi,y) 正 好 落 在 30 上 , 如 
图 12.4 所 示 , 则 节 王 ca(ziy). 如 果 (ziyy) 不 在 30 上 ,此 时 30 
与 网 格 线 交 于 了 和 Q 两 点 , 则 取 与 点 (zi,y) 距 离 最 近 的 点 wz， 
y) 的 值 为 zx ， 

(2) 线性 插值 . 如 图 12. 5 所 示 , 对 于 网 格 点 已 可 用 尺 ,Q 两 点 
作 线 性 插值 


大 


x(F) 一 iT 





二 分 
x(R) 十 下 二 3(CQ)， 
其 中 8 一 RP 一 六 . 





图 12.4 








由 于 第 二 类 边界 条 件 可 以 看 作 第 三 类 边界 条 件 的 特殊 情况 
所 以 仅 处 理 第 三 类 边界 条 件 
9 
( 杂 十 如 ) | 。 一 y(Czyy)， 
仍 假定 正方 形 网 格 . 有 以 下 三 种 情况 : 
(1) 点 忆 在 边界 30 上 , 且 外 法 向 于 与 坐标 轴 平 行 ( 见 图 12. 6) 


9 十 如 (P) = y(P)， 





图 12.6 
〈2) 点 了 在 边界 30 上 ,但 外 法 向 严 与 坐标 轴 不 平行 ( 见 图 12. 7). 


tt 忆 ) 元 &CQ) os 十 zx 三) 元 zcosp 二 如 (P) 一 y(CP)，. 





图 12.7 
(3) 点 书 不 在 边界 202 上 ( 见 图 12. 8). 


&( 了) 一 kxCQ) &( 卫 ) 一 zx(R) 
大 


cosa 十 瑟 


cos8 十 人 (PP) 一 YXCP")， 
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图 12.8 


其 中 已 为 距 已 最 近 的 92 上 一 点 . 
例 12.1.1 在 Q=((z,y)|10 一 z 一 0.5,0 一 > 一 0.5} 内 考虑 拉 
普 拉 斯 方程 


边界 条 件 为 

za(0,y) 一 0， zzy0) 一 0， 

x(zy0.5) 一 200rz， x(0.5,y) 一 200y. 
用 正方 形 网 格 j 一 0. 125 来 求解 上 述 问 题 . 

解 ”采用 差分 格式 (12.1.9) 
4 一 MUHI 一 Mr 一 2 一 Mi 关 一 0， 
i 一 1,2,3，J 王 1,2,3， 

用 网 格 点 来 表明 这 些 量 (网 格 点 分 布 见 图 12. 9) ,那么 方程 可 以 写 为 


fx0.5)=200x 







“0 - 5 jw(0.5,J)-2007 
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4al 一 zz 一 24 一 tos 十 zt， 
4us 一 zs 一 由 一 1 一 zt， 
4zus 一 zz 一 Ms 一 243 十 zxat， 
4t4 一 zx 一 2 一 MT 一 wo 
4a5 一 z6 一 由 一 好 一 ts 一 0， 
4ue 一 1 一 23 一 1 一 1 
4ay 一 zs 一 24 一 zol 十 zao， 
4tas 一 te 一 1 一 1MS 一 Mzoy 
4te 一 ls 一 MU6 一 1ao 十 241。 


方程 的 右边 项 可 从 边界 条 件 的 直接 转移 法 得 到 ， 


Mn 一 Wzo 二 lio 一 zol 二 loz 一 los 一 0， 
2 一 Mi 一 25，zk 一 to 一 80， za 一 Ms 一 75， 
从 而 可 得 线性 方程 组 
二 1 0 0 0 0 011 25 
一 过 可 一 0i 二 于 0 0 0 0 | |zxz 50 
好 一 】 4 0 人 一 和 0 0 0 | |zs 150 
0 0 4 一 1 9 一 0 011au 0 
0. 一 荆 0) 二 并 4 一 工 0 一 】 011us | 一 0 
0 0 一 1 0 一 】 全 0 0 一 1||zu 50 
0 0 人 4: 一 】 0 0 省 0|11z 0 
0 0 0 人 一 六 0 一 1 4 一 1| | 0 
0 0 0 0 0 一 1 一 工 4 as 25 


用 高 斯 - 赛 德尔 方法 求解 上 述 线性 代数 方程 组 ,其 结果 如 下 : 





例 12.1.2 在 区 域 Q={(z,y)10 过 z 委 2,0 过 >y 委 1}) 内 考虑 拉 
普 拉 斯 方程 


边界 条 件 如 图 12. 10 所 示 ( 出 现 第 二 类 边界 条 件 ). 用 正方 形 网 格 
*。 662 。 > 


A 一 0.5 求 解 上 述 问题 . 


解 ”用 差分 格式 (12. 1. 9) 来 求解 ,网 格 节点 见 图 12. 10, 对 于 
内 点 4,5,6 有 





图 12.10 


对 于 点 1,2,3 需要 将 相应 点 上 的 池 一 0 进行 离散 ,以 点 2 为 例 ， 


9 as5 一 MP 
ay 2 2 
其 中 P 为 虚构 网 格 点 ,并 有 xp 一 十 ,这样 , 在 点 2 利用 式 (12. 1.9) 可 得 
2:， 4u 一 2us 一 妈 一 ta 一 0， 
同样 处 理 点 1,3, 有 


1 : 4ui 一 2xk 一 zx 一 0， 





3:，， 4ts 一 2xu 一 za 一 1. 
6 个 差分 方程 写成 矩阵 形式 方程 为 
4 --1 0 -2 0 0fw 0 
一 1 4 一 1 _ WO 2 OO||w 0 
0 一 1 4 0 0 一 ?| | 1 
一 1 0 0 4 一 1 0|lz| 10.5 
0 -0 二 il LU 二 | 1 


用 高 斯 - 赛 德尔 迭代 得 


al 一 0.401786 ， 


za 一 0.750000 ， 
zs 一 0.973214， 
xu 一 0.428571， 
zs 一 0.812500， 
xue 一 1.071429. 


上述 例 子 说 明 ， 利用 了 内 点 的 差分 方程 和 边界 条 件 的 离散 后 ， 
一 般 都 可 得 到 线性 代数 方程 组 . 对 此 可 用 雅 可 比 迭 代 法 \ 高 斯 - 赛 
德尔 迭代 法 .逐次 超 松 弛 方法 等 进行 求解 ,并 且 还 可 以 利用 许多 加 
速 收敛 的 方法 . 


12.2 双 曲 型 方程 的 差分 方法 


12.2.1 典型 问题 
最 简单 的 双 曲 型 方程 (hyperbolic equation 是 对 流 方程 


《convection equations) : 


江 +a 戈 一 0， 一 c<z<<co，4> 0 (012.2.1 


设 给 定 初 始 条 件 
xu(z0) 一 p(z)， 一 co 之 z<co， (12.2.2) 
容易 验证 对 流 方程 (12. 2. 1) 的 解 为 
(Zi) 一 VCZ 一 at)， 一 co 一 工 乒 co，L 二 0. 
(012.2.3) 
这 意味 着 在 Ozt 平面 上 沿 每 条 直线 = 一 at 一 C(C 为 常数 ) ,zx 值 保 
持 不 变 , 这 种 直线 就 是 特征 线 Ccharacteristic line)( 见 图 12. 11). 
当 a>0 时 ,特征 线 向 左倾 斜 ; 当 ac<0 时 ,特征 线 向 右倾 斜 . 在 
任 一 点 (z, 妇 上 的 &， 值 仅 依赖 于 初始 函数 p 在 6z 一 at 的 值 ,就 是 
通过 (z'b0) 的 特征 线 与 工 轴 交 点 的 横 坐 标 . 故 解 关于 初 值 的 依赖 
，664 。 


f x-at= 上 上 


xX-at= 上 上 
a>0 a<0 
全 天 O 
(a) (b) 
12. 11 


区 域 (domain of dependence) 用 单个 点 &《 来 表示 ,如 图 12. 11 所 示 . 
如 果 定 解 区 域 Q={(zyi)10 委 z 委 !,: 二 0}, 则 要 给 出 适当 的 
边界 条 件 . 由 于 对 流 方程 的 解 在 其 特征 线 上 是 不 变 的 ,所 以 边界 条 
件 不 能 任意 给 定 , 如 果 a>0, 只 能 在 左边 界 给 条 件 ; 如 果 ae 一 0, 只 
能 在 右边 界 给 条 件 . 
双 曲 型 方程 的 另 一 个 典型 例子 是 波动 方程 (wave equation) : 


2 2 
5 一 中 3， 一 co<z<co，t>0，(12.2.4) 
其 中 a 二 0. 给 定 初 始 条 件 
(Cry0) 一 PCZ)， 一 coe 天. 一 co 
| we， re， (12.2.5) 


则 初 值 问题 (12. 2. 4),(12. 2. 5) 的 解 可 由 达 明 贝尔 (D'Alembert) 
公式 给 出 : 
_ BC 十 it) 十 gp(z 一 好 )》， 工 fr 
ui(zDD 一 2 王 士 人 2) 村 9( 工 一 他》 十 却 |wede 


〈12. 2.6) 
由 达 朗 贝尔 公式 不 难看 出 , 初 值 问题 (12. 2. 4) ,(12..2. 5) 的 解 
x 在 点 (z*",t" ) 的 值 xCz" ,t" )， 只 依赖 于 工 轴 上 由 z" 一 at 到 
z" 十 al" 之 间 的 初 值 pp 和 内 因此 区 间 [z* 一 af ,zz 十 at ] 称 为 点 
Cr" ) 的 依赖 区 间 ( 或 称 依赖 区 域 ), 见 图 12. 12. 
*。， 665 ， 
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图 12.12 


对 于 波动 方程 (12. 2. 4) ,还 可 以 有 初 边 值 混合 问题 , 设 混合 问 


题 的 求解 区 域 为 
0 一 {(zb10 和 z 委 10 入 四， 


由 此 波动 方程 及 其 初始 条 件 的 空间 变量 z 都 限于 区 间 [0, 丫 . 


(1) 对 第 一 类 边界 条 件 , 有 : 
xz | 一 四 (| 一 和 (0， 三 0. (12.2.7) 
(2) 对 第 三 类 边界 条 件 , 有 
( 汪 +z(CDou)| 一 Fo(i)，zt 二 0， 
了 ee (12. 2.8) 
( 兴 十 (Dz)| = 已 (D，z>>0 


12.2.2 差分 格式 


求解 对 流 方程 和 波动 方程 的 初 值 问题 时 ,求解 区 域 为 
8 一 {(z:i) | 一 ce 天 工 二 czot 二 0)}， " 
即 为 Ozt 的 上 半 平 面 . 为 建立 差分 方程 ,首先 要 训 分 网 格 , 设 大 为 
Z 轴 方 向 的 步 长 (空间 步 长 ),r 为 上 轴 方 向 的 步 长 (时 间 步 长 ). 令 
了 zi 一刻 人 一 0, 土 1, 士 2,…)， 轴 一 姓 (人 一 0,1,2,…)， 
这 是 二 族 平 行 于 工 轴 和 + 轴 的 直线 ,它们 构成 了 Ozt 上 半 平 面 的 
网 格 ,如 图 12. 13， 
一 般 情 况 下 ,可 预先 给 定 ,z 则 根据 不 同 的 差分 格式 而 定 . 
构造 差分 格式 最 简单 的 方法 ,是 用 差 商 代替 微 商 . 以 对 流 方程 
(12. 2. 1) 为 例 , 构 造 两 个 常见 格式 . 假定 c 盖 0, 注 意 到 
*。， 666 ， 








au(zi tn) 一 &Cziytntl) 一 z&Cziyt) 二 Orr)， 


9 


au(ziyt) _ tt) 一 as) 十 Oh)， 


D 并 


3x(z 如) ULCZiyt) 一 ， 5) 十 Oo， 


立即 就 可 得 出 逼近 对 流 方程 (12. 2. 1) 的 两 个 差分 格式 : 


人 一 有 一 1 
人 0， (12.2.9) 


玲 二 1 、_ 天 项 = 91 玫 
人 = 0， (12. 2.10) 


其 中 邮 是 在 网 格 点 上 取 值 的 函数 ， 

当 由 第 ”个 时 间 层 (在 :一 xr 的 一 排 节 点 ) 推 进 到 "十 1 层 时 ， 
公式 (12. 2.9) 和 公式 (12. 2. 10) 都 提供 了 逐 点 计算 x+ 的 明显 表 
达 式 ,因此 称 它 们 为 显 式 格 式 (expjlicit scheme). 在 公式 (12. 2.9) 
中 ,在 推算 ”十 1 层 时 只 用 到 第 ” 层 的 数据 ,前 后 联系 到 两 个 时 间 
层次 ,所 以 格式 (12. 2. 9) 称 为 两 层 差 分 格式 (two-level difference 
scheme). 同样 ,差分 格式 (12, 2. 10) 也 是 两 层 差分 格式 . 

给 出 的 差分 格式 是 否 有 逼 近 到 微分 方程 ,以 及 逼近 微分 方程 的 
程度 如 何 都 可 以 用 截断 误差 来 描述 . 所 谓 截 断 误 差 就 是 把 微分 方 
程 的 光滑 解 代入 到 差分 方程 中 并 做 泰勒 级 数 展 开 后 所 得 到 的 余 
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项 ,容易 验证 ,差分 方程 (12. 2.9) 和 (12. 2. 10) 的 截断 误 盖 是 O(r) 十 
On) ,一 般 简写 为 O(r 十 如. 如 果 步 长 Ah,r-~~0, 截 断 误 差 也 趋 于 0, 那 
么 称 差 分 方程 与 微分 方程 是 相 容 的 . 相 窗 性 (consistency 表 示 差 分 
方程 “收敛 > 于 微分 方程 ,这 是 用 差分 方程 求解 的 必 备 条 件 . 由 于 差 . 
分 格式 是 多 种 多 样 的 ,因此 截断 误差 也 将 不 同 . 如 果 截 断 误 差 
下 一 OCr 十 j), 则 称 差 分 格式 对 时 间 (r) 为 请 阶 精度 ,对 空间 (j) 
为 9 阶 精 度 . 如 果 加 一 g, 则 称 差分 格式 是 户 阶 精度 的 . 显然 差分 格 
式 (12. 2.9) (12. 2. 10) 都 是 一 阶 精度 差分 格式 . 

对 于 一 个 差分 格式 ,要 弄 清 两 个 问题 : 

(1) 当 步 长 kr 一 0 时 ,差分 格式 的 解 是 否 收敛 到 微分 方程 的 
初 值 问题 的 解 ; 

(2) 计算 中 产生 的 误差 ,在 以 后 的 计算 中 是 无 限 增加 还 是 可 
以 控制 

第 一 个 问题 称 为 收 钱 性 (convergence) 问题, 第 二 个 问题 称 为 “ 
稳定 性 (stability) 问 题 . 

考虑 差分 格式 (12. 2.9) 的 收敛 性 问题 . 先 把 式 (12. 2. 10) 变 形 

丰 一 (1 一 ah)z 十 ahz 呈 | 

其 中 一 r/h, 一 般 称 其 为 网 格 比 . 

可 以 看 出 , 邓 依赖 于 ”一 1 时 间 层 的 xz: ,zj 而 这 两 个 值 
又 依赖 于 "一 2 时 间 层 的 好 一 ,wx33; 依 此 类 推 ,可 以 知道 ,oo 
最 终 依 赖 于 初始 层 z 一 0 上 的 下 列 值 ( 初 值 条 件 给 出 ) 

凶 -y9 六 ri 

因此 , 称 z 轴 上 含 于 区 间 [zi-。,zi 站 上 的 网 格 点 为 差分 解 好 
在 点 (zi " 固 ) 的 依赖 区 域 ,有 时 也 称 区 间 [zi-,,zi 门 为 差分 解 好 在 
点 (zt) 的 依赖 区 域 . 这 依赖 区 域 即 是 过 点 (zi,t) 的 两 条 直线 


z 一 症 一 全 (t 一 总 和 一 也 在 zx 轴 上 截 出 的 区 间 . 


如 果 a 天 >1, 即 下 > 二 ,那么 徽 分 方程 的 解 x 在 点 (zi 必 ) 的 依赖 
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区 域 LP' ,Q] 大 于 差分 解 好 在 点 (zi 心 ) 的 依赖 区 域 L[P,Q], 见 图 12. 14. 

让 网 格 步 长 变 小 ,但 网 格 比 
r/h 保 持 不 变 , 则 依赖 区 域 LP,Q] 
和 [P“,Q] 不 变 . 显然 , 若 改 变 C(P“， 
P) 内 的 初 值 , 但 LP,Q] 上 的 初 值 不 
变 , 则 微分 方程 的 初 值 问题 的 解 
xw(ziy 加 ) 可 取 不 同 的 值 , 而 当 ->0， 
rr 一 0 时 (r/ 六 不 变 ) 差 分 格式 的 解 
zx 是 一 串 确 定 的 数 , 它 不 可 能 收敛 
到 不 同 的 x(ziyt), 即 当 ar/j>1 
时 ,差分 格式 不 收敛 . 由 此 可 以 得 
出 差分 格式 (12. 2. RAR 
含 微 分 方程 初 值 问题 的 依赖 区 域 , 即 


天 和 反 1. (12.2.11) 


此 条 件 称 为 库 朗 - 弗 兰 特 里 希 斯 - 勒 维 (Conrant-Friedrichs-Lewy) 
条 件 , 也 称 库 朗 条 件 . 可 以 证 明 , 它 也 是 差分 格式 (12. 2. 10) 收 敛 的 
充分 条 件 . 类似 的 锥 导 可 以 得 出 差分 格式 (12. 2. 9) 是 不 收敛 的 . 

考虑 差分 格式 (12. 2. 10) 的 稳定 性 问题 . 设 初 值 必 受 扰 , 即 
(az 十 6 一 好 十 绰 ; 相应 地 好 也 受 扰 , 即 (x 十 e)? 一 好 十 时, 容易 得 
出 ef 也 满足 差分 方程 





图 12.14 


ml 人 
生 一 全 十 oa 区 二 一 0. (12.2.12) 
汪 : 


把 初始 误差 ey 表示 为 一 个 简 谐 波 的 形式 
妨 一 (ex )cik 一 em 
其 中 w 为 频率 参数 . 要 求 形 如 
日 一 [G(o)]"ew (一 0, 士 1, 士 2,…) 《12. 2. 13) 
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的 谐 波 解 , 其 中 G=G(o) 为 对 应 于 wo 的 增长 因子 (amplification 


factor). 将 e 引 的 表达 式 (12. 2. 13) 代 入 式 (12. 2. 12) ,整理 得 
Ce 二 一 一 0， 


此 方程 称 为 差分 方程 (12. 2. 10) 的 特征 方程 , 它 的 根 即 增长 因子 
G 一 Gow) 王 1 一 ahM(1 一 e 迪 )， 《12. 2. 14) 
其 中 一 r/j 
对 于 式 (12. 2. 13) , 当 |GC(o)|>1 时 ,误差 随 ” 作 指数 状 增长 ; 
|1G(o)j 科 1 时 ,误差 不 增长 ,由 于 初始 误差 可 以 表示 为 不 同 频 率 w 
的 谐 波 的 玛 加 ,在 计算 中 伟人 误差 具有 随机 性 ,应 该 认为 所 有 的 w 
的 频率 组 分 都 是 可 能 出 现 的 ,因此 数值 稳定 的 条 件 对 所 有 的 实数 
中 都 有 
| Go) | 委 1. 《12. 2. 15) 
对 于 差分 格式 (12. 2. 10) ,其 增长 因子 为 
G 一 1 一 ah(C1 一 cosow 矿 ) 一 ahAisinow 户 ， 
1G1 三 [1 一 ah( 人 一 coswh)]: 十 azh2zsin2o 太 


一 1 一 4ahA(i 一 ah)sin? 史 ， 


所 以 ; 当 aaA 委 1 时 有 1GI 委 1, 即 差分 格式 (12. 2. 10) 在 条 件 aoA 委 1 
之 下 是 稳定 的 ,否则 不 稳定 . 

差分 格式 的 稳定 性 判别 条 件 (12. 2. 15) 是 具有 一 般 性 的 . 为 了 
从 线性 常 系数 差分 方程 得 到 判别 稳定 性 用 的 特征 方程 ,只 要 将 好 
以 G"e” 代入 相应 的 差分 方程 即 可 . 

对 于 差分 格式 (12. 2. 9) ,特征 方程 为 
让 二 二 一 0 


开 





从 而 得 增长 因子 
G 一 1 十 aM(1I 一 上 ) 一 1 十 ah(l 一 coso 户 ) 一 ahisino 岂 ， 
1Gl:= [1 二 aah(l 一 coso 失 ) 了 十 azhzsinzow 
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一 1 十 4aA(1 十 ah)sinz 窜 . 


因此 ,不 可 能 选择 网 格 比 使 1G| 过 1, 所 以 差分 格式 是 不 稳定 的 . 

差分 格式 (12. 2. 10) 在 条 件 中 委 1 之 下 是 稳定 的 ,这 种 在 一 定 
条 件 下 稳定 的 差分 格式 称 为 条 件 稳 定 的 差分 格式 ; 而 像 式 
《12. 2.9) 那 样 的 差分 格式 则 称 为 绝对 不 稳定 的 差分 格式 . 差分 格 
式 (12. 2. 10) 在 条 件 a 委 1 之 下 既 稳 定 也 收敛 ,而 差分 格式 
(12. 2. 9) 不 但 不 稳定 而 且 不 收敛. 稳定 性 和 收敛 性 的 关系 由 拉克 

斯 (Lax) 等 价 定理 给 出 . 

定理 12.2.1 给 定 一 个 适 定 的 线性 初 值 问题 及 其 相应 的 相 
容 的 差分 格式 , 则 差分 格式 的 收敛 性 等 价 于 差分 格式 的 稳定 性 . 

所 谓 适 定 的 初 值 问题 ,是 指 该 初 值 问题 的 解 存 在 ,惟一 并 连续 
依赖 于 初始 数据 . 


12.2.3 ”对 济 方 程 的 差分 格式 


对 流 方程 是 最 简单 的 双 曲 型 方程 ,对 其 差分 格式 的 研究 将 有 
助 于 求解 复杂 的 双 曲 型 方程 和 双 曲 型 方程 组 . 
逼近 对 流 方程 (12. 2. 1) 的 中 心 差分 格式 


了 31 一 tt 


的 0 (12.2.16) 


是 很 自然 的 一 个 差分 格式 ， 人 O(Cr 十 外). 容易 求 出 其 
增长 因子 
G(o) 一 1 一 ahisinow 户 ， 
1G1 一 1 十 asinzojh， 
因此 这 是 一 个 绝对 不 稳定 的 格式 . 
六 2. 16) 修 改 为 


让 人 至 Co 2 ) 


+axt 一 =0， (12.2.17) 
7 2 
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称 其 为 拉克 斯 - 弗 里 特 里 希 斯 (Lax-Friedrichs) 格 式 ,容易 求 出 其 
裁 断 误差 BE 一 O( 拓 )] 十 OCe+ 记 ). 由 于 在 双 曲 型 方程 的 计算 中 ,一 


般 采 用 r 王 O(h) ,因而 格式 (12. 2. 17) 的 截断 误差 化 为 巨 =O(r 十 
加). 这 是 一 个 一 阶 精度 的 格式 ,其 增长 因子 为 
G(ow) 一 cosoA 一 iahsinwA， 
1G| 王 1 一 (1 一 ca212)sin2ow 大 ， 
故 格式 (12. 2. 17) 的 稳定 性 条 件 是 lal) 和 1. 
为 提高 差分 格式 的 精度 ,考虑 差分 格式 


给 -二 邮 - 元 - 十 ae 一 0， 《12.2.18) 
一 般 称 为 蛙 跳 格式 (leapfrog scheme). 显然 ,这 是 一 个 二 阶 精度 格 
式 , 其 稳定 性 条 件 为 la|A 一 1. 要 计算 上 十 1 层 上 的 值 xf ,就 必须 
应 用 天 一 工人 两 个 时 人 间 层 的 值 & 六 1 2 1 2 一 1 ,前 后 联系 到 三 个 时 
间 层 次 ,因此 这 样 的 格式 称 为 三 层 格式 (three-level scheme). 这 种 
格式 在 实际 计算 时 ,必须 保留 两 个 时 间 层 的 数据 ,从 而 增加 计算 机 
的 存储 量 ; 此 外 ,从 第 0 层 推 进 到 第 1 层 还 必须 用 另外 格式 来 补 
充 ,所 以 使 用 中 有 一 定 的 不 便 . 
从 中 心 差分 格式 (12. 2. 16) 进 行 修正 ,还 可 以 得 到 另 一 个 很 有 
效 的 格式 . 设 x=x(z' 切 是 对 流 方程 (12. 2. 1) 的 光滑 解 ,把 它 代 人 
差分 格式 并 进行 泰勒 级 数 展开 . 


MCZiytnt) 一 MKCZyt) 二 MKCZiHlyt) 一 MKCZ-iytn)》 
志 


2 
(用人 +( 芥 +o + 名 
由 于 v=x(z, 切 是 对 流 方程 的 解 ,所 以 有 
3 拓 
9 az” 
(六 )- “全 
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Co 一 2 好 十 好 十 Ori)， 


由 此 得 到 遥 近 对 流 方程 (12. 2. 1) 的 修正 中 心 差 分 格式 


时 


2 
二 Ce 一 涂 ) 十 功 Con 一 她) 一 至 7 


212 Ch 一 2 刀 十 她) 一 0. 
(12. 2. 19) 
此 格式 的 截断 误差 已 =O(2 十 尼 ), 所 以 是 二 阶 精 诬 格 式 , 其 稳定 
性 条 件 是 |al) 和 1. 这 是 一 个 二 层 格 式 , 使 用 方便 ,因而 受到 普遍 重 
视 . 格式 (12. 2. 19) 也 称 为 拉克 斯 - 温 德 罗 夫 (Lax-Wendroff) 格 式 ， 


其 经 常 使 用 的 还 有 以 下 形式 : 


2 一 地 一 二 ahCen Se ?1) 十 


2 
到 ae 一 2 刀 十 好 )， 
其 中 一 r/) 

当 a>0 时 ,差分 格式 (12. 2. 9) 是 不 稳定 的 ,而 格式 (12. 2. 10) 
在 条 件 o 凤 1 之 下 是 稳定 的 ; 如 果 设 < 一 0, 同 样 分 析 可 以 知道 , 差 
分 格式 (12. 2. 10) 是 绝对 不 稳定 的 ,而 格式 (12. 2.9) 在 条 件 |al) 和 1 
之 下 是 稳定 的 . 所 以 ,差分 格式 (12. 2.9) 和 (12. 2. 10) 稳 定 与 否 同 
对 流 方程 (12. 2.1) 中 a 的 符号 有 关 . 由 于 对 流 方程 (12. 2.1) 有 一 
族 特 征 线 

zx 一 凡 一 C (C 为 常数 )， 
当 a>0 时 ,特征 线 向 右倾 斜 ; 当 a 一 0 时 ,特征 线 向 左倾 斜 , 因 此 
所 构造 的 差分 格式 是 否 稳定 ,实质 上 与 特征 线 走向 有 关 . 如 果 差 分 
格式 与 微分 方程 特征 线 的 走向 一 致 , 则 在 |al 委 1 条件 下 是 稳定 
的 ; 反之 ,差分 格式 与 微分 方程 特征 线 走 向 不 一 致 , 则 对 任意 的 网 
格 比 都 是 不 稳定 的 . 沿 特征 线 走 向 建立 的 差分 格式 称 为 特征 型 差 
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及 初始 条 件 邮 一 wG 一 0,1,…,J), 可 以 显 式 (不 用 解 方程 组 ) 地 
求解 ,所 以 使 用 方便 . 

例 12. 2. 2 用 拉克 斯 - 弗 里 德里 希 斯 格式 、. 迎 风 Cupwind) 格 
式 、 拉 克 斯 - 温 德 洛 夫 格式 和 比 姆 - 沃 明 格 式 计 算 对 流 方程 初 值 
问题 


元 十 苑 = 一 0， 一 ce< 工 二 co 和 二 0 
(12. 2.22) 
1， 0， 
ML(zy0) 一 zko(Z) 一 se 
0， 工 二 0， 


解 ” 取 )=r/h=0.5, 计 算 到 :一 0. 5. 12. 15 表示 jh 一 0.01 
的 计算 结果 ,图 12. 16 表示 j= 一 0. 0025 的 计算 结果 ,( 实 线 示 为 解 
析 解 ,点 线 为 数值 解 ,为 比较 起 见 ,解析 解 中 增 画 了 一 条 连接 线 ). 


拉克 斯 - 弗 里 德里 希 斯 迎风 格式 
1.5 1.S 
1.0 1.0 
0.5 0.5 
0.0 0.0 
-0.5 -0.5 
02 04 06 08 10 00 .02 04 06 08 10 
拉克 斯 - 温 德 洛 夫 格式 比 姆 - 沃 明 格 式 
1.5 1.5 
1.0 1.0 
0.5 0.5 
0.0 0.0 
-05 -0.5 
02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 
图 12.15 
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分 格式 ,通常 也 称 迎 风 差 分 格式 (upwind difference scheme)， 
利用 微分 方程 的 特征 线 以 及 微分 方程 的 解 在 特征 线 上 为 常数 
这 一 事实 ,还 可 以 构造 出 二 阶 迎 风 差 分 格式 . 设 a>0, 其 格式 可 以 
写 为 
zi 一 相 一 ao 一 中) 一 


允 ( 一 al)(x 一 2 十 好 )， (12.2.20) 


这 个 格式 的 稳定 性 条 件 是 ca 反 2. 

此 格式 由 R. M. Beam 和 R. F. Warming 于 1976 年 提出 ,所 
以 一 般 也 称 其 为 比 姆 - 沃 明 (Beam-Warming) 格 式 . 

通 近 对 流 方程 (12. 2. 1) 的 善 分 格式 还 可 以 是 


at 一 Men Wo 叶 1 一 nt! 
0 一 0 (a 二 0)，(12.2.21) 


这 个 格式 在 第 "十 1 时 间 层 上 有 多 于 一 个 点 上 的 未 知 函 数值 出 现 ， 
故 称 其 为 隐 式 格式 (implicit diffence scheme). 隐 式 差分 格式 适用 
于 求解 初 边 值 混合 问题 或 具有 周期 条 件 的 初 值 问题 . 对 于 稳 式 格 
式 ,一 般 都 要 求解 代数 方程 组 (但 很 多 双 曲 型 方程 的 隐 式 格式 则 可 
直接 计算 ). 差分 格式 (12. 2. 21) 的 增长 因子 为 
1 
“= 证 ad=eey， 

所 以 对 任意 的 有 1Gl 过 1, 这 样 的 格式 称 为 绝对 稳定 的 ，- 

用 隐 式 差分 格式 (12. 2. 21) 解 初 边 值 混合 问题 . 

设 求解 区 域 Q= ((z,i)10 过 z 委 lt 全 0} ,此 时 网 格 由 直线 族 


工 一 妃 一 作 ， 4 = 地 (JJ 一 0, 1 J)， 


t 一 加 一 MTr 二 0 (7 一 0,1,…) 
组 成 . 设 a>>0, 则 xf (Cn 二 0) 给 定 . 再 由 方程 (12. 2. 2) , 即 


+ 一 E 间 _QA 9 『 一 区 一 
2 了 十 04 并 ( 一 1.2， ?了 1) 
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拉克 斯 - 弗 里 德里 希 斯 格式 迎风 格式 


1.5 1.5 
1.0 1.0 
0.5 05 
00 0.0 
-0.5 -05 
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0 
拉克 斯 - 温 德 洛 夫 格式 比 姆 - 沃 明 格式 
1.S 1.5 
1.0 1.0 
0.5 0.5 
0.0 0.0 
-0.5 -0.5 


00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0 


图 12.16 


求解 对 流 方程 (12. 2. 1) 的 常见 差分 格式 如 表 12. 1 所 示 . 


表 12.1 


格式 与 截断 误差 


1 


二 Co 一 必 ) 十 症 ( 要 一 起- 一 0 


下 王 O(r 十 如 ) 





迎风 格式 as 和 1 











二 (一 困 ) 十 是 (一 罗 )=0 


正 一 O(r 十 加 ) 





绝对 不 稳定 








右 食 显 式 格式 












由 
二 ( 中 一 号 ) 十 是 (1 一 D=0 
下 一 O(r 十 厂 ) 


迎风 隐 式 格式 
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续 表 


格式 与 截断 误差 


1 onw 证 
后 二 (一 中) 十 其 Cr 一 必 - ) 一 0 


王 王 O(r 十 尼 ) 








中 心 显 式 格式 绝对 不 稳定 







二 Get 一 好 ) 十 于 基 C 一 由 ) 一 0 
下 =O(Cr 十 性) 


1 1 站 
二 0 一 必 ) 十 到 [ 功 (9r 一 必 -) 十 






中 心 隐 式 格式 绝对 稳定 














平均 隐 式 格式 绝对 稳定 





拉克 斯 - 弗 里 亲本 本 


德里 希 斯 格式 












刀 -一 0 
王 王 Or 十 DCr 十 居 ) 
ur 一 对 一 了 (3 一 好 -十 土 于 旦 

2 2 
Cg 一 2 过 十 只 -9) 
下 王 O( 垃 十 尼 ) 


拉克 斯 - 温 德 
洛 夫 格 式 


2 一 必 一 oU( 轨 一 太一 坚 G1 一 ax)( 
一 2x- 十 好 -2) 
王 王 O(E 十 和 居 ) 


U 村 = 于 于 估 oo 一 罗 ) 


卫 一 O( 刀 十 天) 










温 德 洛 夫 绝对 稳定 









2 一 过 + 二 全 Ce 一 好 0) 


正 一 O( 志 十 如 ) 


罗 伯 蒋 - 维 斯 
幅 式 格式 





绝对 稳定 
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续 表 


格式 与 截断 误差 


1 1 
妈 + 一 本 (十 好 -1) 5 
颈 1 本 、: ? at: 友 -: 






本 
2 


an+1 一 pz + 上 ant+ 二 
步骤 2 1 十 aQ 二 了 J 一 : 
r 


Richtmyer 


多 步 格式 







正 一 O(c 十 蝴 ) 







] 
步 对 1v 守 一 二 (oh 十 罗 ) 一 全 Go 一 四 ) 





多 2 人 秆 -人 | ws 


一 O( 王 十 尼 ) 












下 二 刀 一 QI 一 地) 
MacCormack 
多 步 方法 





ah 和 1] 





革 1 = 壮 [(w 十 凡 ) 一 ah 一 xD] 
下 = O(e 十 刀 ) 







12.2.4 二 维 对 流 方程 的 差分 格式 


简单 的 二 维 对 流 扩散 方程 的 初 值 问题 
| 区 (一 oo<<zy< 二 co > 0)， 
uCzyyy0) 一 jzyy).。 


(12.2.23) 
其 解 为 wkCzyy* 纪 下 (z 一 atyy 一 0). 
首先 对 区 域 进 行 离散 ,如 一 nr,z 三 0,r 为 时 间 步 长 . zi 一 庆 。 
人 一 0, 士 1, 十 2); 关 一 寻 ,(A 一 0, 士 1], 士 2,…) ,其 中 六 和 及， 
分 别 为 z 方 向 和 y 方向 的 空间 步 长 . 为 简单 起 见 , 令 扩 一 凡 一 六 
引 人 和 人 记号 
。678 。 





人 -oz 一 2i+lk 一 到 斑 149 
人 -zk 一 MiH 一 Mi 
人 zk 三 Mt 一 妈 广 1 9 


Oaki 二 2 一 19 


(12. 2. 24) 
GHz 一 2 一 1 
Gzipk 一 Hi 一 苔 1， 
人 一 Wi 一 2zti 十 一 1.ky 
Bt 一 HH 一 2z 十 志 ,i， 
方程 (12. 2. 23) 的 中 心 格 式 为 
二 一 铬 < 心 一 88o 风 ， (12. 2.25) 


2 九 
此 格式 的 截断 误差 为 O(r 十 下 二 有 ); 这 个 格式 是 绝对 不 稳定 的 ， 
相应 的 隐 式 格式 为 


ui 十 于 和 Doug 十 于 生 Sodt! 一 区 ， (12.2.26) 
此 格式 是 无 条 件 稳定 的 . 二 维 的 拉克 斯 - 弗 里 德里 希 斯 格式 是 


2 人 1 一 于 ( 史 避 十 四 避 十 力士 四 本 一 


一 却 8 大 tt， 《12:2.22) 
稳定 性 条 件 为 


《12. 2. 28) 


*， 679。 





交替 方向 隐 式 格式 有 


人 (1 十 去 4 天 5。 ]2 一 z， 
1 (12. 2. 29) 


2 
此 方法 也 称 局 部 一 维 方法 ,其 精度 为 O(r 十 尼 十 庆 ), 并 是 无 条 件 
稳定 性 ,常见 的 二 维 对 流 方程 格式 见 表 12. 2. 


格式 与 截断 误差 


L 
zz 一 雄一 于 下 8 一 地 
下 一 O(r 十 瑚 十 时 ) 


(1 二 0 于 9 ) 一 二 


表 12.2 





中 心 格式 绝对 不 稳定 










入 一 于 (gs 十 好 -十 要 4 十 中 于) 一 









拉克 斯 - 弗 里 德 





近似 分 裂 格式 
(一 维 拉克 斯 - 
温 德 洛 夫 格式 ) 


max{ la 下， 


HI 下 } si 








无 条 件 稳定 


和 ) = 三 1 二 





下 一 O( 刀 十 内 十 天 ) 
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续 表 













格式 与 截断 误差 
Qa 工 

一 (1 一 全 天 0 
六 工 
(一 卫 站 en ) 亿 

二 思 

(1+ 子 天 Sn 人 一 
王 一 O(z 十 天 十 蝴 ) 








(I+ 生 天 so )Awi 一 一 ( 生 天 5 一 


到 

盛大 so ) 岂 

Deita 公式 
必 。 

(1 二 半天 5) Am 一 Am 

At 一 典 开 一 矶 

尼 一 OK 十 中 十 妇 ) 


12.2.5 波动 方程 的 差分 格式 


波动 方程 (12. 2. 4) 的 差分 格式 可 以 直接 由 差 商 代替 微 商 而 
得 到 


mL Do 1 2 一 2U7 
玖 二 2 殉 十 林 = 半 你 二 于 十 号 :，(12.2.30) 
二 矿 


这 是 一 个 二 阶 精 度 的 显 式 格式 ,其 稳定 性 条 件 是 oX 志 1, 其中、 一 


r/j/. 隐 式 格式 的 形式 很 多 ,差分 格式 
好 所 一 2 十 好 -ws 坚 | 一 2 人 十 zi (12.2.31) 


是 一 个 隐 式 格式 ,其 截断 误差 为 O(r 十 尼 ) ,这 是 一 个 绝对 稳定 的 
差分 格式 . 更 一 般 的 差分 格式 是 冯 “" 诺 伊 曼 (von Neumann) 格 式 


Rrt -一 机 mh 一 】 本 和 天 十 1 m 十 1 
2 只 -oz|16t: 2 十 zz 二 


"，681 。 


(1 一 20) 2 


《12.2.32) 
其 中 0 适 p1. 利用 泰勒 级 数 展开 ,可 以 直接 验证 对 任意 的 gE [0,1]， 


截断 误差 都 是 O(z 十 忆 ). 此 格式 的 稳定 性 条 件 是 ， 如 果 寺 <O<1， 
则 差分 格式 绝对 稳定 ; 如果 0<0<< 工 , 则 差分 格式 的 稳定 性 条 件 为 
0<a<< .特别 地 , 当 0 一 0 时 ,差分 格式 (12. 2. 32) 化 为 显 式 


格式 . 
格式 (12. 2. 32) 的 另外 两 个 重要 的 特殊 情形 是 04 一半 和 0= 





2 


于 当 0= 去 时 ,差分 格式 化 为 


tf 一 22y 十 xi 


= 二 [于 二 2 人 十 zi 十 后 | 二 2 人 1 十 zx 吧 |]， 


此 格式 称 为 平均 隐 式 格式 ,由 于 0 之 工 二 ,所 以 是 稳定 的 . 0 一 于 在 实 


床 运 南 二 二 机 天时 六 光志 不 尖 办 下 
关于 初始 条 件 的 差分 近似 ,对 于 第 一 个 初始 条 件 wx(z,0) 一 
9(Z) (一 co<z<co), 可 以 用 直接 转移 的 方法 ,得 到 
好 一 9 一] 人 =0 士 1], 士 2,…)， (12.2.33) 


对 于 第 二 个 初始 条 件 "xz:02 一 M(z)( 一 co<<z<<co), 一 种 方法 是 


2 一 zt 
光一 全 一 央 护 ) 一 贞 (一 0, 士 1, 士 2,…)， 


(12. 2. 34) 
*，682 ， 





容易 看 出 , 式 (12. 2. 34) 的 截断 误 关 为 O(r), 如 果 采 用 汉 “， 诺 伊 曼 
差分 格式 (包括 6 一 0, 填 , 半 ) 进 行 计算 ,那么 初始 条 件 的 差分 近似 
与 方程 的 差分 近似 不 适应 . 为 提高 式 (12. 2. 34) 的 截断 误差 可 采用 


3 
全 二 一 败 Gd 一 0, 士 1, 士 2,…). (12.2.35) 


这 种 方法 的 截断 误 关 为 O(z). 但 是 ,因为 它 又 引进 了 新 的 未 知 
数 好 !, 所 以 由 式 (12. 2. 35) 不 能 确定 九 . 为 确定 必 , 应 把 式 
(12.2. 35) 和 在 (zi,0) 上 的 差分 方程 联 立 求 出 妇 . 设 采用 显 式 格 
式 进 行 计 算 ,那么 在 (zi ,0) 上 有 


寺 一 2 十 困 : 一 2 十 好， 
本 二 大 9 
此 式 与 式 (12.2. 35) 联 立 , 可 以 消去 x: 并 得 到 


Q212 


厅 二 “六 (pr 上 pn) 十 (1 一 aza2)P 十 z 几 ， 


(12. 2. 36) 
其 中 一 r/ 
有 了 初始 条 件 的 离散 ,利用 式 (12. 2. 33) 、 式 (12. 2. 34) 或 
式 (12. 2.36) 可 以 算出 初始 层 (一 0) 及 第 一 层 (" 一 1) 各 网 格 点 上 
的 值 ,然后 再 利用 差分 格式 逐 层 算出 任意 网 格 点 上 的 值 . 
关于 波动 方程 的 初 边 值 混合 问题 . 由 求解 区 域 Q 王 {Czyt| 
0 委 z 入 /上 过 0}) ,因此 网 格 由 直线 


二 于 (1 = 0,1,2，]， 


it 一 如 一 和 (rr 二 0 二 0) 
所 构成 . 对 于 边界 条 件 的 离散 ,有 以 下 方法 : 
(1) 第 一 类 边界 条 件 采用 直接 转移 ， . 
要 一 甸 一 四 (rr)， 刀 一 入 一 G(Gr). (12.2.37) 
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(2) 第 三 类 边界 条 件 采 用 两 种 办 法 . 第 一 种 办 法 是 直接 用 差 
商 代 替 微 商 , 即 
1 十 而 妇 = 羽 ， 


二 光一 FT， 





(12. 2.38) 


其 中 
仍 一 加 (rr) ,天 一 六 (Or) 一 Frz) FF 一 (tr)， 


其 截断 误差 为 O(h). 第 二 种 办 法 是 将 网 格 平移 半 个 步 长 , 即 在 
网 格 
=- (7 十 去) 从 一 了 (= 一 1,0,1，，J)， 
ti 一 Mr (7 二 0) 
上 讨论 差分 近似 . 此 情况 下 第 三 边界 条 件 的 差分 近似 是 
了 十 届 风 二 避 一 R， 


(12. 2. 39) 





(12. 2. 40) 


2 地 十 要 -1 二 


十 下 汝 -上 一 甩 ， 


其 截断 误差 为 O(1 ). RS SR 好 在 
内 部 节点 上 的 值 以 后 ,应 再 用 插值 法 求 出 z=0 和 xz=/ 上 上 zx 的 值 . 


12.3 抛物 型 方程 的 差分 方法 


12.3.1 典型 问题 
抛物 型 方程 (parabolic equations) 的 最 简单 方程 是 扩散 方程 
(diffusion equation), 即 
2 一 0 (一 ce 二 工 < oo, 过 0)， (12. 3. 1) 
其 中 >0. 此 方程 也 称 热 传导 方程 ,如 果 给 定 初始 条 件 


(Cry0) 一 pz) (一 ce 过 zZ<co)， (12.3.27 
*， 684 。 


就 构成 了 初 值 问题 . 这 个 初 值 问题 的 解 可 以 表示 为 


| 抑 生 je 
(一 ce 王 工 二 cot 二 0). (12. 3. 3) 
对 于 扩散 方程 (12. 3. 1) 还 有 初 边 值 混合 问题 , 即 在 区 域 Q 一 
{(zyt)10 委 z 委 0t 声 0) 内 考虑 扩散 方程 的 求解 ,除了 给 出 在 2 内 
的 方程 (12. 3. 1) 和 初始 条 件 (12. 3. 2) 之 外 ,还 要 给 出 边界 条 件 . 边 
界 条 件 提 法 如 下 : 
(1) 第 一 类 边界 条 件 


MU(Zvt) 一 











zx(0:t) 一 和 (ti，t 上 之 0， 
(12.3.4) 
xst) 一 pz(t)，Lz 之 0. 
(2) 第 三 类 边界 条 件 
了 
(用 一 NaCDv] 一 mmD，t0， 
(12.3.5) 


d 
( 缮 +xCow]) | _ 二 二 们 ， 二 芭 存 


其 中 心 ( 芒 伺 0(Gi 一 1,2). 如 果 在 式 (12. 3. 5) 中 ,ha 为 零 , 则 称 为 
第 二 类 边界 条 件 . 

抛物 型 方程 的 另 一 典型 例子 是 对 流 扩 散 方程 (convection 
diffusion equation) 

光 十 a 扯 一 过 
其 中 9>0. 这 个 方程 可 以 看 成 是 对 流 方程 和 扩散 方程 的 耦合 , 当 ， 
很 小 时 ,方程 反映 对 流 方程 的 特征 , 当 a 很 小 时 ,方程 反映 扩散 方 
程 的 特征 . 如 果 仍 取 式 (12. 3. 2) 作 为 初始 条 件 , 则 构成 对 流 扩散 方 
程 的 初 值 问题 ,这 个 初 值 问题 的 解 可 以 表示 为 


二 ( 工 一 上 一 ct) 

exp| 一 竺 一 全 全- |p(ed 
(12. 3.7) 
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(一 ce 一 工 二 ce 二 0)， 〈12. 3.6) 





最 简单 的 二 维 扩散 方程 的 初 边 值 问题 为 


张 =( 绊 + 要 )， 0 一 zz 一 4，0< 一 > 一 4，z>> 0，6>>0， 


MUCT,y0) 一 VCZ,y)，0 委 Z，y 扫 外 
zU(0,y*t) 一 Ja (2 2 290) 一 pz(yvt)， 
0 委 y 委 /，L 上 二 0， 
M(Czy0:t) 一 (zi) Cry tt) 一 (Zr)， 
0 委 工 和 二/，L 上 二 0. 
(12. 3. 8) 


12.3.2 扩散 方程 的 差分 格式 


初 值 问题 的 网 格 剖 分 如 下 : 令 关 和 z 分 别 是 z 轴 方 向 和 + 轴 
正方 向 的 步 长 ,zi 一 软 (j 一 0, 十 1,…),t 一 nr(2 一 0,1,…) ,两 组 
平行 线 构成 了 Ort 上 半 平 面 的 网 格 . 利用 差 商 替代 微 商 的 办 法 可 
以 获得 一 系列 逼近 扩散 方程 (12. 3. 1) 的 差分 格式 ， 


(1) 显 式 格式 
字 一 部 二 6 人 人 二 区， (12.3.9) 
其 截断 误差 为 oOceHH) ,增长 因子 为 


G= 1 一 4bsin 史 ， 


其 中 )=r/ 久 , 称 1 为 网 格 比 .但 是 ,此 处 与 双 曲 型 方程 的 差分 格式 
中 的 网 格 比 含义 不 同 . 由 增长 因子 G, 可 以 得 格式 (12. 3. 9) 的 稳定 
性 条 件 为 


1 

以 过 记 ， 

之 下 

即 4 十 近 本. 
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(2) 隐 式 格式 


mr1 nn m1 9，n+1l | 
二 (12. 3. 10) 


其 截断 误差 为 Or 十 尼 ) ,增长 因子 为 
G= 1 . 
1 十 4b0sinz 人 
由 此 可 知 , 此 格式 对 任何 网 格 比 都 是 稳定 的 . 
(3) 克 兰 克 - 尼 科 尔 松 格式 
2 一 好 ，1 Ja 一 2xr 十 zz 
于 


党 





m1 pn+l ar 二 1 
| (12.3.11) 


这 是 一 个 绝对 稳定 的 隐 式 格式 ,特别 是 它 的 截断 误差 为 O( 寺 十 
拓 ), 即 为 二 阶 精度 格式 . 这 个 格式 称 为 克 兰 克 - 尼 科 尔 森 (Crank- 
Nicolson) 格 式 , 简 记 为 CN 格式 . 


〈4) 里 查 森 格式 
冤 寺 < 一 一 5 士 吃 : (12.3.12) 
r 


这 是 一 个 二 阶 精 度 的 三 层 格式 ,其 增长 因子 为 


。 5 卢 
Ci 一 一 46Asin2 你 士 、/ 工 十 (人 sin: 宛 |) 


因此 里 查 森 (Richardson) 格 式 是 一 个 绝对 不 稳定 的 格式 . 
《5) 村 福特- 弗兰克 尔格 式 


和 一 一 6 二 (12. 3. 13) 
开 


柱 福 特 - 弗 兰 克 尔 (Du FortFrankel) 格 式 是 里 查 森 格 式 的 一 种 修 
正 , 是 绝对 稳定 的 差分 格式 . 其 截断 误差 


尼 一 (下 ) (2 六 二 or 十 大) +o 人 二). 
如 果 取 r=O(A), 则 当 r,A->0 时 瓦 并 不 趋 于 0, 所 以 差分 格式 


”687。 


(12. 3. 13) 与 微分 方程 (12. 3. 1) 是 不 相 容 的 . 只 有 当 r, 关 趋 于 0 时 
天 也 趋 于 0, 差 分 格式 (12. 3. 13) 才 能 相 容 于 扩散 方程 (12. 3. 1). 


通 近 扩散 方程 (12.3. 1) 的 常见 差分 格式 见 表 12. 3. 
表 12.3 


差分 格式 与 截断 误差 


十 Co 一 罗 )=6 


(1 一 2 好 十 好 -1)》 
正二 Or 十 居 ) 





厄 Ms< 艺 















| 二 (一 罗 ) 一 0 让 CH 一 209 二 3) 
E=O(cr 十 请 ) 






卖 G 一 人 一 4 疡 (4 一 2 十 吃 
已 = O(z 十 旺 ) 








1 1 
二 CO 一 地) 一 0 广 [oo 一 2 人 十 
绝对 稳定 





alt) 十 (一 2 才 十 由 )] 
王 一 O( 垃 十 委 )》 












1 
本 和 91， 
二 Ge 一 罗 ) 一 二 [ece3 一 209 二 2 
] 绝对 稳定 
和 iD) 十 (1 一 0)(Cu? 一 2 十 zx ) 1 
0<6< 五 ， 





E=6( 于 一 0) .Oo 二 OCe 十 忆 ) 
A< 区 二 采 







加 权 隐 式 
格式 








0>0， 
(二 0) 到 EC 一 g 蚂 三 型 | 
民 下 


绝对 稳定 






一 直 C 一 22+1 二 it) 
E=O(Cr 十 妇 ) 
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续 表 










0= 了， 
3 一 要 1 好 一 地 


2 T 2 晤 


绝对 稳定 















一 声 ( 一 200+ 十 ss) 


二 _2srr 二 ttD 二 绝对 稳定 


格式 
直 Cos 一 2 好 十 好 -) )] 


下 一 O(z 十 内) 





过 ( 壮 2 一 2uf 十 去 ofi )+ 


7.3 4 


多 允 一 2 十 埋 o) 十 


3 
全 SR 一 2 十 到 wj ) 绝对 稳定 


2 十 et ) 





aa+1 一 Mn xn 一 (or1 十 or+l) 十 zi- 
-一 本 Mt 一 和 一 一 一 全 
杜 福特 - 弗 兰 2 磊 


2 绝对 稳定 
E=Oe+P)+O( 下 ) 
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续 表 

差分 格式 与 截断 误差 
二 Ge 一 罗 ) 一 让 Co 一 2 十 几 )=0 
mn 十 1 十 1 一 偶数 
二 (6 一 加 ) 一 站 Co 一 2x 十 四 革 ) 一 0 
?十 1 十 1 一 奇数 

2 
已 一 O(z 十 太 )+O( 素 ) 









跳 点 格式 绝对 稳定 







zt 一 好 十 和 真 Co 一 好 一 好 1 十 + ) 








工 
三 





Saul'ev 格式 | 2 一 十 五 (人 择 一 2 一 好 十 zt 二 ) 绝对 稳定 





E=O(c+P)+O( 下 ) 





对 于 扩散 方程 初 值 问题 (12. 3. 1) 和 (12. 3. 2) 的 求解 ,还 必须 
有 初始 条 件 (12. 3. 2) 的 离散 ,这 可 以 用 直接 转移 法 得 到 
好 一 9Y( 访 ) 一 7， (12. 3. 14) 


再 由 式 (12. 3. 1) 的 差分 方程 及 式 (12. 3. 14) 进 行 逐 层 计算 . 
关于 初 边 值 混合 问题 的 求解 ,网 格 不 同 于 初 值 问题 . 此 时 设 


Z 一 斋 ， 大 三 于 ， (051c77 


如 一 mr， (7 一 0,1;2, rr 为 时 间 步 长 )， 

对 于 第 一 类 边界 条 件 , 可 以 用 直接 转移 法 ,条 件 (12. 3. 4) 的 离 
散 为 

2 一 mnr) zy 一 AmaCr)， 姑 全 0. 《12. 3. 15) 

由 于 第 三 类 边界 条 件 中 含有 导数 ,所 以 不 能 用 直接 转移 的 

办 法 ,通常 采用 下 面 两 种 方法 (类 同 于 对 波动 方程 的 处 理 ) 来 
处 理 : 

。690 。 





(1) 第 一 种 方法 





到 二 区 一 Mi(Czr)zg 一 mm(ar)， 
站 (12.3. 16) 
全 十 hz(mr)u 一 vz(Cr). 
(2) 第 二 种 方法 
将 网 格 平移 半 个 步 长 , 即 在 网 格 


= (7 十 去 )h 一 二 = 一 0 和 7D， 


tn 一 刀 7 (7 一 0,1,2,…) 
上 讨论 差分 近似 . 在 此 情况 下 ,第 三 类 边界 条 件 的 差分 近似 为 


多 二 多 一 (nr) 多 十 凤 ， 





2 一 WiC)， 
en (12.3.17) 
全 十 hz(xr) 二 一 (xzr). 


在 计算 出 所 有 的 zx? 在 内 部 节点 上 的 值 之 后 ,再 用 插值 线 求 出 zx 一 
0 和 zz 一 上 的 值 . 


例 12.3.1 扩散 方程 的 初 边 值 混合 问题 的 求解 . 
经 一 2， 0 之 zz 之 1,t>0， 
9t Dr 


zt(0,t) 一 xli) 一 0， 


ut(Zy0) 一 Sin(rZ)， 


t 人 0， 


QQ 和 交 区 于 
分 别 用 隐 式 格式 、 克 拉克 - 尼 科 尔 森 格式 和 显 式 格 式 解 之 ,并 比较 
其 结果 . 


解 ” 取 空间 步 长 盖 0. 1, 时 间 步 长 *=0.01, 网 格 比 )= 声 =1 
(1) 隐 式 格式 


2 一 本 一 2 本 十 xx 
可 2 


m 十 1 -一 ，m 二 1 
Mo 一 Mio 


(了 一 1,2,…，,9)， 
一 0， 
由 一 sin(xz)) (一 0,1,2，…,9,10). 


。691 。 


考虑 到 ) 一 r/ 尼 =1, 可 以 把 差分 格式 写 为 


一 & 时 十 3z 六 一 xz 一 四 (一 1 2 9)， 


2 一 人 0， 
好 一 sin(rzi) (j 一 0,1,…，9,10). 
写成 矩阵 形式 ,有 
3 一 
zt 和 1 
一 1 3 一 汪 
必 抽 中 
和 
二 8 2 六 1) 1 


这 是 以 对 角 占 优 的 三 对 角 线 矩阵 为 系数 和 矩阵 的 线性 代数 方程 组 ， 
可 以 用 追赶 法 解 之 .重复 计算 ,可 以 得 到 := 一 0. 5 的 一 组 解 ,其 结果 
见 表 12. 4. 


表 12.4 






解析 解 
&(ziy0.5) 


























































0 0 0 

0. 工 0. 00222241 0. 00289802 8. 19876X107 | 0.00230512 
0.2 0. 00422728 0.00551236 ”| 一 1.55719X108 | 0.00438461 
0.3 0. 00581836 0. 00758711 2.13833X10s | 0.00603489 
0. 4 0. 00683989 0. 008919518 ”| 一 2..50642X10* | 0.0070944 
0.5 0. 00719188 0. 00937818 2.62685X10* | 0.00745954 
0.6 0.00683989 0.00891918 ”| 一 2.49015X105 | 0.0070944 
0.7 0. 00581836 0..00758711 2.11200X105 | 0.00603489 
0.8 0.00422728 0.00551236 ”| 一 1.53086X105 | 0.00438461 
0.9 0. 00222241 0.00289802 8.03604X107 | 0.00230512 
1.0 0 0 0 0 
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(2) 克拉 克 - 尼 科 尔 森 格式 
2 一 妈 工 (又 一 2u 十 zx 
大 2 








瑟 2 


7 ml 十 1 
2 G = 1,2，…，9). 


由 于 一 r/ 氏 一 1, 所 以 上 述 方程 组 化 为 

一 zf 十 4uf 一 z 一 oh 十 直属 一 1 2 9)， 
此 仍 是 以 对 角 占 优 的 三 对 角 线 矩阵 为 系数 的 线性 代数 方程 组 ,可 
用 追赶 法 解 之 . 重复 计算 ,可 以 得 到 :=0. 5 的 一 组 解 ,其 结果 见 
表 12. 4. 

(3) 显 式 格式 

zz 于 一 二 十 罗 H  ( 一 1 2 

由 初始 条 件 开 始 , 直 接 计算 可 得 到 :一 0. 5 的 一 组 解 ,其 结果 见 
表 12. 4. 

本 题 的 解析 解 为 

wu(zyti) 一 er sin(rz)。 

为 比较 起 见 ,其 在 网 格 点 的 值 也 列 在 表 12. 4 中 ， 

由 表 12. 4 可 以 看 出 ,克拉克 - 尼 科 尔 森 格式 的 结果 较为 精确 ， 
而 显 式 格式 的 结果 已 面 狐 篆 非 了 . 这 是 因为 一 1, 格 式 已 不 稳定 ， 
所 以 计算 不 出 正确 的 数值 结果 . 如 果 对 于 显 式 格式 取 一 0. 05 即 
取 r=0. 0005 ,此 时 可 得 出 与 克拉 克 - 尼 科 尔 森 相近 的 结果 .所 以 ， 
在 扩散 方程 的 求解 中 ,克拉 克 - 尼 科 尔 森 格式 是 十 分 可 取 的 ,而 显 


， 式 格式 则 一 般 不 宜 采用 . 


12.3.3 对流 扩 散 方 程 的 差分 方法 


把 对 流 方程 的 差分 格式 和 扩散 方程 的 差分 格式 结合 起 来 , 容 
易 构造 出 对 流 扩散 方程 的 差分 格式 ， 
逼近 对 流 扩 散 方 程 (12. 3.6) 的 中 心 显 式 格式 为 
。693 。 


zf 一 1 下 2 本 人 E 2 一 2x7 十 好 
立 


(12. 3. 18) 
其 截断 误差 为 O(r 十 让), 容 易 求 出 它 的 增长 因子 
G=[1 一 28(1 一 cosoj)] 一 iasinw 太 ， 
其 中 


由 此 容易 得 到 差分 格式 (12. 3. 18) 的 稳定 性 条 件 是 
p< 寺 ”和 到 入 2 
容易 推导 出 ,用 中 心 显 式 格式 求解 微分 方程 
展 十 a 红 二 (一 号 )2 (12.3.19) 


DZz2， 
当 一 ~0 时 ,方程 (12. 3. 19) 与 对 流 扩散 方程 (12. 3. 65) 是 相同 
的 .但 是 ,在 计算 中 r 天 0, 因 此 用 差分 格式 (12. 3. 18) 来 计算 方程 


(12. 3. 6) 时 ,导致 扩散 效应 的 减少 . 特别 当 友 人 接近 于 几时 更 为 
显著 , 为 使 扩散 效应 不 致 于 减少 ,由 此 导出 修正 显 式 中 心 格式 , 即 


ml 
2 和 十 生 (o 一 必 ) = (5+ 各) 让 (Co 一 2 好 十 由，)， 


(12. 3. 20) 
此 格式 的 截断 误 关 为 O(r 十 尼 ) ,稳定 性 条 件 为 
OORS1， 

。 在 实际 应 用 中 ,经 常 碰 到 |a| 之 5 的 情况 , 即 所谓 对 流 占 优 的 
情况 ,这 种 情况 中 心 差分 格式 将 不 能 很 好 地 进行 计算 ,而 迎风 格式 
则 大 致 可 以 应 用 . 为 确定 起 见 , 令 ae>0, 则 逼近 对 流 方程 (12. 3. 6) 
的 迎风 显 式 格式 为 

呈 一 em 下 可 妈 半 了 二 1 i 一 2 十 zi 
(12. 3. 21) 
。694 。 


其 截断 误差 为 O(r 十 jh) ,增长 因子 
G=[1 一 (28 十 a)(] 一 cosowj)] 一 aisinw 大 . 
由 此 可 以 推出 差分 格式 (12. 3. 21) 的 稳定 条 件 为 
a 十 28 入 1， 

迎风 格式 的 截断 误差 均 为 一 阶 ,为 提高 其 精度 ,同样 可 以 计算 
对 流 占 优 的 扩散 问题 还 有 指数 格式 及 萨 马 尔 斯 基 (Samarskii) 格 式 . 

显 式 差分 格式 稳定 性 是 有 条 件 的 ,因此 相应 的 隐 式 格式 很 受 
重视 ,特别 是 克拉 克 - 尼 科 尔 森 格式 ,相应 的 指数 格式 被 称 为 有 限 
解析 格式 ,也 很 受 重视 . 

常用 的 差分 格式 见 表 12. 5. 


表 12.S 









差分 格式 与 截断 误差 








1 
Et :一 邮 ) 十 闲 Gr 一 好 -1) 


中 心 显 式 格式 mm 站 一 2 好 十 好 1) 


歼 一 O(r 十 外 ) 


二 Go 










一 ) 十 其 (+ 一 必 - 1 ) 
= ( 寻 吨 r) 直 Co 一 2 起 十 好 ) 
下 一 O(r 十 妇 ) 


去 (一 四 已 二 5 忆 褒 i 一 1) 










杜 福特 - 弗 兰 
克 尔 显 式 格式 一 大 [ 罗 o 一 ( 罗 和 十 四 wu ] 
| 下 =O(r/ 居 ) 十 DO( 王 十 性) 
十 (gf 一 轨 ) 十 是 ( 轨 一 四) 
一 直 (r 一 2 下 十 四 
王 一 O(r 十 帮 ) 
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续 表 











二 Gao 一 由 ) 十 中 (of 一 ti) 


2 


一 站 ( 失 一 24 和 十 ai 






下 =O(Cr 十 尼 ) 









十 Go 一 ) 十 忒 [Ce 持 一 o) 十 


(Cg 一直 -0 





克拉 克 - 尼 科 厂 m 十 1 __ nm 十 1 二 1 
尔 森 格式 [ee 2 十 十 


= 交 绝对 稳定 





(1 一 2 好 十 zx- )] 





下 =O( 十 尼 ) 








RN 二 (后 一 号 ) 十 是 (和 一 四 
迎 


格式 绝对 稳定 


一 直 (e 一 2x 六 十 xz 有) 





下 一 Or 十 j) 
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续 表 









人 


本 轨 ， 史 t 一 好 
7 2 


一 和 和 一 2 站 十 di 绝对 稳定 
天 
王 一 O(Cr 十 和 妇 》 
隐 式 拍 数 “ 


格式 







十 1 -~ 十] -一 十】 
好 二 


22+ 十 zt 


绝对 稳定 


12.3.4 二 维 扩散 方程 的 差分 方法 


考虑 二 维 扩散 方程 的 初 边 值 混合 问题 (12. 3. 8) 的 差分 格式 . 
首先 对 区 域 
02 =((ryt) 10 委 zy 委 二 0)} 
进行 网 格 训 分 . 为 简单 起 见 ,z 方 向 和 >y 方向 的 空间 步 长 皆 取 六 ， 
时 间 步 长 为 r, 这 样 网 格 节点 可 以 记 为 二 一 读 , 闪 三 大 , 姑 一 nr 其 
中 小 一 0,1,…,M,MA 一 1 二 0. 引 进 记 号 
全 x 一 2 一 2 十 zy 
Bt 一 克 一 2 十 下 ai， 
其 中 凡是 取 在 网 格 点 上 的 函数 . 
利用 差 商 替 代 微 商 的 办 法 ,可 以 直接 写 出 问题 (12. 3. 8) 中 扩 
散 方 程 的 一 些 差分 格式 . 一 维 扩散 方程 显 式 格式 的 直接 推广 是 


二 1 一 24 


公公 = 高 83 十 pz)， (12.3.22) 


容易 求 得 此 差分 格式 的 截断 误差 同一 维 情况 一 样 , 即 为 OCr 十 
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姑 ). 仿 一 维 的 方法 ,可 以 算出 式 (12. 3.22) 的 增长 因子 


一 1] 一念 工 sinz 名 户 _4 工 sin2 cz 天 
C 一 1 人 乌 息 sin 2 乌 起 sin 2 ， 





所 以 差分 格式 (12. 3. 22) 的 稳定 性 条 件 是 
1 


2 二 委 玫 ， 


在 一 维 情形 ,稳定 性 要 求 5 无 福 半 ,由 例 12. 3. 1 可 以 看 出 , 显 


式 格式 的 时 间 步 长 * 是 克拉 克 - 尼 科 尔 森 格式 的 时 间 步 长 的 1/20 
时 才能 计算 出 相近 的 数值 结果 ,而 二 维 扩散 方程 的 灵 式 格式 的 步 
长 要 求 更 严 , 所 以 在 实际 计算 中 采用 显 式 格式 是 不 可 取 的 . 

一 维 全 隐 格 式 和 克拉 克 - 尼 科 尔 森 格式 的 直接 推广 为 


mr 


2 一 公 = 一声 C8tw 史 十 5w 史 )， (12. 3. 23) 
和 
2 党 一 起 mm 二] 
爸 二 公 = 入 Ce 各 十 3 各 ) 十 座 (isus 十 Bu )， 


四 这 

(12. 3. 24) 

这 两 个 格式 的 截断 误差 分 别 为 O(r 十 居 ) 和 O( 十 居 ) ,并 都 是 绝 

对 稳定 的 .但 是 ,用 差分 格式 (12. 3.23) 和 (12. 3. 24) 来 求解 问题 

(12. 3.8), 其 形成 的 线性 代数 方程 组 的 系数 矩阵 已 不 是 三 对 角 

线 矩 阵 ,所 以 不 能 用 追赶 法 求解 . 由 于 在 每 一 时 间 层 上 ,求解 线 

性 代数 方程 组 是 费事 的 ,所 以 上 隐 式 格式 在 实际 计算 中 也 是 不 方 

便 的 . 

经 常 使 用 的 格式 ,一 般 都 共有 绝对 稳定 ,有 合理 的 精度 、 得 到 

的 代数 方程 组 容易 求解 等 优点 ,交替 方向 隐 式 格式 就 是 其 中 之 一 . 

如 ,各 近 问题 (12. 3. 8) 中 扩散 方程 的 皮 斯 用 = 瑞 奇 福 尔 德 
(Peaceman-Rachford) 格 式 
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三 一 2 已 四 
和 一生 2 十 让 的 0 
1 〈12. 3. 25) 
时 一 芭 这 0 忆 
7 


它 的 截断 误差 为 0(z 十 居 十 居 ), 由 式 (12. 3. 25) 可 知 , 在 一 个 时 
. 间 步 长 上 ,只 要 在 方向 和 》 方向 用 一 系列 追赶 法 就 可 以 解 出 方 
程 组 ,因而 计算 容易 . 类 似 地 ,有 近似 分 裂 方 法 、 局 部 一 维 方法 都 有 
同样 解法 ,具体 格式 见 表 12. 6. 





十 上 让 
一 疡 [3 和 r 一 3 
一 Or 十 姑 十 姑 ) 







D'yakonov 
格式 







屯 一 OK 十 尼 十 天 ) 
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直 二 二 栅 一 也 p 二 十 败 ) 
大 | 2 


R 二 一 ni 十 各 十】 n+ 二 
全- 癌 ( 全 二 2) 


下 一 O( 妇 十 时 十 旺 ) 





12.4 有 限 元 方法 


解 风 圆 型 边 值 问题 的 有 限 元 方法 ,可 以 看 成 是 变 分 原理 与 函 
数 分 片 多 项 式 插 值 逼 近 方 法 的 结合 . 在 几何 条 件 和 物理 条 件 比较 
复杂 的 问题 中 ,有 限 元 方法 比 有 限 差 分 方法 有 更 广泛 的 适应 性 . 


12.4.1 椭圆 型 边 值 问题 的 变 分 原理 
考虑 Ozry 平面 的 区 域 2 上 如 下 的 边 值 问题 ， 
1 9& 上 
加 [去 人 区 汪 芭 人 基 )]= 7F，(z 六 ED，(12.4.1) 
& 一 0， (zyy) E oa0， 〈《12. 4. 2) 
有 尖 十 ou =g， (zy) E 3D,， (12.4.3) 


其 中 局 的 边界 39 分 为 互 不 重奏 的 两 部 分 30， 和 30: ,m 是 22 上 的 
外 法 线 方向 ,7,g 和 &vc 都 是 给 定 的 函数 ,是 一 阶 偏 导数 连续 的 
*，700 。 


函数 , 且 &Cz,y) 三 如 >0,o 是 连续 函数 , 且 cCzyy) 之 0. 
对 应 于 边 值 问题 (12. 4. 1) 一 (12.4.3), 有 下 面 的 变 分 问题 ,其 
中 的 函数 集合 
V=(tulvecCCn),olo = 一 0})、 (12.4.4) 
泛 函 己 和 双 线 性 泛 本 卫 满足 


FCo) = 下 rardy+|， zuds， (12.4.5) 
记 本 
Du gm ， 9 9m 
7 太志 下 (六 器 十 天 加 )dzdy+| mrds (12.4.6) 
个 辽 金 变 分 问题 : 
求 vxEV, 使 得 
Du,o 一 Fu) =0 《12.4.7) 
对 一 切 vEY 成 立 . 
里 茨 变 分 问题 : 
求 xEV, 使 得 
Jao 二 Jo) (12.4.8) 
对 一 切 vEY 成 立 . 其 中 


J(o) = 壮 D(wv) 一 EC， (12.4.9) 


如 果 把 边 值 问 题 (12.4.1) 一 (12.4.3) 的 物理 意义 理解 为 弹性 
薄膜 的 平衡 问题 ,那么 伽 辽 金 变 分 问题 (12. 4. 7) 和 里 蒋 变 分 问题 
(12.4.8) 可 以 分 别 理 解 为 对 应 平衡 问题 的 虚 功 原理 和 最 小 势能 原 
理 . 它们 以 不 同 的 形式 反映 同一 物理 现象 , 

定理 12. 4.1 如 果 xE CGO) 是 边 值 问题 (12.4. 1) 一 (12. 4. 3) 
的 解 , 则 w 是 伽 了 这 金 变 分 问题 (12. 4. 7) 的 解 .反之 ,如 果 * 是 伽 辽 
金 变 分 问题 (12. 4. 7) 的 解 , 且 vecCc: (2), 则 x， 是 边 值 问题 
(12.4.1)~(12.4.3) 的 解 .如果 v 是 伽 辽 金 变 分 问题 (12. 4. 7) 的 
解 , 则 是 里 蒋 变 分 问题 (12. 4. 8) 的 解 ,反之 亦 然 . 
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事实 上 ,在 变 分 问题 中 , 式 (12. 4.4) 所 表示 的 函数 空间 Y 中 ， 
zEC'(GCo) 的 条 件 可 以 改 为 及 的 一 阶 偏 导数 都 是 平方 可 积 的 ， 
这 样 , 变 分 问题 就 存在 惟一 的 解 , 而 且 定 理 12. 4. 1 成 立 . 这 涉及 用 
索 伯 列 夫 空间 (Sobolev space) 理 论 讨 论 微 分 方程 及 有 限 元 方法 的 
理论 问题 . 
如 果 在 方程 (12. 4. 1) 中 的 系 
数 上 (z,y) 有 间断 , 它 的 间断 线 将 Q 
分 为 若干 个 子 域 ,为 了 简化 讨论 ， aa 
设 间断 线 卫 将 区 域 P2 分 为 子 域 D， 
和 2: ,并 规定 了 卫 的 法 线 方向 m， 图 12.17 
如 图 12. 17 所 示 . 记 生 上 的 函数 值 
〈*)》 为 该 函数 当 自 变量 从 9: 趋 于 忆 时 的 极限 值 (一 1,2). 
间断 系数 边 值 问题 的 一 个 例子 是 : 
一 [ 冯 人 二 片 芳 作 器)]= 六 cea， 
& 一 0，(r,y) E ap， 


8 


人 汪 十 ou 一 8g&E， (zy) E ap:， 
z 一 zx (zy)EFh， - (12.4. 10) 
1 党 
人 光 ) = 人 ( 经) ,2 (12.4.11) 
其 中 式 (12. 4. 10) 和 式 (12.4. 11) 保 证 x 和 有 在 上 的 连续 性 . 


定理 12. 4.2 在 系数 上 间断 的 情况 下 , 边 值 问题 对 应 的 变 分 
问题 仍 是 式 (12. 4. 7) 和 式 (12. 4. 8). 

根据 变 分 原理 用 有 限 元 方法 处 理 人 间断 系数 的 边 值 问题 ,与 非 
间断 系数 的 边 值 问题 的 处 理 方法 是 相同 的 . 


。，702 。 


12.4.2 三 角形 线性 元 


用 有 限 元 方法 解 二 维 椭圆 型 边 值 问 题 ,最 常用 和 最 简单 的 方 
法 是 对 区 域 2 做 三 角形 前 分 ,在 每 个 三 角形 单元 上 做 线性 插值 . 

将 有 剖 分 为 一 组 三 角形 的 组 合 ,9 的 边界 就 以 折线 替代 , 如 
12. 18 所 示 , 设 这 组 三 角形 最 大 边 长 为 凡 


12. 18 


每 个 剖 分 后 的 三 角形 称 为 一 个 单元 , 它 的 顶点 称 为 节点 . 对 单 
元 和 节点 进行 编号 . 设 有 NE 个 单元 es(& 一 1,2,…，,NE); 有 NP 
个 节点 已 , ,其 坐标 为 (ziy,y)(i=1,2,…,NP). 亨 分 时 注意 不 要 出 
现 大 钝 角 的 三 角形 ,同时 可 以 根据 物理 量 的 变化 布置 节点 的 朴 密 ， 
在 关键 部 位 可 加 密 , 其 他 部 位 可 放 朴 ,但 朴 密 的 过 渡 要 避免 变化 
太 快 . 

用 区 域 Q2 上 的 分 片 线性 插值 函数 近似 x ,这 样 的 函数 在 2 上 
是 连续 的 ,而 且 在 每 个 单元 ee 上 都 是 z,y 的 一 次 多 项 式 ,把 这 样 
的 分 片 线性 多 项 式 记 为 凤 (zy). 为 了 在 每 个 单元 ee 上 列 出 
ui (zyy) 的 表达 式 , 设 e 是 任意 一 个 单元 ,其 顶点 为 已 ,Pi，,P。， 并 
规定 ij ,mm 按 逆 时 针 顺 序 排列 ,如 图 12. 19. 

设 ww(z,y) 在 三 角形 单元 e 的 三 个 顶点 上 的 值 为 

丰 一 轴 (TioW) 机 一 由 (zj)， tn 一 2(CZnyym). 
三 角形 单元 e 的 面积 为 
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局 万 
图 12.19 
zi 2 1 
4。 = 却 < Ji 1 
Zn mw 1】 
这 样 在 单元 e 上 ,有 
tA(Zyy) 一 NiCzy)uU 十 NiCzyy)ui 十 人 norzyy)un。 


(12.4: 12) 


其 中 Ni(z,y),NiCz,y) 和 No(Cz,y) 称 为 线性 插值 基 函 数 (basis 
function of linear interpolation) ,本 数 式 为 


二 Le 
和 NiCzyy) 一 2 oz 十 2Dy 十 cb， 


Ni(z 力 = 由 (az 二 by 十 o)， (12.4.13) 

















24. 
三 L 
Nu。(Czyy) 一 了 Can 十 by 十 ce)， 
其 中 
Qi 二 妇 一 mm， dj 一 yym 一 yiy Qm 一 Ji 一 Jp 
玉 i 一 Tn 一 Ti， 太 三 并 一 Znmy pb 一 2 了 Ti 一 工 ii3 
石 yj Ta 7 剖 
ci 一 ”一 是 
4 YE Ti JI 
线性 插值 基 本 数 有 如 下 的 性 质 : 
0 3 -各 
JeCziyy) 一 风 全 (R,L 一 1772)， 


《12.4. 14) 
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内 十 入 十 No 一 1， 
TiNi 十 ziNi 十 zoNu。 一 7 (12.4. 15) 
yNi 十 Ni 十 ywNu。 一 光 。 
作为 例子 , 考 碟 边 值 问 题 (12. 4. 1) 一 (12. 4. 3) 中 系数 RCz,y) 三 1 
的 情形 . 从 变 分 问题 (12. 4.7) 出 发 ,以 分 片 线性 插值 函数 近似 zx， 
可 得 到 近似 变 分 问题 (approximate variational problemy) : 
求 人 ,使 得 
DC w) 一 下 (w) 一 0， (12.4.16) 
对 一 切 wEWw 成 立 , 其 中 D(。,，') 与 (。) 仍 如 式 (12.4.6) 和 
式 (12. 4. 5) 所 示 ,W 则 是 所 有 在 30, 上 为 零 的 分 片 线性 函数 的 集合 . 
为 了 将 近似 变 分 问题 (12. 4. 16) 逐 个 单元 计算 , 记 第 = 个 单元 
为 ev, 其 边界 为 3e,. 若 3e, 中 至 少 有 一 条 边 在 2 的 边界 30: 上 , 则 
把 这 有 段 边界 记 为 y,. 若 ae, 的 三 条 边 都 不 在 30: 上 ,规定 y 为 空 
集 ,在 其 上 积分 值 为 零 . 这 样 ,近似 变 分 问题 (12. 4. 16) 可 写成 : 
求 由 使 得 


at 9wn 十 3 吕 9 | 
羡 册 ( 胎 去 十 5y 39 jdzdy 十 urnds] 


世 > 由 ea] (12.4.17) 


对 一 切 wEWw, 成 立 . 
里 茨 变 分 问题 (12. 4. 8 的 近似 变 分 问题 可 以 类 似 地 写 出 . 在 
边 值 问题 中 若 &Cz,y) 不 是 常数 ,以 上 问题 的 提 法 只 需 稍 作 修改 . 
为 了 逐 元 计算 (12.4.17) 中 的 积分 , 设 e 为 AP,PiP。, 其 项 点 
上 wyw 之 值 分 别 为 wiya yun 和 miyuwyvzny 并 记 向 量 
He 一 (xi 6， 上 有 涪 
mw 一 (uw， 牙 ，zn)T， 
= (N， Ni ，No). 
。705 。 


则 在 e。 上 有 


tu 3 风 
9 并 9 工 
一 用. ， 一 Bu. ， 
3u 2 几 
9y 9y 
1] fei ai an 
四 一 一 
24. 忆 | 


为 了 方便 起 见 , 如 果 y. 不 是 空 集 , 设 y, 是 E 瑟 ; 边 (其 他 情形 
以 下 计算 类 似 ), 引 入 参数 : 为 已 PE 上 的 弧 长 ,对 应 点 P, 有 上 一 0， 
对 应 点 已 有 t 一 ,这 样 可 得 
0 RE _ 
Ni = 1- 二 ， N| = 地， N| = 0 
将 这 些 式 子 代 人 等 式 (12. 4. 17) 左 端的 积分 ,可 得 


au 3wu | au am | 
( 爱 5 十 一 一 ay 5 了 )dzdy 十 ounusdz 一 可 天 .44e ， 


其 中 五 为 单元 刚度 矩阵 (element stiffness matzix) ， 


KK 一 并 十 民 。 ， 
大 

天 一 | 丙 而 | 
下 





- 1 ” 曙 
有 一 Ha 十 6.0:) 《3 一 2771) 。 


当 为 空 集 时 ,并 . =0. 否则 


Fe 河 恩 
开 . 怀 让 im 9 
es 
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om 一 mm 一 一 有 一 大 一 0. 


等 式 (12. 4. 17) 右 端的 积分 可 得 
[rwaray+[| guhids 一 内 下 。， 


其 中 下. 为 单元 荷载 向 量 (element load vector) : 


| 

名 
> 
吧 

避 


开 = | vvradrdy 信友 者 太 9 


当 》 为 空 集 时 ,去 一 0, 否 则 


了 一 [(- 二 jsae， 下 ew， 9 
为 了 把 式 (12. 4.17) 中 各 单元 的 积分 登 加 起 来 . 令 向 量 
下 一 (zyuzy…wyUNP)T， 
也 一 (ua ，… Up)T. 
设 单元 e= 王 AP,PiP。, 则 
V 一 (iuwyun) 并 一 Cup， 
其 中 C. 是 一 个 3XNP 的 矩阵 . 设 P, 点 在 节点 总 编号 中 序号 为 
Ai，, 则 C. 的 第 1 行 第 大 个 元 素 为 1, 其余 元 素 为 0. 同 理 C., 的 第 2， 
3 行 只 有 一 个 非 零 元 素 , 其 值 为 1, 它 的 位 置 由 已 ,P, 在 节点 总 编 
号 中 的 序号 决定 . 同 理 . 
和 一 《aiy 节 二 Cu. 
式 (12.4.17) 左 端 积分 的 释 加 得 到 
*， 707 。 


和 NE 

> oTKoue = 一 mTKu， 
其 中 天 称 为 刚度 矩阵 (stiffness matrix) ,也 称 为 总 刚度 矩阵 . 它 是 
NPXNP 的 矩阵 ,表达 式 为 


玖 一 >)CTK.C， . 
式 (12.4.17) 右 端 积分 的 琶 加 得 到 
>) mvIF。 一 mrF， 


其 中 正 称 为 荷载 向 量 (load vector) ,也 称 总 荷载 各 最. 它 是 NP 维 
的 向 量 ,表达 式 为 
NE 
了 一 2JCTF.. 
式 (12. 4.17) 最 后 成 为 等 式 
uT(CKu 一 下 ) 一 0. (12.4. 18) 

在 实际 计算 总 刚度 矩阵 天 时 ,应 注意 它 由 CTK, C. (一 1， 
2,…，,NE) 酸 加 而 得 . Cx 天 .C. 是 NPXNP 的 矩阵 ,但 它 只 有 9 个 
非 零 元 素 , 这 9 个 元 素 就 是 乓 ,的 9 个 元 素 , 它 们 在 NPX NP 算 阵 
中 的 位 置 由 P, ,Pi ,P. 在 节点 总 编号 中 的 序号 所 确定 ,所 以 CK. 
C. 只 是 由 3X3 矩阵 KE“ 扩 大 ?为 NPXNP 的 矩阵 . 例如 , 若 计算 e， 
时 ,P,,P, 和 P,。 在 节点 总 编号 的 序号 分 别 是 101,102,95, 则 有 

『 2 8 上 
Ra 第 95 行 


到 im 到 六 开 “* | 第 101 行 
Re 第 102 行 


第 95 列 第 101 列 第 102 列 
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同 理 ,CT F, 是 NP 维 向 量 , 它 只 有 三 个 非 零 元 素 ,所 以 它 是 三 维 
向 量 F. 的 “扩大 ”. 在 上 面 的 例子 中 


下 。| 95 
Co 下 。 市 汪 9 

Fi |iol 

下 ;| 102 


为 了 叙述 方便 ,假设 节点 编号 时 ,把 边界 30: (给 出 本 质 边 界 
条 件 的 部 分 ) 的 节点 排 在 最 前 面 , 即 P,, P:,…,P,, 其 他 节点 为 
Piy, Pr，…Pvp. 在 近似 变 分 问题 (12. 4. 16) 中 ,mm 都 属于 
Vi, 即 mw 及 了 在 节点 Pi,P:,…，, 己 上 的 值 都 为 0. 这 样 NP 维 向 
量 w 和 的 前 ! 个 分 量 都 为 0, 即 
忻 一 (0;0，…,0yoHiyurz，…yUNP)7， 
到 一 (0,0，…，0，aztkiyzerz yyMNP)T 
这 样 ,近似 变 分 问题 (12. 4. 16) 或 (12. 4. 17) 化 为 如 下 的 离散 问题 
(discrete problem) ; 
求 & 一 (0,0，…,0,xhiyaray yaNp)T， 
使 得 TCRKu 一 F) 一 0 (12.4.19) 
对 任意 的 w 一 (0,0，…y0,uHyud2，…yUNP ) 成 立 ， 
以 上 离散 问题 可 以 化 为 求解 线性 代数 方程 组 的 问题 . 用 分 块 
矩阵 记号 记 


和 TVI 芝 种 I 王 下 

“有 国 | 可 隔 [ 间 中 | 

其 中 KK 是 ZXL 的 方 阵 ,K2 是 C(NP 一 XCNP 一 六 的 方 阵 ,pi 和 
ui ,下 都 是 ZX1 的 矩阵 , 且 wf 和 xi 的 元 素 均 为 0; pg 和 ua,Fa 
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都 是 (NP 一 X1 的 抢 阵 . 因此 ,离散 问题 (12. 4. 19) 又 可 写成 : 

求 mm 一 (xyurz，…yxknvp)T， 

使 得 VTLK2aua 一 (Fr 一 Ko)] 一 0 (12.4. 20) 
对 任意 的 ma 一 (w+iyu+tz…yvxp) 成立 . 

由 于 ut 的 任意 性 ,离散 问题 (12. 4. 20) 化 为 求解 方程 组 

天 :za 一 Jr 一 下 axI， (12. 4. 21) 

其 中 系数 矩阵 玉 * 是 从 总 刚度 矩阵 下 中 划 去 前 ! 行 上 列 而 得 . 若 
3a0, 上 的 节点 不 是 排 在 前 :个 , 则 在 天 中 划 去 相应 的 ! 行 ! 列 . Fa 
也 类 似 地 从 五 得 到 . 在 齐 次 边界 条 件 (12. 4.2) 下 ,ai 应 为 零 向 量 . 
老 边 值 问 题 在 20, 是 非 齐 次 的 约束 边界 条 件 , 则 wi 是 已 知 的 非 零 
向 量 . 

解 离散 问题 (12. 4. 19) 的 另 一 种 方法 是 保持 刚度 矩阵 天 的 阶 
数 ,将 问题 化 为 解 方程 组 


工 01fu 、 1 
[。 局 | 罗 |- | 一 下 1， 
其 中 五 是 : 阶 单位 阵 ,u 是 由 30; 上 节点 x 的 值 组 成 的 向 量 . 它 和 
方程 组 (12. 4. 21) 是 等 价 的 . 
也 可 以 选择 一 个 大 数 和 ,例如 N 王 10"" ,求解 方程 组 
慌 ， 了] fu 天 
网 | 全 ] 一 册 ， (12.4. 23) 
其 中 分 块 的 方法 仍 同 上 ,六 ,是 在 玫 的 对 角 线 元 素 乘 N, 其 他 元 素 
不 变 所 得 的 矩阵 , 即 


， (12. 4. 22) 











Rn N Ri2 3 RT 
并 惠 过 0 让 全 全 
到 开 e 2 开 r INV 


五 > 政 22 ) 政 21 ?下 中 0 ?下 仍 同 上 ,而 
*， 710 。 


za 有 RN 
瑟 zRas 


" 呈 ) 


zeNV 
其 中 刀 ，, 好 ,，… 妈 , 为 在 930 上 节点 的 已 知 值 . 解 方程 组 
(12.4.23) 的 实际 效果 和 解 方程 组 (12. 4. 21) 的 效果 相同 , 且 系 数 
和 矩阵 仍 保持 对 称 性 . 
例 12. 4.3 考虑 矩形 域 上 无 热源 的 定常 温度 场 , 边 界 上 给 出 
绝热 条 件 或 给 定 温度 值 ,其 边 值 问题 为 


2K du 

下 + 焉 =0 (00<z<20<y<2， 
tt 一 50 (yy 一 0)， xx 一 100 (yy 一 2)， 
2 一 0 (z=0)， =0 (zz 一 2). 
9 并 


用 线性 元 方法 求 其 温度 分 布 . 
解 ” 对 区 域 {(z,y)10 委 z 和 受 2,0 委 >y 科 2)} 做 三 角形 前 分 , 共 16 
个 三 角形 单元 ,15 个 节点 . 单元 编号 和 节点 编号 如 图 12. 20 所 示 ， 





图 12.20 
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节点 的 坐标 如 表 12. 7 所 示 ， 





每 个 单元 的 参数 QiyQjiyQnm 及 Di 网 如 表 12.8 所 示 . 
甫 12.8 


0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 





5 一 丰 0 一 
一 如一 上 “1 一 上 
CO 一 1 5 0 有 0 一 4 
一 和 -0 0 0 一 2 0 一 4 
一 8 办 一 2 20 一 2 0 一 8 
一 和 :0 一 2 0 9 0 一 
一 4 0 0 10 一 2 0 一 4 
一 一 一 2 一 和 0 一 8 
一 4 0 一 2 10 0 0 一 4 
一 上 0 0 一 2 0 一 4 
一 8 0 一 2 20 一 2 0 一 8 
一 000 一 《4 
一 是 1 
一 8 -人 一 下 -0 一 ] 
一 和 0 一 工 


进行 边界 约束 条 件 处 理 时 ,注意 这 类 边界 上 节点 编导 是 1,2， 
3 和 13,14,15 共 6 个 点 .用 方程 (12. 4. 22) 的 方法 ,有 
机 王 现 王权 和 50， 放 := 下- 王 访 王 100. 
把 总 刚度 矩阵 中 第 1,2,3,13,14,15 行 和 列 的 对 角 线 元 素 改 为 1, 其 他 
元 素 改 为 0, 方程 组 的 右 端 也 按 式 (12.4. 22) 计 算 , 最 后 得 到 方程 组 


4 网 50 
4 2 50 
4 &M3 50 
10 一 2 0 一 4 4 50 
一 2 为 二 ges8 265 100 
0-2 10 0 0 一 4 6 50 
一 上 OU 一 4 MT7 0 

了 -8 0-2 20-2 0 一 8 w|= | o|. 
一 4y0O= 一 2 10 0 0 一 4 zt9 0 
一 OO0IO2 0 2110 100 
8S7 0 二 2 20 一 2 &11 200 
一 4 70 一 2 10 HU12 100 
和 &13 100 
4 &M14 100 
4) LU15 100 
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按照 单元 刚度 矩阵 公式 计算 时 ,由 于 本 例 边 界 条 件 中 ao 一 & 一 
0, 所 以 变 分 问题 中 不 出 现 yx, 上 的 线 积分 项 , 即 六 , 为 零 矩 阵 . 由 单 
元 参数 表 可 看 到 ,所 有 编号 为 奇数 的 单元 和 编号 为 偶数 的 单元 的 
参数 分 别 都 相同 ,三 角形 元 的 面积 亦 相同 . 所 以 编号 为 奇数 的 单元 
的 单元 刚度 矩阵 都 是 一 样 的 ,编号 为 偶数 的 单元 也 同样 可 计算 得 
5 一 4 一 1 
-4 4 0|. 
-1 0 1 
第 1 号 单元 的 节点 P, ,Pi,P,。 编号 为 第 4, 第 1, 第 5 号 节点 ， 
单元 刚度 矩阵 “扩大 ”后 得 
4 …w 一 4 0 








过 一 5 一 1 
0 … --1 1 


同 理 , 第 2, 第 3 号 单元 的 刚度 矩阵 “扩大 ”后 得 
1 

| 5 .一 生 

生 外 
4 


: : 1 
人 5 一 1 
一 1 


其 他 单元 刚度 矩阵 类 似 地 “扩大 ”, 生 加 起 来 得 到 总 刚度 矩阵 
。 713 。 


该 方程 组 的 解 是 
zi 一 zz 一 zi 一 50， ti 一 1 一 zx 一 62.5 
zy 一 Us 一 to 一 75， tio 一 ul 一 uiz 一 87.5， 
tl3 一 zl 一 15 一 100. 


这 就 是 线性 元 方法 求 出 的 边 值 问 题 的 解 在 节点 上 的 值 . 
12.4.3 ”三 角形 单元 上 的 高 次 插值 

三 角形 单元 除了 用 上 述 线 性 多 项 式 插值 外 ,还 可 以 用 变量 z， 
?的 & 次 多 项 式 插 值 . 次 完全 多 项 式 有 二 (k 十 1)(k 十 2) 项 , 即 


1 0 次 
工 ? 1 次 
2 工 》 3 2 次 


并 3 2 y 工 y2 如 3 次 


所 以 大 次 拉 格 朗 日 插值 需要 于 (kt 十 1D)(& 十 2) 个 节点 ,一 般 按照 三 角 
形 各 边 的 & 等 分 点 及 它们 连 线 的 交点 作为 节点 ,如 图 12. 21 所 示 . 


有 户 已 
忆 包 己 
户 

Ps 

1 1 P6 疡 记 上 
大 = 1 K=2 KE=3 
3 节点 6 节点 10 节 点 
图 12.21 


设 三 角形 元 e 王 AP,P:P;,, 其 面积 是 A., 节 点 P 忆 的 坐标 是 
(ziyy). 对 于 e 内 任意 一 点 P(z,y), 定 义 它 的 面积 坐标 (area 
。，7315 。 





coordinate) 为 


(12. 4. 24) 


HH 
必 
天 


zz 3 1 
这 里 的 工 , , 工 : , 工 : 即 式 (12. 4. 13) 的 Ni, Ni ,Non. 由 式 (12.4. 14) 
和 式 (12.4. 15) 有 
0，L 天 7 


， 芝 一 J， 


工 ;( 卫 )) 一 | (zi 一 1,2,3)， 


3 3 3 
> 一 11， 》Lizi 一 z， Li 一 小 
im 1 im 这 1 
点 P(Czyy) 的 面积 坐标 了 ， 了 上 2: ， 忆 : 
的 几何 意义 用 图 12. 22 所 示 的 三 角形 面 


积 比 麦 示 ， 








Sarrm apPP) 
工 : 一 5S ? 人 5 
Ap PzPm pmams 
网 到 Ser m 图 -12.22 
Sean pm 
作 z-? 平面 到 6-7 平面 的 变换 
2 了 《 生 和 
六 产 抽 (12.4. 25) 
第 天 工 :(Z,y). 
其 逆 变 换 为 : 


。716。 


工 一 (zl 一 Z3)6 十 (zs 一 Ts)7 十 s， 
(12.4.26) 


yy 一 (yi 一 ya)6 十 (yz 一 》%)7 十 ys， 


变换 (12. 4. 25) 将 z-y 平面 上 的 三 角形 元 e 变换 为 -7 平面 
上 的 标准 三 角形 e, 如 图 12. 23 所 示 . 


疡 刀 
疡 人 (0,D 
虽 忆 
他 . 攻 PP 忆 
(0.0) (LO0) 上 


图 12.23 


在 近似 变 分 问题 中 ,积分 的 计算 可 以 在 。 上 进行 ,积分 公式 为 
人 cc (zyy), (zyy),La(Czyy))drdy 


一 24| .ds|，Fce,y'1 一 上 一 力 d (12.4. 27) 
其 中 一 个 重要 的 例子 是 
AT 和 了 和 2 AlAz 1Aas ! 。 
用 1 


(12.4.28) 
式 中 j ,za 为 非 负 整数 . 

对 三 角形 单元 ,经 常用 到 数值 积分 方法 , 表 12. 9 列举 了 一 些 
数值 积分 公式 ,一 般 形 式 是 


芽 @PsPpdzdy= 和 peFCLP LU )， 
二 一 1 


〈12. 4. 29) 
其 中 六 是 积分 节点 的 个 数 ,po 是 对 应 第 上 个 节点 的 权 系数 ,工人 ”， 
*。，717 。 


工 拓 ,L452 是 第 大 个 节点 的 面积 坐标 , 表 中 的 精度 次 数 盖 是 指 公式 
(12. 4. 29) 对 不 超过 次 的 多 项 式 是 准确 的 . 





(0.2,0.6,0.2) 


(0.6,0. 2,0. 3 
(0.2,0.2,0.6) 











0. 2250000000 

























7 (ay 8) 
(Ba 和 8 | 0. 1323941527 
wm 一 0.0597158717 (Ba 5 
一 0.4701420641 (az ,及 号 人 
az 一 0. 7974269853 (Ba ,B) 
尼 一 0. 1012865073 (及 ,Baz) 





在 三 角形 单元 e 上 ,如 果 是 上 次 拉 格 遍 日 插值 中 &= 2 的 情 
形 , 则 有 6 个 节点 ,节点 已 的 面积 坐标 分 别 是 


(1,0,0)， (0,1,0)， 《0,0,1)， 


(o 这 到)， (去 ,0 至)， (去 , 去 ,0) 
若 函 数 x 在 节点 已 ,上 的 值 为 wii 一 1,2,…,6), 则 在 e 上 zx 的 二 
次 插值 函数 是 
。718 。 





8 
内 一 >yxiNi， (12.4.30) 


其 中 N， 为 三 角形 单元 上 的 二 次 播 值 基 函 数 (basis function of 


quadrtic interpolation) : 
六 = 工 (2Li 一 1) (一 1,2,3) 
N, =4L2L，N =4L:L，Ne =4LIL. (12.4.31) 
由 式 (12. 4. 30) 和 式 (12.4.31), 可 以 类 似 于 线性 插值 情形 ,得 
到 近似 变 分 问题 和 对 应 的 离散 问题 . 
如 果 是 &=3 的 情形 , 则 10 个 节点 的 面积 坐标 分 别 是 
(1,0,0)， (9,1,0)， (0,0,1)， 


人 人 w 作 机 


(" 语 汪 )， (二 ,0, 言 )，( 言 呈 ,0)， (村 ,于 ' 本 ) 
三 角形 单元 上 的 三 次 插值 基 函 数 (basis functions of cubic 


interpolation) 是 
1 


Ni = 去 LiC3L- DC3L 一 2 Gi 一 1,2,3)， 

N, = 号 LeLs(3L 一 1D)， 

Ni 一 号 LDL (3L， 二 5 

Ne 一 号 LiL:(3L， 二 (12.4.32) 
和 症 十 光 太 5- 1)， 


Ni = 号 LDL (3 E)， 


Ni 号 La(3L.: 六， 
RN 有 
在 三 角形 单元 e 上 , 琐 数 x 的 三 次 播 信函 数 表 示 为 
。719 。 





ti 一 ZuN:. 
在 做 了 三 角形 前 分 的 区 域 2 上 ,得 到 分 片 三 次 插值 函数 wwCz,y)， 
(zyy)EPD，, 在 某 一 个 单元 的 一 条 边 上 ,ww (zyy) 可 以 表示 为 该 边 弧 
长 参数 上 的 三 次 函数 ,可 由 该 边 上 4 个 节点 的 必 值 惟一 确定 ,所 以 
h(zyy) 在 每 条 边 上 都 是 连续 的 ,有 w EC(5). 分 片 线性 插值 和 


分 片 二 次 插值 也 有 此 性 质 . 
12.4.4 矩形 单元 


除了 三 角形 前 分 外 , 窃 形 前 分 也 是 一 种 应 用 广泛 的 训 分 方法 ， 
矩形 前 分 方法 把 边 值 问题 (12. 4. 1) 一 (12. 4. 3) 的 求解 区 域 2 前 分 
为 若干 个 矩形 单元 (rectangular finite element) 的 组 合 , 这 些 和 矩形 单元 
的 边 都 平行 于 坐标 轴 , 如 图 12. 24 所 示 ,其 中 (z-,y) 是 矩形 的 形 心 . 


Peter) 户 (Co,)) 


e 
全 
(ce) 


区 | Pen 瑚 Co 、 
P-L-D) 到 (-D 


DO 基 





图 12.24 


矩阵 单元 e 中 任 -: 点 PCzyy) 的 局 部 坐标 (local coordinate) 
定义 为 . 


< 一 2z 一 ze)， 
2 一 阅 
(12.4.33) 
202 一 y) 
了 32 一 i“ 


站 920/ 。 


式 (12.4.33) 可 以 看 成 zx-y 平面 至 Ey 平面 的 一 个 变换 , 它 将 
单元 e 变换 到 标准 单元 e ,如 图 12. 24 所 示 . 
和 抢 形 单元 上 双 线 性 插值 函数 共有 4 项 , 即 
xzyy) 一 4 十 bz 十 cy 十 dzy. (12. 4. 34) 
在 e 上 ,4 个 节点 的 函数 值 可 以 确定 4 个 系数 a,bcy,d, 而 1,z,y， 
zy 这 4 项 可 以 看 成 


[ea， = | 
实 了 轴 旨 
在 式 (12.4. 34) 中 , 若 天 或 ”有 一 个 变量 固定 ,xw 就 是 另 一 变量 的 
线性 函数 

在 标准 单元 。 上 ,节点 忆 坐标 为 (和 ,有 ) (Ci 一 1,2,3,4)， 如 
图 12. 24 所 示 . 设 在 也; 点 xz 的 值 为 xi(i=1,2,3,4), 则 在 e 上 的 
双 线 性 插值 函数 为 





末 
iu 一 闷 wN，， (12.4.35) 
其 中 Ni(i 一 1,2,3， 4) 为 双 线 性 插值 基 函 数 (basis functions of 


bilinear interpolation) : 
Ni, = 于 GL 十 人)(GL 十 1) 人 Gi 一 1,2,3,4)， (12.4.36) 


和 矩形 单元 上 双 二 次 插值 共有 9 项 ， 
可 看 成 














1 1 ? 2 
zl(I yy 只 )=|z zy 3 
2 2 2 


双 二 次 插值 共 需 9 个 节点 ,如 图 12. 25 
所 示 . 
双 二 次 播 值 基 函 数 (basic functions 


of biquadratic interpolation ) 为 





N 
和 N: 
Na 
Ni 
Js 
Ne 
六 


和 Na 
和 


一 于 印 (6 一 DG 一 D， 
= 于 多 (6 十 DG9 一 D， 
= 于 钝 (6 十 DG 十 D， 
= 于 @(6 一 DC 十 D)， 
= 到 6(e 一 DG 一刀)， 
= 于 79 一 DG 一 旨 )， 
= 去 6(e+ DG1 一 六 )， 


一 去 9(9 十 1D)(1 一 个 )， 
= (1 一 ee)(1 一 也). 


(12.4.37) 


在 双 二 次 插值 式 中 去 掉 xy? 项 ,对 应 在 z 中 去 掉 内 部 节点 
户 ,, 得 到 不 完全 的 双 二 次 插值 ,不 完全 双 二 次 插值 基 函 数 是 
Ni = 一 于 (一 9G1 一 力 (1 十 6 十 力 ， 


人 


Ni = 一 工 (1 十 人 (1 一 力 (1 一 6 思 ， 


入 
和 N 


4 


= 一 工 (1+6G 二 DG 一 上 一 力 ， 


小 


cj 一 避 | 一 ec 一 | 一 


二 


| 
心 | 二 寡 


(一 人 (十 力 (1 十 6 一 妃 ， 
(1 一 闻 )(1 一 5， 
(1 一 名 )(1 一 力 ， 
(1 一 7)(1 十 6， 
(1 一 名 )(1 十 刀 ， 


(12. 4. 38) 





在 2 上 分 片 线性 插值 .分 片 二 次 插值 和 分 片 不 完全 二 次 插值 
所 得 的 分 片 插值 函数 ,都 属于 C(O)， 


12.4.5 等 参数 单元 


设 NGi=1,2,3,4) 是 式 (12. 4. 36) 所 示 的 双 线 性 插值 基 枯 
数 , 作 变 换 


(12.4.39) 


| 一 >ziNi(6e,7， 
1 

2 > )yNi(CE,7， 
友 1 


此 变换 将 z-y 平面 的 任意 四 边 形 单元 e 变换 到 7 平面 的 标准 正 
方形 单元 e, 如 图 12. 26 所 示 . 


Po (xd yd) 


Go 3) 
(xl 人 


产 人 Co, 力 ) 





12. 26 
在 。 上 取 插 值 公式 为 
全 衬 “N， (8, 力 ， (12. 4. 40) 
即 可 做 近似 变 分 问题 计算 ， 这 种 任意 四 边 形 单元 的 方法 称 为 4 节 
点 四 边 形 等 参数 单元 (isoparametric element) 方 法 . 
设 Ni(i=1,2,…，,8) 为 式 (12.4. 38) 的 不 完全 双 二 次 插值 基 


函数 , 则 8 节点 四 边 形 等 参数 单元 的 插值 公式 为 
。723。 


zu 一 >) ziNi(E,。 (12.4.41) 
对 应 的 变换 为 


8 
并 一 >)zHNi(E,7)， 
(12.4.42) 


8 
> yNiC6,， 


此 变换 将 图 12. 27 的 单元 e 变换 到 标准 单元 2 ,其 中 e 的 边界 都 是 
二 次 曲线 . 





忆 34 
户 人 
户 
户 六 局 
也 
上 
DO 天 
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13 多重 网 格 法 


多 重 网 格 法 (mnultigrid method) 是 由 前 苏联 人 Fedorenk 在 
1964 年 提出 的 . 20 世纪 70 年 代 ,A. Brandt 和 W. Hackbush 重新 
认识 多 重 网 格 法 的 效率 . 80 年 代 以 后 ,多 重 网 格 学 科 的 基本 核心 ， 
包括 基本 原则 、 传 统 应 用 及 理论 都 已 建立 ,出 现 了 一 系列 的 多 重 网 
格 法 的 文章 和 专著 ,其 中 有 代表 性 的 是 参考 文献 [59 一 66]. 

多 重 网 格 法 是 一 种 “近乎 最 优 ?的 特殊 的 迁 代 途径 . 在 偏 微分 
方程 数值 解 中 , 当 离 散 网 格 步 长 产 变 小 时 , 它 的 收敛 速度 并 不 减 
慢 , 而 经 典 的 迭代 法 随 六 的 变 小 而 变 慢 . 因此 ,多 重 网 格 法 达到 问 
题 预定 精度 所 需 的 计算 工作 量 仅 与 未 知 量 的 个 数 N 成 正比 , 即 
OCN) , 比 一 般 迭 代 法 有 效 得 多 . 

多 重 网 格 法 广泛 应 用 于 微分 方程 和 积分 方程 的 数值 解 , 特 
别 是 椭圆 型 偏 微分 方程 . 除 此 之 外 ,还 可 应 用 于 求解 抛物 型 问题 
和 其 他 依赖 于 时 间 的 问题 .本 征 值 问题 分歧 问题 , 非 线性 问题 
和 直接 用 于 无 几何 意义 的 代数 方程 组 ( 称 为 代数 多 重 网 格 法 ); 
在 向 量 机 或 并 行 计算 机 上 使 用 多 重 网 格 法 更 有 效 .因此 ,多 重 网 
格 法 是 一 种 通用 的 非常 有 效 的 特殊 类 型 的 迭代 法 ,已 相当 成 功 
地 应 用 于 流体 计算 、 结 构 力学 计算 和 高 度 非 线性 的 半导体 器 件 
模拟 计算 等 领域 . 

本 章 侧重 于 介绍 多 重 网 格 法 的 基本 原理 .基本 要 素 、 多 重 网 格 
算法 ,有 关 收 敛 性 结论 和 计算 机 上 的 执行 性 能 . 
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13.1 多 重 网 格 法 基本 原理 


13.1.1 模型 


要 求解 的 连续 问题 是 
Lu = 上 (13.1.1) 


其 中 荆 是 一 个 微分 算 子 或 积分 算 子 或 泛 函 求 极 值 算 子 . 
例 13.1.1 两 点 边 值 问题 : 
| 迪 (z) 十 cu(z) = 一 f(Crz)，0 壕 z 和 1, 二 0， 
zx(0) 一 xX(1) 一 0， 
(13.1.2) 


直 : 
则 工 一 一 芭 十 


例 13.1.2 二 维 泊 松 方程 第 一 边 值 问题 : 
一 (xn 十 kw) 一 (zy)， 
区 ED={(zry)10<ry<1) (13.1.3) 
& 一 0， (zy) E 30 
则 L= 一 ( 萄 + 新 ) 
不 论 用 有 限 差 分 法 还 是 用 有 限 元 法 求解 这 两 个 问题 ,都 是 首 
先 对 解 域 进行 剖 分 ,然后 对 微分 算 子 进行 离散 ,得 到 离散 后 的 方 
程 组 
Lu 一 扩 . (13. 1.4) 
对 例 13. 1. 1 的 解 域 L[0,1], 均 匀 训 分 成 N 等 分 , 步 长 六 一 
1/N, 对 微分 算 子 用 中 心 差 分 离散 ,得 到 如 下 的 离散 方程 组 ， 


Rey = FlzD) 1< 和 7 和 N 一 1， 


to 一 WN 一 0， 
〈13.1.5) 
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则 有 


2 十 思 ? 一 1 
一 1 2 十 吃 : ”一 1 
六 = 太 …. ， 
一 1 2 十 鸣 : 一 1 
一 1 2 十 吹 : 
(13.1.6) 


其 中 用 ERIN-DxD ,四 ,大 ERI-1. 

对 例 13. 1. 2, 若 其 解 域 为 方形 , 工 和 了 分别 为 z 方 向 和 2? 方 
向 的 等 分 数 , 则 六 -=1/T, 必 = 一 1/J. 用 0 表示 该 二 维 网 格 点 的 集 
合 ,x(zi,y) 表 示 微 分 方程 的 精确 解 ,xr 表示 差分 方程 精确 解 . 用 
五 点 差分 格式 去 离散 微分 方程 (13. 1. 3) ,得 到 差分 方程 组 


一 &iriy 十 2u 一 MiHlJi 一 共产: 十 2 一直 iH1 2 
= ER 
由 一 0，i=0,T (0 和 jj 入]J)，j =0,J，0 入 ii 过 工 
《13- 工 7 
若 六 一 ji, 一 A, 按 字典 顺序 排列 (I 一 1) X (J 一 1) 个 未 知 量 ,得 
4 一 工 
1 一 芋 A 一 
工 一 万 本 区 汉沽 (13. 1.8) 
| ”| 
= 有 


其 中 4,IER ,4 为 严格 对 角 占 优 的 三 对 角 矩 阵 , 工 为 
位 矩阵 ,已 为 (I 一 1)X(J 一 1) 阶 的 大 型 稀 朴 矩阵 . 


13.1.2 多 重 网 格 法 思想 


对 于 离散 后 得 到 的 线性 代数 方程 组 (13. 1. 4) ,传统 的 迭代 解 
法 是 在 确定 的 一 种 网 格 Q， 上 采用 某 种 迭代 解法 . 例如 雅 可 比 选 
。727 。 


代 法 高斯- 赛 德尔 欠 代 法 (简称 G-S 法 )`\SOR 法 、 交 替 方 向 法 等 
以 及 它们 的 改进 技术 . 而 多 重 网 格 法 恰恰 不 是 在 一 种 确定 的 网 格 
上 求解 ,而 采用 不 同等 级 的 均匀 网 格 训 分 . 
假定 有 一 组 网 格 Du ,On ，…，,2u , 称 为 网 格 序列 Q4 (一 0， 
1,…,MD). 随 着 的 增加 ,差分 网 格 愈 来 愈 细 , 这 些 网 格 都 用 同一 
种 方式 剖 分 得 到 ,都 逼近 同一 个 区 域 2. 我 们 感 兴趣 的 是 要 求解 
Gxw 上 的 差分 方程 组 
工 wtuw 一 in. (13.1.9) 
称 在 Q 上 解 工 &x 一 访 的 问题 为 0 问题 , 称 在 Qw 上 求解 差分 方 
程 (13. 1.9) 的 问题 为 Qw 问题 . 
对 于 线性 问题 , 令 ww 为 Qu 问题 的 近似 解 ,ww 为 精确 解 ， 
则 有 
MM 一 到 十 ww， 
其 中 mw 称 为 修正 量 . 代入 方程 (13. 1.9) 后 ,得 
工 MVpw 一 dv 
称 上 式 为 亏损 方程 ,其 中 
dvw 一 Ju 一 三 wa 
称 为 亏损 量 (defective number). 
线性 多 重 网 格 法 是 一 种 特殊 的 迭代 过 程 , 它 把 Qw 上 求解 方 
程 (13. 1. 9) 与 在 粗 网 O 上 求解 亏损 方程 
Li 一 四 (13. 1. 10) 
相 结合 ,而 求解 2 上 的 亏损 方程 又 把 在 0 上 和 迭代 (13.1. 10) 与 求 
解 Q,-, 上 的 亏损 方程 相 结 合 . 这 样 一 种 巧妙 的 结合 构成 一 种 收敛 
速度 很 快 的 迭代 方法 ,这 就 是 多 重 网 格 法 的 基本 思想 . 


13.1.3 双 网 格 方法 


双 网 格 方法 (two-grid method) 是 多 重 网 格 法 的 基础 . 首先 令 
述 仅 附加 一 种 网 格 的 双 网 格 方法 ,然后 再 推广 到 一 系列 网 格 的 多 
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重 网 格 方法 . 

双 网 格 方法 用 两 种 网 格 ,一 种 用 Or 表示 , 另 一 种 用 O, 表示 . 
网 格 步 长 分 别 为 互 和 六 .通常 五 王 2hA. 在 Qu 和 904 上 的 差分 算 子 
分 别 为 工 x 和 工 ,, 且 设 工 六 和 工 六 存在 . 

现在 的 任务 是 在 Q, 上 求解 方程 组 . 


Tu 一 太 . (13.1. 11) 
粗细 两 种 网 格 上 的 值 需要 转移 ,下 面 定 义 由 粗 网 到 细 网 及 由 
细 网 到 粗 网 上 网 格 函 数 的 转移 算 子 . 


揪 值 (interpolation) 算 子 或 延 拓 (prolongation) 算 子 比 表示 
粗 网 到 细 网 上 值 的 转移 . 如 一 维 线性 捅 值 


中 
| 
co| 一 
二 
捕 
to 
一 
S 
示 
导 
性 
| 一 
挛 

。 


〈13.1.12) 
式 (13.1. 12) 表 示 粗 网 上 的 值 按 此 权 系数 分 配 到 邻近 点 的 细 网 
上 去 ， 


HH 一 ， 
1 一 汪 
即 有 用 0 委 j 和 了 一 1 
Wi 一 几 ， 2 


限制 (restriction) 算 子 下 表示 由 细 网 到 粗 网 上 值 的 转移 , 如 
一 维 限 制 算 子 
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-2 
121 


# 儿 1 2 1 或 下 涯 1 交 ， 
121 
(13. 1. 13) 
了 as 一 wp， 
即 风 = 风 :十 2 玖 十 风 2。 (1<j< 之 -1). 


下 面 叙述 用 双 网 格 方法 求解 方程 (13. 1. 11) 时 ,由 已 知 李 " 计 
算 ui ”2 的 一 个 和 迭代 步 或 一 个 循环 步 . 共 分 三 个 阶段 ， 

(1) 前 光滑 (pre-smoothing) : 

给 定 初 值 w”, 选 定 一 种 松弛 法 ,在 0 上 对 方程 (13. 1. 11) 作 
wm (一 1 或 2) 次 和 迭代 (也 称 松弛 ) 计 算 疏 " 

到 至 Su 7) 

(2) 得 网 修正 (coarse grid correction, 简称 CGC) ; 

@ 计算 细 网 亏损 量 : d 色 一 访 一 Lu 和 3 

@ 限制 亏损 量 (由 细 网 到 粗 网 ): d 包 一 玫 df 

@ 在 Qu 上 求 

工 wp 凡 一 d 人 多 《13.1. 14) 

的 精确 解 v 和 . 

直播 值 修正 量 (由 粗 网 到 细 网 ) : of" 一 芍 o 儿 . 

@@ 对 到 作 人 修正: 站 人 一 & 十 惧 全 

(3) 后 光滑 (post-smoothing) 

以 痊 ” 为 选 代 的 初始 近似 值 , 在 Q, 上 对 方程 (13. 1. 11) 作 
wm (2 一 1 或 2) 次 和 迭代 计算 per ， 

本 "5 苦 So (im 7). 
为 直观 起 见 , 用 下 列 路 径 表示 双 网 格 的 一 个 循环 步 的 计算 : 
。730 。 


Sa 一 二 。 Se 
ui 一 = 区 一 -do 一 太一 万 wm om 一 一 下 ”十 训 一 RD 


请 
on 人 一 Dr 久 = 赂 


这 过 程 示 于 图 13. 1, 图 中 加 口 \、j 了 分 别 表示 松弛 , 求 精确 


解 和 限制 亏损 量 及 插值 修正 最 . 2 
这 样 一 种 特殊 迭代 过 程 的 迁 代 公式 为 SN 
2 一 Me 和 十 和 NA(C 太 )， 
其 双 网 格 和 迭代 矩阵 为 本 术 
Mi 一 SeKHS" ， (13.1.15) 
其 中 天 外 兰 丰 一 区 卫 了 (13.1.16) 
是 粗 网 修正 的 迭代 矩阵 . 


13.1.4 多 重 网 格 法 原理 一 一 一 维 模型 问题 分 析 


细 网 上 松弛 S* ,S* 和 粗 网 修正 是 双 网 格 方法 的 两 大 要 素 . 若 
仅 在 细 网 上 作 松 弛 ,如 雅 可 比 松 弛 ,高 斯 - 赛 德 尔 松 弛 和 SOR 松 
弛 . 当 网 格 步 长 i->0 时 ,收敛 性 变 得 很 差 . 若 单独 用 粗 网 修正 ,在 
选 代 时 , 粗 网 修正 的 迭代 矩阵 K4 的 谱 半径 pCKE) 三 1, 从 而 不 收 
敛 . 如 果 把 细 网 松弛 和 粗 网 修正 相 结合 , 则 构成 一 种 收敛 速度 很 快 
的 一 种 特殊 的 迭代 法 . 下 面 以 13. 1. 1 节 中 的 一 维 模型 (zc 一 0) 为 
例 , 对 这 两 个 要 素 作 具 体 分 析 . 
1. 细 网 松弛 
” 细 网 上 方程 Au = 的 定常 迁 代 法 为 
aeo+D 一 Ben 十 8g. (13. 1. 17a) 
将 方程 的 系数 矩阵 4 分 解 为 4 一 六 - 工 一 D, 其 中 也 为 4 的 对 角 线 
元 素 构成 的 对 角 和 矩阵 ,一 工 为 4 的 下 三 角 部 分 构成 的 严格 下 三 角 
抢 阵 ,一 口 为 4 的 上 三 角 部 分 构成 的 严格 上 三 角 矩 阵 . 当 有 分， 
别 取 
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(1) B; = D-( 工 十 U)， 

(2) Bes 一 (了 一 工 ) 一 0U， 

(3) Bson = (也 一 oF)-((1 一 o)D+or),0 一 wo< 王 2， 

(4) Bi。 一 (1 一 o)T 十 oB) 一 工 一 aD-4,0 一 oo 一 1 

《13. 1. 17b) 

时 ,可 分 别 得 到 雅 可 比 和 迭代 ,高 斯 - 赛 德 尔 迭 代 ,SOR 迭代 和 雅 可 
比 -w 选 代 法 (又 称 为 阻尼 雅 可 比 和 迭代 ). 迭代 收敛 的 充分 必要 条 件 
是 p(B) 一 1. 迭代 收敛 的 一 种 充分 条 件 是 上 81 到 1. 称 po(B) 为 渐 
近 收 你 因子 ， 人 称 || 为 收 
缩 数 ， 

对 =0 的 一 维 离散 模型 (13. 1. 5) 和 (13. 1. 6) , 令 4 一 尼 忆 ， 
5 一 外 及 一 17N, 易 求 出 4 的 第 大 个 特征 值 和 相应 的 第 上 个 特征 
向 量 的 第 ;j 个 分 量 ,它们 分 别 为 


(4) 一 4sin 状 ， 过 乱 志 有 三 开 
(13.1.18) 


ui = sin 基 1<<N 一 1， 


其 中 ww 也 是 矩阵 4 的 傅 里 叶 模 ， 

雅 可 人 了 个 分 量 分 别 为 
(Bi) 一 1 一 2sinz 的 ， 1 和 过 N 一 1， 

ii 一 sin 旋 ， 1< 过 N 一 工 


(13.1. 19) 
Jacobi-o 迭代 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 的 第 /j 个 分 量 分 别 为 





和 (B)- = 1 一 忆 ) 生 = 1 一 2usin 顷 ， 1 过 二 N 一 1， 
ui 一 sin 大， 1 和 过 N 一 1 
(13.1.20) 
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G-S 迭代 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 的 第 ) 个 分 量 分 别 为 
(Bos) = cos: 全 ， 1<& 壕 N 一 1， 


rz 一 cos/ sin 次 一 Msin 天 F， 1 委 和 jJ/ 委 六 1 过 上 和 过 及 一 1 
(13. 1.21) 
下 面 先 分 析 松 弛 对 初始 误差 的 光滑 作用 . 设 和 迭代 的 初始 误差 

向 量 用 4 的 N 一 1 个 线性 无 关 的 特征 向 量 表示 为 


用 (13.1.17) 式 作 半 次 迭代 后 ,有 


N-1 


em = Brew 一 》\cut(B)w， ce ER，(13.1.22) 


《mm 


这 说 明 经 ”次 迭代 后 ,初始 误差 的 第 上 个 模 减 小 到 ?8(B)w，, 把 级 
. 数 (13. 1.22) 的 各 项 分 成 两 部 分 , 即 高 频 分 量 和 低频 分 量 . 当 ”一 8 
时 , 示 于 图 13. 2, 其 中 有 刚好 给 出 Da 上 ”* 半 波 ” 的 个 数 . 所 谓 低频 


大 =1 上 = 了 7 
此 一 2 大 =6 
名 本 和 k=5 
Qu 上 的 可 见 分 量 
大 = 和 4 
4 上 的 不 可 见 分 量 
图 13.2 
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即 在 粗 网 Qra 上 能 表现 出 来 的 那 部 分 特征 函数 ,而 高 频 是 在 Qua 上 
根本 看 不 见 的 那 部 分 特征 函数 , 具体 定义 为 


低频 ; zuu ,1<k< 人 . 
高 频 , ww ,全 <kt<N 一 1 
为 了 度量 松弛 方法 对 误差 的 光滑 程度 ,定义 
A( 且 ) 一 wax， ， | Ax(CB) |， 
为 松弛 法 的 光滑 因子 (smoothing factor), 即 松弛 后 消除 误差 的 高 
频 振 荡 分 量 ,使 误差 变 光 滑 ， 但 并 不 是 星 著 地 减 小 误 可 图 13. 3 为 
松弛 法 典型 的 光滑 误差 特性 . 


松弛 前 -一 人、 人 、 AAAUA 


松弛 后 一 一 ~ 和 AD 
低频 : 振幅 稍 碱 高 频 : 振幅 显著 减少 


图 13.3 


对 阻尼 雅 可 比方 法 , 选 w 使 max{hMws (Bi。) ,Anv( 脉 .)} 达 到 最 小 , 即 

MANwa2 (Bi。) 一 一 Mw( 有 Bi。)， 
从 而 求 出 最 佳 参数 =2/3. 图 13.4 表示 w=1/3,1/2,2/3,1 时 
AMx(Bi) 随 上 变化 的 曲线 ,显然 ,w 一 2/3 的 阻尼 雅 可 比 法 能 最 好 地 
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阻尼 高 频 分 量 . 这 时 
MBizs) 一 1 一 冯 sin 瓜 ， 


当 NV2 委 k 放 N 一 1 时 ,|A(Bis 1 过 1/3, 即 有 光滑 因子 wCBizrs ) 一 
1/3, 可 见 对 误差 的 高 频 分 量 有 很 好 的 光滑 作用 . 当 0 一 上 < N/2， 
N=8 时 ,1/2 一 Ia (Bos)1 一 1, 因 此 ,对 误差 的 低频 分 量 训 减 不 
大 . 当 w=1 时 , 雅 可 比 -w 迭代 法 就 是 雅 可 比 和 迭代 法 , 它 对 误差 的 高 
频 和 低频 分 量 的 衰减 均 很 慢 , 仅 对 NV2 附近 的 波 阻 尼 快 ,因此 雅 可 比 
方法 对 误差 的 高 频 分 量 光 滑 效应 差 ,在 多 重 网 格 法 中 一 般 不 采用 ， 

再 分 析 G-S 迭代 法 ,图 13. 5 表示 Mk(Bcs) 一 cos (kr/N) 随 
变化 的 曲线 ,其 特征 向 量 


G-S ji/a ,， 雇 丈 j/ 
0 一 sin 人 一 Mron， 


1 志 开 去 -有 一 上 1 


则 有 
N-1 N1! 
eto 一 > chiw8S ， em 一 Bo se 一 > 2 (Bo s)wi， 
2 1 
Mai(BaS) 
JNV2 有 大 
图 13.5 


其 中 w 为 矩阵 4 的 特征 向 量 . 要 想 解析 地 说 明 G-S 迭代 法 对 误 
差 的 高 频 分 量 的 快 衰减 是 困难 的 ,从 数值 试验 结果 进行 分 析 , 对 
N=64 的 一 维 模型 , 若 以 w 作为 初始 猜测 , 则 用 G-S 和 迭代 将 ws 
减 小 到 原来 的 1/100 所 需 的 和 迭代 次 数 与 波 数 上 之 间 的 关系 曲线 如 
13.6 所 示 . 由 此 可 见 ,G-S 迭代 法 对 低频 误差 训 减 很 慢 , 对 高 频 
的 振 划 误差 衰减 很 快 . 
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迭代 次 数 
台 


16 32 48 bl 
波 数 


图 13.6 


从 以 上 分 析 可 知 ,作风 次 阻尼 雅 可 比 和 迭代 或 G-S 和 迭代 均 能 有 
效 地 误 减 误差 的 高 频 分 量 . 振荡 模 一 旦 被 消去 , 留 下 光滑 模 ,再 继 
续 迭 代 已 无 效 . 有 弥 补 的 办 法 之 一 是 采用 多 重 网 格 ,特别 是 粗 网 修 
正 . 因 此 ,有 转向 粗 网 计算 的 必要 性 . 








2. 粗 网 修正 
先 看 谱 半径 
2 上 2 2 
C(B) 一 max 1 一 zusir' 伏 |~ 1 号 上 = 1 一 OGA)， 
27 2 
P( 甩 ) 一 max 1-2sim 夭 |~1- 丈 =- 1 一 O( 居 )， 
ea 2 开 开 了 人 2 
p(Bcs) 一 max cos 和 一 1 一 O( 六 )， 








同 理 有 pCBsos) 王 1 一 DO(j). 从 而 在 粗 网 上 ,由 于 网 格 变 粗 变 大 ,和 
代 谱 半径 均 变 小 ,收敛 率 增加 ,因此 ,转向 粗 网 有 加 速 收敛 的 作用 . 

再 看 双 网 格 法 CGC 中 步骤 四 ,从 粗 网 转移 到 细 网 后 的 作用 . 从 
图 13.7 可 见 ,Q,(N=12) 上 =4 的 波 是 低频 波 ,限制 转移 到 粗 网 
COxw(N=6) 上 是 &=4 的 高 频 波 . 在 粗 网 上 松弛 可 将 粗 网 上 的 高 频 
模 约 化 , 即 减 小 了 细 网 上 的 低频 模 , 比 一 直 在 细 网 上 和 迭代 消灭 不 了 
低频 模 更 有 效 , 使 收敛 速度 加 快 , 但 上 仍 会 留 下 它 的 低频 模 . 

对 应 于 双 网 格 法 的 CGC 中 步骤 @, 在 多 重 网 格 法 中 ,这 一 步 
不 是 精确 地 求解 ,而 是 迭代 求解 亏损 方程 . 迭代 同样 只 能 光滑 Qxw 
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ES 
Qu (N= 12,k=4) 和 SG 
Oo (N=6t-4) AAA 


图 13.7 


上 的 高 频 分 量 , 同 理 只 需 和 迭代 1 一 2 次 后 便 有 转向 更 粗 网 格 0 的 
必要 .重复 这 个 过 程 , 继 续 转向 Du ,Pi 等 ,直到 最 粗 网 格 上 的 亏 
损 量 可 精确 地 求解 . 这 是 多 重 网 格 法 与 双 网 格 法 的 不 同 之 处 . 

在 CGC 步骤 加 中 ,为 何 求解 亏损 方程 工 ro 入 一 中 而 不 去 求 
解 粗 网 方程 nun 一 Ju? 这 是 因为 希望 最 终 的 亏损 量 是 零 向 量 ，. 
从 而 可 用 零 向 量 作为 迭代 的 初始 量 ,这 比 起 用 w 儿 王政 ug 各 作为 初 
始 向 量 去 求解 工 sur=Ja 收敛 速度 快 ,也 方便 . 

在 CGC 步骤 图 和 加 中 ,将 粗 网 函数 转移 到 细 网 及 对 细 网 解 进 
行 修正 ,这 使 细 网 解 得 到 更 好 的 近似 值 . 

综 上 所 述 ,多重 网 格 法 是 把 在 细 网 上 松弛 消失 误差 中 的 高 频 
振荡 分 量 ,使 误差 光滑 化 ,并 和 在 粗 网 上 恬 频 分 量 容易 收敛 及 在 粗 
网 上 修正 为 细 网 提供 更 好 的 初始 值 等 相 结合 ,形成 一 种 特殊 的 收 
敛 快 的 迭代 过 程 . 

例 13.1.3 用 多 重 网 格 法 计算 一 维 模型 问题 hu 一 0(N 一 48) 
的 解 . 取 初 始 向 量 

zi 一 (sin(127x/N) 十 sin(301r/N))72， 
用 w=2/3 的 阻尼 雅 可 比 松弛 ,前 松弛 =3, 后 松弛 迪 =3. 
设 x 为 一 维 问题 的 精确 解 向 量 , 内 为 细 网 上 的 近似 解 向 量 ， 
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ax 为 粗 网 上 的 近似 解 向 量 , 初 始 误差 向 量 ||e‖ -= | 一刀 中 -一 
上 一 凤 目 王 1.00. 

一 个 双 网 格 迭 代步 的 计算 结果 : 

(1) 在 细 网 上 松弛 3 次 后 的 误差 为 | ex 1-=0. 261, 这 时 误 
差 的 振 功 分 量 基 本 消去 . 

(2) 用 完全 加 权 算 子 转移 亏损 量 到 粗 网 ,在 0 上 对 4xexw 一 
dx 松弛 3 次 后 ,有 误差 | ex | 一 0.0591 ,为 初始 误差 的 6%%. 

(3) 粗 网 修正 后 ,再 作 3 次 细 网 松弛 ,有 误差 | eu | - =0.02， 

(4)》 再 把 亏损 量 转移 到 粗 网 ,又 在 Qx 上 松弛 3 次 后 ,有 误差 
1 ex | 三 0.00977. 

3. 双 网 格 方法 收敛 性 

定理 13.1.4 用 双 网 格 方法 求解 一 维 模型 问题 ,选择 w 王 2/3 
的 阻尼 雅 可 比 松弛 法 , 取 迪 =0,mw 为 细 网 上 的 近似 解 向 量 ,其 初 
始 误差 向 量 为 we ,经 双 网 格 法 一 个 循环 步 以 后 的 误差 为 %, 则 有 
误差 估计 

le 月 < (去 十 寺 ) Le 性 
当 上 一 2 时 ， 
1 才 委 0.782 el:. 
了 次 双 网 格 步 后 的 误差 为 
le 人 入 0.782 1 ef | 上. 

因此 , 双 网 格 方法 以 一 个 与 六 无 关 的 收敛 速率 收敛 于 零 

双 网 格 方法 在 实际 计算 中 用 得 不 多 ,但 它 是 多 重 网 格 方法 的 
理论 基础 ,通过 它 阑 述 了 多 重 网 格 法 的 基本 原理 . 


13.2 线性 多 重 网 格 法 
多 重 网 格 法 是 在 愈 来 愈 粗 的 网 格 上 递归 地 使 用 双 网 格 方法 . 


仅 在 最 粗 的 网 格 上 精确 地 求解 差分 方程 . 现在 定义 多 重 网 格 法 所 
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用 的 符号 和 算 子 
网 格 步 长 序列 尺 (K 一 0,1,…,M) ,通常 瓜 王 乓 /2 一 2- 款 ， 
网 格 序列 “0 (一 0,1,… ,MD)， 
差分 算 子 序列 瑟 (E= 一 0,1,…,M)， 设 工 [1 存在. 
松弛 算 子 序列 SCuw ED). 
限制 算 子 序列 “天 -1(R 一 1,2,…,M): GGO ->GCO ，). 
播 值 算 子 序列 “天 -, (=1,2,…，,M) : GCCO 一 GCO)， 
其 中 G(O4) 为 在 2 上 网 格 函 数 的 线性 空间 ， 


下 面 叙述 用 多 重 网 格 法 迭代 求解 方 理 组 
了 wu 一 (13.2.1) 
的 计算 过 程 . 设 已 知 zi , 求 z ， 
at 至 MRir(z 和 好 (13. 2.2) 
其 中 R=V 为 V 循环 ,R 一 W 为 W 循环 .仿照 双 网 格 方法 ,计算 分 
为 3 个 阶段 . 


(1) 前 光滑 : 给 定 初 值 xi ,在 Qu 上 作 (人 1) 次 松弛 得 
人 交 ) 兰 3 《HE ? 王 M wu ). 
(2) 粗 网 修正 : 
@ 计算 气 损 量 di 兰 fw 一 Lud 人 9. 
@ 限制 亏损 量 d 妃 , 兰 玖 -1d 爷 . 
@ 在 Cu 上 近似 求解 亏损 方程 
工 eu， 一 4 人 2 . (13. 2.3) 
计算 (13. 2. 3) 趟 时 ,以 零 网 格 函数 作为 初始 近似 值 , 即 w :一 0, 作 
M 一 1 网 格 法 的 > 型 迭代 , M 一 1 网 格 法 用 Qw- ,Ownw-: 0, 即 
vi 苦 MRwi Co ,Li yduri)， 
在 最 粗 的 网 格 上 精确 求解 
Lo 一 do. 
@ 插值 vW 兰 形 -io 咏 ，， 
。739 。 


@ 修正 CQw 上 的 节点 函数 值 立 好 一 2 十 . 
(3) 后 光滑 : 在 Qu 上 作 v( 全 1) 次 迭代 得 
ut 歧 Se (人 2 ,Lyn). 
上 面 粗 网 修正 中 的 = 也 是 循环 参数 ,一 般 ~ 一 1,2 或 3, 当 r>3 
时 多 重 网 格 法 就 不 太 有 效 了 . 我 们 称 ~=1 为 V 循环 ,一 2 为 W 椭 
环 ,=3 很 少见 . 
用 图 13. 8 的 符号 分 别 表 示 M=1,2,3 时 ,r=1,2,3 的 多 重 网 
格 法 的 一 个 循环 (或 一 个 迭代 步 ). 图 13. 9 的 流程 图 表示 一 个 多 重 
网 格 迭 代步 的 计算 过 程 ,其 中 引入 了 一 个 开关 参数 C(CE)， 
0 委 C(A) 委 ,以 控制 转向 粗 网 和 返回 细 网 . 
多 重 网 格 法 的 迭代 公式 是 
at 一 Mu 各 十 Nw(Cw)， 


M=1 双 网 格 方法 M=2 三 网 格 方法 ， 
2 
420: 了 20: 


M=3 四 网 格 方法 


13.8 


*，740 ， 









第 “次 近似 值 忆 ? 





CUO-O(=0.1… ,1) 
大 =Mipu=u0dwn=7u 


pl= Spot d ,CUD=C(D+1 
di= 有 ao ,大 = 拓 1 










是 
精确 求解 wx =dk 





第 n+1 次 迁 代 近似 值 wy = ww 


其 中 Mi 振 Sz GO 一 下)SY 
RM 至 Se (下 一 下 一 ACE LDOSE ，， 
一 2,3，…，,M. (13.2.4) 
而 Qw-; 和 vw 的 双 网 格 算 子 为 
Mi 于 Se 一 形 虹 及 入 LS (13.2.5) 
式 (13. 2.4) 与 式 (13. 2.5) 的 差别 在 于 用 (Her-: 一 4 ) 工 芷 :代替 
。741 ， 


式 (13. 2.5) 中 的 工 WL: ,这 说 明 用 Due yy2w- 2 的 M 一 1 网 格 
~ 型 多 重 网 格 和 迭代 去 近似 求解 


工 A vi: 一 di 全. 


以 上 是 线性 多 重 网 格 法 的 计算 步骤 . 关于 多 重 网 格 法 的 收敛 
性 ,一 般 来 说 , 若 双 网 格 方法 收敛 很 好 , 则 相应 的 * 一 2 的 多 重 网 格 
法 亦 收 敛 得 很 好 . 


13.3 完整 的 多 重 网 格 法 


多 重 网 格 法 与 完整 网 格 技巧 相 结 合 ,或 者 说 与 套 和 迭代 技术 相 
结合 , 称 为 完整 的 多 重 网 格 法 (full multigrid method, 简称 FMG 
方法 ) ,FMG 方法 效果 更 明显 . 所 谓 套 和 迭代 就 是 粗 网 为 细 网 提供 
良好 的 初 值 . 这 是 古典 选 代 方 法 (例如 SOR 方法 ) 不 可 能 做 到 的 . 

FMG 方法 的 计算 步骤 和 流程 图 分 别 示 于 图 13. 10 和 图 13. 11 
中 .在 图 13. 11 中 ,INT 表示 插值 ,MGI 表示 在 Q (一 0,1,…,M) 上 
用 多 重 网 格 ~ 型 迭代 求解 方程 Li 一 产 (一 0,1,…,M). 当 一 1 时 
为 V 循环 , 称 为 FMV 方法 ,r=2 时 为 W 循环 , 称 为 FMWY 方法 . 在 
图 13. 11 中 , 当 M=-6,r 一 1 时 为 图 13. 10 所 示 的 FMV 过 程 . 


图 13. 10 FMG 方法 计算 步骤 


由 式 (13. 2. 2) ,一 个 多 重 网 格 法 的 V 循环 步 为 
二 0 人 MVw Cu xy)， 


*。 742 。 






K:= 0 故 := 乒 大 


放 :=MGIUb r; 到 ) 





13.11 FMG 方法 流程 图 


一 个 FMV 的 循环 步 定 义 为 
ait :一 EMVMCe ,Luw) 
其 计算 步骤 如 下 : : 
将 Ju fw- 及 UsUM-iyMM-z ,初始 化 为 零 . 在 最 
粗 网 格 上 松弛 或 直接 求解 方程 hu 二 九 ， 


La 一 MUMz 十 了 ESue-s， 
&M-2: 一 MVw-z Cu- , 工 -: ,ez)， 
&Mi 一 -1 十 下 Eu， 
zf 三 MVw Ca ,Lifei)， 
wy 一 &w 十 了 ui， 
My 三 MVw(Cuw Lu)， 
FMYV 循环 的 递归 如 下 : 
(1) 如 果 Qu 为 最 粗 网 格 , 则 转 到 步骤 (3) ,和 否则 
es 一 了 (Cu 一 Auux)， 
*。743 。 


Mi 一 0， 

2 一 下 MV Cun 了 we )， 
(2) 修正 uv 一 kw 十 和 -iuw-i. 
(3) uv 一 MVw(Cuu 工 kj) 


13.4 二 维 多 重 网 格 诸 元 素 


13.4.1 差分 格式 


对 二 维 模型 问题 ( 例 13. 1. 2), 熟 知 的 五 点 差分 格式 是 
式 (13.1,.7). 当天 一 ji 一 六 时 ,对 每 点 (zi 六 ) 上 的 函数 值 ww 与 周 
围 邻 点 的 关系 可 表示 为 

一 1 
一 1 4 一 1 

一 1 


xi(zyy) 一 有 iiCzy)， VCzy) ED 











《13.4.1) 
对 九 点 差分 格式 ,可 用 九 点 星 表示 : 
一 1 一 4 一] 
1 人 
证 20 -es 一 五 | 8 1| zyy)， 
一 1 一 4 一 1 
(13.4.2) 
13.4.2 光滑 和 迭代 


式 (13.1.17) 中 所 列 的 几 种 迭代 方法 对 二 维 泊 松 方程 边 值 问 
题 例 13. 1. 2 均 有 效 ,对 奇异 摄 动 等 特殊 问题 需要 适当 选取 光滑 过 
程 . 下面 讨论 几 种 经 典 的 选 代 . 

1，G-S 迁 代 


多 维 G-S 迭代 与 未 知 量 的 编号 次 序 有 关 . 对 于 二 维 情况 , 嘎 
。 744 。 . 


过 04 上 网 点 即 关 一 (zy) 的 排列 次 序 确定 未 知 量 ws :一 z(x) 
的 顺序 . 

字典 顺序 : z 方向 上 的 点 由 左 到 右 ,y 方向 上 的 线 由 下 往 上 乏 
点 排列 , 见 图 13. 12. . 

旋转 字典 顺序 : y 方向 上 的 点 由 下 往 上 ,z 方 向 上 的 线 由 左 往 
右 逐 点 排列 , 见 图 13. 13, 


el14e15 es16 ql17 e。18 。19 ele4e89l2 el16e。19 
es9 eli0 9qll el12 e13 es3e71l el15el18 
ed4 5 6 e7 e8 es2e6910e。14e17 





图 13.12 图 13.13 


红 - 黑 顺 序 : 设 Q={GOAAh)l7IEZ) ,把 Q 中 的 点 分 成 
两 类 , 称 1) 十 ! 为 偶数 的 点 为 红 点 ,25= (Ci 十 2 为 偶数 }， 
用 表示; 以 一 OQa/07 的 点 为 黑 点 ,用 e 表 示 , 见 图 13. 14. 

斑马 顺序 : 把 7 为 偶数 的 线 称 为 红线 ,用 e 表 示 ; 7 为 奇数 的 
线 称 为 黑 线 ,用 m 表 示 , 见 图 13. 15， 


e7 ml7e8 ?18 9 @19 el4el5 el69?17elgei9 
es4 li595 16 0 e4 5 96 esT eg 
al2e2 913 3 @14 sa9 二 i0 中 11@12913 





图 13.14 图 13.15 


四 色 上 顺序 : 把 0, 分 成 4 个 集 ， 
Qi 一 {GOAyti)17， 为 偶数 } ,用 e 表 示 . 
Qi 一 (GO 为 奇数 } ,用 表示 . 
*，745 。 





ii 一 人 Gu ED 为 偶数 ,! 为 奇数 ,用 @ 表 示 ， ， 
一 { 人 CA 17 为 奇数 ,! 为 偶数 }, 用 x 表 示 ， 
按 字典 顺序 依次 排列 04,28 0; 和; 中 的 网 点 , 见 图 13. 16. 


aa7 xi7 mg |xl8g w9 x19 
e 2 @l2|e3 @1l3 4 
xli4m5s |x15 m6 x16 





图 13.16 


(1) 点 G-S 和 迭代 
字典 顺序 和 旋转 字典 顺序 适合 于 逐 点 G-S 迭代 , 迁 代 公式 为 


1) ) 《ma 十 1) 《m 十 1》 《nm)》 
一 2 人 十 2xufot 一 0 一 ML 十 2zi 一 it 六 
2 2 Se 和 
加 闵 y 
(13.4.3) 


其 中 必 7” 为 待 求 值 ,xe 记 ug 为 已 求 出 的 新 值 ,zg xf 
上 一 次 迭代 之 值 . 
红 黑 顺序 适合 于 五 点 差分 格式 , 先 依次 算 红 点 ,再 依次 算 黑 
点 ,其 迭代 公式 为 
二 wx 名 ,十 2 一 8 二 玫 十 2uti 一 z2 天 
(13.4.4) 
其 中 红 点 上 的 zz 为 待 求 量 , 其 相 邻 的 黑 点 均 为 前 一 次 的 迭代 
值 , 黑 点 上 的 量 为 已 知 量 . 下 一 轮 计算 时 , 黑 点 上 的 量 为 待 求 量 ,其 
相 邻 的 红 点 上 均 为 前 一 次 的 迭代 值 ,这 时 , 红 点 上 的 量 为 已 知 量 . 
四 色 顺 序 适 合 于 九 点 差分 格式 . 先 依次 算 0;! 中 的 点 ,接着 依 
次 算 2# 中 的 点 ,再 依次 算 9; 中 的 点 ,最 后 依次 算 0! 中 的 点 ,这 
样 构成 一 次 和 迭代 . 
0 中 点 的 G-S 迭代 公式 为 
*。，746 。 


y 


20 一 | 1, 产 1 十 2 全 让 & 纳 , 产 十 2 玖 ,PH1) 2 


4 人 十 2 十 zt 十 za)] 
一 起 (879 十 人 十 AN 十 及 六 十 及 ?0 
1 点 的 G-S 迭代 公式 为 
广 202 一 《ak 十 站 直 十 五 直 十 只 坊 一 
4 名， 十 zx 十 由 2 十 几 2)] 
= 盏 8713 十 名, 十 山 , 十 7 十 7 
0; 中 点 的 G-S 欠 代 公式 为 
王 [2owg 一 (生产 十 xn 十 2 于 十 区 H) 一 
0 十 由 间 十 相生 十 wd 扣 )] 
吉 GA8 十 下 六 十 在 起 十 玫 站 十 岂 起 ) 
十 中 点 的 G-S 迭代 公式 为 
王 [2ov 和 一 (zt 十 wet 十 十 zt) 一 
4Capip 十 赂 让 十 同 十 邮 和 )] 


= 下 (8 十 Fe 十 Fi 十 六" 十 记 o 


在 以 上 4 个 公式 中 仅 wet 为 未 知 量 ,其 余 均 为 已 知 量 , 仍 属 点 
G-S 公式 . 每 个 公式 中 待 求 点 与 周围 邻 点 的 关系 见 图 13. 17. 


国 X 血 es 四 ee X 本 区 四 ee @ 

@ e。 @ X 本 ee 四 硬 X 对 

本 X 国 ee 因 X 间 X 四 e @ 

的 邻 点 纪 的 邻 点 和 的 邻 点 2 的 邻 点 
图 13.17 


(2) 块 G-S 迭代 

如 果 将 图 13. 12 中 的 字典 顺序 网 点 进行 分 组 ,在 Q 上 ,y 为 
常量 的 每 条 线 上 的 网 点 为 一 组 , 共 分 成 四 组 ,分 别 为 有 一 {1,2， 
3) ,天 一 {4,5,6,7,8}, 忆 一 (9,10,11,12,13} ,天 一 {14,15,16,17， 
18,19} ,对 五 点 差分 格式 ,类似 于 式 (13. 1. 8) ,可 得 矩阵 方程 组 

4， 一 了 中 用 
一 4， 一 工 有 并 
一 [ 4 一 了 | 只 | 
一 了 4 Let | 
其 中 四， 及 ER AIER2 要， 及 EGR，h4A 4 ER5<5， 
FE 开 ,4ER” 4 一 1,2,3,4) 均 为 三 对 角 和 矩阵 ,从 而 形成 
一 次 求解 一 条 线 上 未 知 量 的 块 迭 代 公式 : 

RiotD 一 atrDotD 十 Out 十 产 (人 一 1,2,3,4)， 
其 中 ao 一 灸 一 0,a 一 as 一 as 一 1 一 六 一 访 王 1. 上 式 右 端 均 为 已 
知 向 量 , 可 直接 用 追赶 法 求解 此 方程 组 . 称 以 上 的 块 迭 代 法 为 字 
典 x- 线 G-S 迭代 法 . 

若 用 旋转 字典 顺序 ,在 Q4 上 ,z 为 常量 的 每 条 线 上 的 网 点 为 
一 组 , 则 类 似 地 可 构成 字典 7- 线 G-S 迭代 法 . 

按 斑马 顺序 ,如 图 13. 15 构造 相应 的 G-S 迭代 称 为 x- 斑 马 线 
G-S 和 迭代 法 . 同 理 可 构造 了 斑马线 G-S 迭代 法 . 

在 通常 情况 下 , 线 G-S 迭代 法 的 光滑 性 质 稍 比 点 G-S 迭代 法 好 . 

2. 阻尼 雅 可 比方 法 

对 于 二 维 模型 例 13. 1. 2, 其 离散 方程 为 式 (13. 1. 7) 和 
式 (13. 1.8). 令 4 一 尼 忆 , 当 太 一 儿 一 一 1/N 时 ,4 的 特征 值 和 特 
征 向 量 分 别 为 

MA4) 一 4 人 (1 一 半 (cosCArh) 十 cosCeaxh)) )， 
1 委 忆 as 魏 凡 一 1， (13.4.5) 
。 748 。 


wji(4A) 一 2sin(Axz)sin(kzry)， 1 去 所 和 及 一 1 


(13.4.6) 
令 x 一 (zy)EO， 
阻尼 雅 可 比 松 弛 公式 是 
下 一 十 ow(zCx) 一 可)， (13.4.7) 
总 az) 十 三 径 一 站 ai = 放 (z，re0， (13.4.8) 
其 迭代 和 矩阵 为 
Bu 一 到 一 全 4， -人 
易 知 其 特征 值 和 特征 向 量 分 别 为 
)(B,) 一 1 一 学 (2 一 cos 千 一 cos 生 )， 1 苹 太 罗 坟 N 一 1， 
(13.4. 10) 
wk( 及。) 一 2sin(A rz)sin(sry)， 1 和 s 委 六 一 1: 
(13.4.11) 


其 中 大 一 (如 ). 若 和 迭代 补 始 误差 按 肪 .的 特征 向 量 w ( 巴 。) 展 
开 , 则 有 . 
e() 2 > GakWk( 且 )。) ， 


II 夭 N1 
| 天 | 一 max(&i ys )， 
其 中 履 为 常数 ,经 ”次 欠 代 后 
et 一 》， <ARCBI。)wr( 了 Bi。). 


IE-1 
把 级 数 分 成 高 频 和 低频 两 部 分 
低频 ， w ,|Kj 一 N/2， 
高 频 ; wyNV2 委 | 大 过 和 一 1， 
选 w 使 max{Awz(Bi) ,An(Bi)} 达 到 最 小 , 即 
AN2( 盏 j。) 一 一 AN(EBi)， 
*。 749 ， 


求 出 使 阻尼 雅 可 比 迭 代 法 收敛 最 快 的 最 佳 松 弛 因子 wo 一 2/3. 同 
一 维 一 样 ,wo 一 2/3 的 雅 可 比 迭 代 法 能 再 次 很 好 地 阻尼 高 频 分 
量 , 这 时 

到 1 工 。 2 和 )， 


一 1 4。in2f2lr 
AM ( 吾 J。) 一 1 3 sin (下 sin ZN 


当 N/V2 委 | 时 | 入 N 一 1 时 ,|Ax(CBis)| 委 1/3, 即 阻尼 雅 可 比 和 迭代 法 
的 光滑 因子 kw(Bizs) 一 1/3, 故 它 对 高 频 分 量 有 很 好 的 光滑 作用 . 
阻尼 雅 可 比 迭 代 法 与 未 知 量 的 排列 顺序 无 关 . 
对 于 块 阻 尼 雅 可 比 法 , 仅 有 阻尼 z- 线 雅 可 比 迭 代 法 和 阻尼 
y- 线 雅 可 比 迭 代 法 ,它们 均 与 块 的 排列 顺序 无 关 . 


13.4.3 网 格 粗 化 


常用 的 网 格 粗 化 方式 有 : 

标准 粗 化 : 六 -一 2 乱 ( 见 图 13. 18). 只 要 求 大 /周一 后 / 居 一 2， 
可 以 假定 zx 和 y 方向 上 的 网 格 步 长 由 和 A;* 是 不 同 的 . 

半 粗 化 : 工 粗 化 ,由 太 -: 一己 和 AU 研一 2 定义 粗 网 格 ,或 y 
粗 化 ,由 大 :一 大 和 及/ 惰 一 2 定义 粗 网 格 ( 见 图 13. 19). 

红 黑 粗 化 : 仅 考 虑 方 网 格 , 即 好 一 全 , 又 称 为 V2 的 均匀 网 格 粗 
化 ( 见 图 13. 20). 


本 三 本 全 全 生 本 重 和 重 要 电 本 日 本 

De De 昌 口 口 口 日 日 口 e 口 e 日 

和 ae 和 De 

De De C 已 加 国 居 四 De De 人 口 
13. 18 图 13.19 图 13.20 


13.4.4 延 拓 或 插值 


1. 分 片 线性 插值 作为 延 拓 
对 二 阶 或 四 阶 微分 方程 边 值 问题 ,一 般 用 分 片 线性 插值 就 足 
够 了 . 这 里 只 介绍 九 点 延 拓 和 七 点 延 拓 . 
*，750 。 


(1) 九 点 延 拓 
用 如 下 的 九 点 星 模式 符号 描述 ， 
站 -2 
用 全 2 4 中 
下 2 
它 表 示 粗 网 上 的 函数 值 按 此 权 系数 分 配 到 邻近 的 细 网 点 上 去 . 取 
一 个 标准 单元 (0,2A) X (0,2A) 为 例 .如 果 粗 细 网 点 重合 , 则 在 该 
点 细 网 函数 值 就 等 于 粗 网 点 函数 值 , 即 
zi(0,0) 一 we (0,0)， zu(0,21h) 一 xi(0,27)， 
en 一 ui(2A 0)， (2h2j) 一 zw (22). 
若 细 网 点 位 于 两 个 粗 网 点 之 间 , 则 用 这 两 个 粗 网 点 上 的 函数 值 作 
线性 插值 ,就 得 到 细 网 点 上 的 函数 值 ， 
zt(0,j) 一 《xci(0,0) 十 xi(0,2h))72， 
au 人 (j,0) 一 (xuei(0,0) 十 zi(2h,0))/2， 
zt(2 有 大) 一 (xi(2A0) 十 xiC2A2A))72， 
at ( 太 ,2h) 一 (zi (0,27) 十 xi (2 2A))72. 
有 两 种 插值 方法 求 位 于 四 个 粗 网 点 中 心 的 细 网 点 函数 值 , 即 
zt( 大 ) 一 (wei(00) 十 xi(2A,0) 十 
uC0,2h) 十 ziC2A ,2h))74 
或 au (万 力 ) 一 (zi (0,0) 十 zi(27，2 户 ))72， 
对 于 其 他 网 格 单元 (2is ,2i 十 21) X(2j7 21 十 2 力 ) ,可 得 到 
类 似 的 双 线 性 插值 公式 . 
九 点 延 拓 对 应 于 双 线 性 有 限 元 . 对 于 0 过 zyy 近 2hy zu 一 
天 at 的 zzyy) 与 zw 在 (0,0),(21,0), (0,2A) (2 25) 点 上 
函数 值 的 双 线性 插值 相同 . 
(2) 七 点 延 拓 
用 如 下 的 七 点 星 模式 符号 描述 , 
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0 1/2 1/2 
用 ， 些 1/2 1 vd|， 
1/2 1/2 0 

七 点 延 拓 对 应 于 三 角形 上 的 线性 有 限 元 . 对 于 0 委 z,y 委 2A,uwu 一 
玫 ai 的 由 (zyy) 与 ww 在 (0,0),(0,28),(2h,21) 点 上 函数 值 
的 线性 插值 相同 . ， 

分 片 线性 播 值 推广 到 三 维 或 更 高 维 是 显然 的 . 

2. 高 阶 插值 

对 于 四 阶 微分 方程 边 值 问题 ,通常 用 分 片 二 次 延 拓 是 足够 的 ， 
而 用 三 次 插值 更 好 些 ,因为 它 并 不 比 二 次 插值 公式 复杂 . 

若 已 知 粗 网 上 的 插值 节点 (z 一 3hk,y)，(z 一 扰 ，y)，( 工 十 
Ar yy?)， (十 3Auy), 则 插值 点 (z,y) 一 (iiheyyjj)(i 为 奇数 ,) 为 偶 
数 ) 的 三 次 拉 格 朗 日 插值 (天 -xu )Czyy) 为 


二 人 二 二 二 [人 二 六 下 于 (你 壮 吕 0 于 
16 


关 [wr-， (一 让 区 平息 科大 人 放 阐 ， 


工 所 [z 一 3j, 工 十 3A]. 《13.4.12) 
当 点 (z,y) 中 的 为 奇数 时 ,我 们 能 重复 方向 的 插值 过 程 . 由 插 
值 公式 的 余 项 可 知 ,三 次 拉 格 朗 日 插值 对 于 任 一 双 三 次 函数 
之 之 asz:y7 是 精确 的 . 

如 果 某 个 插值 点 有 一 个 或 两 个 邻 点 不 在 域内 , 则 不 能 用 三 次 
插值 公式 ,如 在 边界 附近 , 取 边 界 点 (z 一 ss,y) 为 插值 节点 ,再 取 
两 个 内 部 粗 网 点 (z 十 斥 ,y),(z 十 3 由 ,yy) 为 插值 节点 并 且 边 界 条 
件 是 齐 次 狄 利克 雷 条 件 wx(z 一 ss,y) 一 0, 那 么 用 如 下 的 二 次 拉 格 
朗 日 插值 公式 去 求 细 网 点 上 的 函数 值 w(zyy) 和 了 u(z 十 21yy) 更 
方便 ， 
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Mt(Zyy) WE 下 羡 wriCr 十 避 yy) 二 


-工人 i(z 十 3 y7， 





3 二 3 2 
2 并 十 2jyy) 一 2 到 wri(z 十 如 ,2) 十 
2 十 5 





3 十 于 wei(z 十 31y2). 
在 区 域内 部 的 单 边 二 次 插值 公式 为 


zt(Zyy) 一 一 二 ur 《 工 一 3Au yy) 十 半 wi-， (一 各 yy) 十 


辣 waCz 十 几 yy)。 


13.4.5 限制 
1. 九 点 限制 
用 如 下 的 九 点 星 模 式 符号 描述 , 
1 2 1 
Is 蔚 工 2 4 2|. 
1 2 1 








九 点 限制 即 完 全 加 权 算 子 , 若 有 粗 网 点 (2A,2h)，, 按 完全 加 权 算 子 
运算 ,该 粗 网 点 上 的 函数 值 与 周围 细 网 点 上 函数 值 的 关系 如 下 : 


ui (21,2h) 一 下 [4us(2h,28) 十 2Cus (2 ) 十 zu( 有 27 十 
tt(3 关 2) 十 zi(2 六 ,3 万 ) ) 十 丰 (天 ,大 ) 十 zt (3 疡 ,大 ) 十 
zu (hx3A) 十 zk(3A3 有 ) ] . 


2. 七 点 限制 
用 如 下 的 七 点 星 模式 符号 描述 ; 
0 去 2 72 
有 汪 | 1 v 
1/2 1/2 0 
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显然 , 按 七 点 加 权 运 算 , 粗 网 点 (2h,2A) 上 的 函数 值 与 周围 细 网 点 
上 函数 值 的 关系 如 下 : 


u-i (21，28) 一 了 [ws(2h528 十 方 (zu(26) 十 几 Chy28 十 


zu (31，2) 十 zu (27,3) 十 wu( 户 ,) 十 zu(C3h3h)) 
对 多 重 网 格 的 每 一 层 & 定 义 如 下 内 积 : 
(usyut) 一 >)Agus(xr) WiCxY)， 


En0uw 
其 中 以 是 维 数 ,2E 民 .从 而 可 以 定义 伴随 映射 (adjoint injection) 
(有 wz 一 (人 vi， 
称 (办 -为 天 的 伴随 映射 . 
当 d=2 时, 易 知 
用 1 


下 3 《下 i7* 一 7 一 天 ( 太 0) 


因此 , 九 点 限制 是 九 点 延 拓 的 伴随 ,七 点 限制 是 七 点 延 拓 的 伴随 . 

关于 延 折 和 限制 的 附注 : 

(1) 最 显然 的 一 种 限制 算 子 是 直接 映射 (injection), 即 粗 网 向 
量 直接 取 相 应 细 网 点 上 的 值 , 这 种 算 子 没有 伴随 

(2) 令 2mm 为 所 求解 的 微分 方程 的 阶 ,m， 为 延 拓 的 阶 ,mg 为 
限制 的 阶 , 则 它们 应 满足 条 件 m* 十 mag 二 2mm.。 


13.5 非 线性 多 重 网 格 法 


非 线 性 微分 方程 ,如 二 元 方程 
一 Auxk(zyy) 一 
其 右 端 项 关于 x(z,y) 是 非 线性 的 ,或 边界 条 件 是 非 线 性 的 . 把 微 
分 方程 和 边界 条 件 结合 起 来 ,可 以 得 到 抽象 方程 


[zx = 太 加 345 册 


aa) 
重 
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前 面 所 述 的 线性 多 重 网 格 方法 完全 适合 于 这 类 非 线性 边 值 问 题 ， 
这 里 仅 讨论 两 种 方法 : 13. 5. 1 节 讨 论 基 于 线性 化 的 方法 ,13. 5. 2 
节 讨 论 非 线性 多 重 网 格 方法 的 本 质 处 理 . 


13.S.1 牛顿 多 重 网 格 法 


牛顿 多 重 网 格 法 是 一 种 基于 线性 化 的 方法 . 令 
p(Go 一己 一 上 = 0. (13.5.2) 
在 Q4 (一 0,1,2,…，,AD) 上 分 别 用 五 点 差分 离散 上 式 后 ,得 到 如 下 
离散 形式 的 非 线性 方程 组 
pa) 一 0 (一 0,1,2,…,M)， (13.5.3) 
其 中 goER 人 一 到 X 帮 为 z 方 向 的 网 点 数 , 几 为 y 方 
向 的 网 点 数 . 
将 wa) 在 疏 ” 处 作 泰 勒 展 开 , 舍 去 由 一 疏 ” 的 高 阶 项 , 留 下 
线性 项 ,这 本 质 上 是 把 w (ww ) 线 性 化 . 得 到 如 下 的 牛顿 巡 代 公式 : 


WCG)w 一 di ， 
天 一 0,1,2,……， (13.5.4) 


+ 一 7 一 WA 四 
其 中 
全 一 一 (ut )， 
3 外 9 外 3 哑 
ai zt zt 
3 中 中. 史 
赂 (wa) = 32) 一 15 3 ax 好 | Cu) 
us 人 昌 
3 中 3 路 .。 9 路 
zi Di zt 


这 是 向 量 mw 对 向 量 zw 的 导数 , 即 在 岂 处 的 雅 可 比 和 矩阵. 
牛顿 多 重 网 格 算法 如 下 ， 
5 755~* 





(1) 给 定 初 值 由 ” . 
(2) 进行 欠 代 ,z= 一 0,1 2 
《 


@ 计算 do 一 一 me (ut ) wm 一 5 和 (ut 沪 


@ 以 wp 为 初 值 ,对 Wo"w, 一 dg" 执行 一 个 线性 多 重 网 格 先 
代步 ,得 到 wm， 

图 计算 只 亿 一 骆 "十 o. 
这 是 一 个 典型 的 牛顿 多 重 网 格 选 代 算法 . 


13.5.2 非 线性 多 重 网 格 法 


利用 非 线性 多 重 网 格 算法 能 避免 牛顿 欠 代 中 的 线性 化 ,这 个 
算法 与 线性 多 重 网 格 法 一 样 有 效 . 下 面 讨论 这 个 算法 ,注意 它 与 线 
性 情况 的 不 同 之 处 

1.、 非 线性 阻尼 雅 可 比 迭 代 方 法 

在 多 重 网 格 法 中 ,我 们 感 兴趣 的 是 非 线性 选 代 法 对 高 频 误 差 
分 量 的 光滑 性 质 . 众所周知 ,在 和 迭代 方法 中 引 人 和 人 松弛 参数 w, 当 
0<w 一 1 时 , 低 松 弛 校正 可 以 扩大 收敛 域 , 如 将 牛顿 迭代 法 (13. 5.4) 
的 第 二 式 改 为 办 一 w" 十 awk 本 节 首 重 讨 论 雅 可 比 - 牛 顿 w 松 
弛 法 和 雅 可 比 -皮卡 (Picard)w 松弛 法 . 

考虑 非 线性 问题 (13. 5. 1) 的 离散 方程 组 

Eu 一 六 ， 
为 讨论 方便 起 见 ,将 该 非 线性 差分 方程 写成 如 下 形式 ， 
王 一 了 十 gx) 一 六 ， 
其 中 忆 为 线性 差分 算 子 . 为 讨论 方便 起 见 , 设 瑟 为 五 点 差分 算 
子 ,g(Cxryau) 为 基 的 线性 或 非 线性 函数 . 

类 似 于 式 (13. 4. 7) 和 式 (13. 4. 8) ,一 个 非 线性 阻尼 雅 可 比 松 

弛 定义 为 
8 一 十 wz 一 2)， 人 33592597》 
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忘 x 十 (Ca 生 让 ai 钱 gx) 一 太 ， (13.5.6) 
将 式 (13. 5.6) 中 的 非 线性 项 g(x,z) 在 地 ”处 作 泰 勒 展 开 , 仅 留 
下 关于 (x, 一 g” ) 的 线性 项 , 则 被 线性 化 为 
忘 x + (La 和 fm 一 起 ui )+ gz) 十 
强 (Czalo)(u 一 加 ) = 太 ， (13.5.7) 


称 式 (13. 5.5) 和 式 (13. 5.7) 为 雅 可 比 -牛顿 w 松弛 法 . 
若 用 ER 5.6) 中 的 gCryzi), 则 有 
起 汗 (Cui 一 起 ui 钱 grvuim) 一 六，(13.5.8) 
称 式 (13. 5. Rs 5. 8) 为 雅 可 比 - 皮 卡 w 松弛 法 . 
为 具体 讨论 以 上 两 种 迭代 方法 的 光滑 效应 ,假设 g 为 x 的 线 


性 函数 , 即 
8Cxr,U) 一 cc 二 0， 


显然 3 一 ,将 它们 代入 式 (13. 5. 6) 和 式 (13. 5.7), 则 雅 可 比 - 牛 
顿 w 松弛 法 的 和 迭代 和 矩阵 为 





oo 
Br = (1 癌 写 5 和 7， (13.5.9) 
雅 可 比 -皮卡 w 松弛 法 的 和 迭代 矩阵 为 
opcj op 大 
Br = (1 一 空 一 色 一 抱 -已 ， (13.5.10) 
当 mv 一 全 少 up 时 ,Biv 一 Bn. 由 式 (13. 4.9) 和 式 (13. 4. 10) 
可 知 
oj 
Bi 一 研一 屿 ， (13. 5.11) 
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1CB,_) 一 1 一 学 (2 一 cas 和 一 cos 人)， 1 二 太 因 过 N 一 1， 














2 N N 
(13.5.12) 
将 式 (13. 5. 11) 和 式 (13. 5. 12) 代 人 式 (13. 5. 9) 和 式 (13. 5. 10) ,得 
(1 一 wN)cjma 
Bov 一 4 
了 pc 
Br 一 Bi。 4 一. 
易 得 它们 的 特征 值 分 别 为 
4 (1 一 wnN)chs 
A( 了 JN。) 一 4 二 0X(B) 十 一 下 
叶 
AhCBm) 一 MXCBi) 一 纪 
雅 可 比 -牛顿 w 松弛 法 的 光滑 因子 为 
HB ) 一 wei 芝 N- | ACBrv | 
_ 2cos(rh) 加 4cos(T 贿 ) 
一 max| 1 一 wl1 4 十 ch )| | 让 )|， 
(13. 5. 13) 


其 中 大 = (和 ) ,| 天 一 max{A ks}. 上 式 括 弧 内 的 两 个 值 , 它 们 
是 六 和 分 别 取 NV2 和 N 一 1 时 得 到 的 (Biv.) 以 及 司 和 心 均 
取 N 一 1 时 得 到 的 1(Biw). 从 上 式 可 知 对 固定 的 wx(0 一 ov 到 1) 
和 固定 的 j, 当 c 一 co 时 ,有 
limp(Bine) 一 | 1 一 owN 间 
可 以 求 出 雅 可 比 -牛顿 w 松弛 法 的 最 佳 松弛 因子 和 最 佳 光 滑 


因子 分 别 为 
加 4 十 鸣 : 总 3cos(rj) 
ep 4 十 克 ? 十 cos(xh ” Ar 4 十 克 2 十 cos(xh) 


易 见 对 固定 的 A, 雅 可 比 -牛顿 e 松弛 法 的 光滑 因子 随 e 的 增加 而 
变 好 ，. 
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对 雅 可 比 -皮卡 w 松 弛 法 ,将 on = 疆 宇 w 代 人 式 (13. 5. 13)， 


则 有 雅 可 比 -皮卡 w 松弛 法 的 光滑 因子 


4 十 oc: 2cos(rj) 
ar -mm -4 衬 (天 和 )|， 


| 


员 2 一 2cos(rj) 
| 








| 4 十 中 (1 十 42 ) 


4 4 十 o0 
-oo 
| 4 十 史 : 十 4cos(mj) | 

OP 人 
易 知 当 固定 wr(0 一 wp< 二 1) 和 岂 , 随 < 增加 到 充分 大 时 , 雅 可 比 - 皮 
卡 w 松弛 法 没有 光滑 性 质 . 
2， 气 损 方程 
考虑 非 线 性 问题 (13. 5. 1) 的 离散 方程 组 
下 和 一 太 ， 
其 中 已 为 差分 算 子 ,为 网 格 步 长 . 令 四 为 精确 解 , 加 为 近似 
解 ,w 为 误 盖 .将 中 一 由 十 作 代 人 上 式 , 有 
节 (wu 十 办) = 万 . 
当 也 为 线性 算 子 工 , 时 , 则 
工 ii 十 了 wx 一 万 ， 








1 一 (1+ 


亏损 方程 为 
2 一 不， 
其 中 下 三 访 一 Lan. 从 亏损 方程 求 出 w ,用 它 对 节 进行 修正 . 
当地 为 非 线 性 算 子 时 , 忆 不 能 分 别 作 用 于 ww 和 ww , 则 
让 (内 十 办 ) 一 人 一 户 一 下 ae 
仍 令 由 一 所 一 万 , 则 亏损 方程 为 
下 ( 十 由) 一 站 ay 一 四 ， 
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在 粗 网 Qr 上 的 亏损 方程 为 
记 a(CTRuy 十 mp) 一 尼 rCTas) 一 了 dv， 
其 中 殉 为 限制 算 子 . 与 线性 情况 不 同 , 不 是 在 粗 网 上 直接 求解 校 
正 量 wr ,而 是 求解 完全 逼近 量 un 三 下 几 十 pr, 即 求解 方程 
站 nan 一 dr 十 下 aa )， 
然后 ,有 校正 量 
TDH 一 &r 一 了 un， 

3. FAS 双 网 格 方法 

FASCfuil approximation storage) 方 法 是 非 线 性 多 重 网 格 法 ， 
它 的 特点 是 不 存储 校正 量 wa ,而 是 存储 完全 近似 量 un 三 政 几 十 
ar. 其 中 用 Gr* 表示 非 线 性 松弛 法 松弛 ， 次 的 松弛 算 子 ,而 不 同 于 
线性 松弛 法 中 的 松弛 算 子 符号 S. 

FAS 双 网 格 算法 为 : 

(1) 前 光滑 : 对 Wi” 在 0 上 作 次 非 线 性 松弛 ,得 到 

忆 ( def 到 Gn (ut 让 太 ). 

(2) 粗 网 修正 : 

@ 限制 近似 解 : 1 多 7 

@ 计算 网 格 亏损 量 : di 一 户 一 Lu 各. 

@ 限制 亏损 量 ， df 一 Tedf， 

图 计算 Fr 一 dr 十 志和 久 ,在 Dr 上 求解 亏损 方程 二 aur 一 户 ， 
解 得 z &MH- 

@ 计算 Qu 上 的 修正 量 : um 久 一 ur 一 下 um. 

@) 插值 修正 量 : zi" 一 hv 镶 . ， 

@) 对 区 玫 作 修 正 : 下 和) 一 在 ( 亿 十 vi 

(3) 后 光滑 : 对 w" 在 D4 上 作 凡 次 非 线性 松弛 ,得 到 

下 2+1) :一 G” 《 妈 介 六 ) 欠 
4. FAS 多 重 网 格 法 
下 面 讨 论 用 FAS 多 重 网 格 法 求解 Qw 上 离散 的 非 线性 方 
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程 组 
尼 wuew 一 fu 
的 计算 过 程 .已 知 gp , 求 w+D : 王 MFASCu? ,wu). 仿 FAS 
双 网 格 法 ,计算 分 三 个 阶段 : 
(1) 前 光滑 : 对 ui? 在 Qw 上 作 次 非 线性 松弛 ,得 到 
WP := Gn (ai ,2 ,we). 

(2) 粗 网 修正 : 

@ 限制 近似 解 : gf， :一 有 5 史 . 

@ 计算 Qw 上 的 亏损 量 : d 和 好 一 Jw 一 wu 入. 

加 限制 亏损 量 ,df 人 一 玫 4 入 . 

图 计算 fs- 一 duw- 十 忆 wiu 信 ， ,在 Qw_i; 上 求解 非 线性 亏损 
方程 了 ui = Jo 即 计算 wo := 一 MFAS (CUP ww-， 
Jo 以 2 好, 作为 初始 值 , 作 MFAS 网 格 法 的 ~(r 壹 1) 型 迭代 ， 
需 用 到 网 格 Cu- ,2w-: 2. 

@@ 计算 Qw-; 上 的 修正 量 : 一 we 一 表妹. 

@ 插值 修正 量 ; vi 一 菩 -o 妨 ;. 

@ 对 作 修 正 :ui 一 wx 十 o. 

(3) 后 光滑 : 对 wii? 在 Qw 上 作 vw 次 非 线性 松弛 ,得 到 

+D :一 Ge (ua 人 ww). 


13.6 计算 机 上 的 执行 性 能 


13.6.1 数据 结构 


多 重 网 格 法 的 程序 可 以 做 到 高 度 模块 化 ,如 松弛 、 揪 值 和 限制 
均 可 编 成 独立 的 子 程序 ,容易 调用 ,容易 蔡 换 . 除 此 之 外 ,对 于 规则 
区 域 还 需 采用 合理 的 数据 结构 ,当然 ,对 于 不 规则 区 域 或 网 格局 部 
加 密 情 况 除 外 . 
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对 于 规则 区 域 , 只 需 用 两 个 数组 . 一 个 数组 w 存放 每 层 网 格 上 
的 解 向 量 和 误差 向 量 , 从 最 粗 网 格 到 最 细 网 格 , 逐 点 依次 排列 ， 另 
一 个 数组 了 存放 每 层 网 格 上 的 右 端 项 和 余 项 ,也 是 从 最 粗 网 格 到 
最 细 网 格 依次 排列 . 这 两 个 数组 均 应 包括 边界 点 ,对 一 维 问题 ,第 
& 层 有 2 十 1 个 点 . 
图 13. 21 描述 了 间隔 数 N 一 16, 网 格 层 数 M 一 4,V 循环 的 一 
维 问题 的 典型 数据 结构 ,说 明 数 据 结构 随 V 循环 在 变化 . 
邓 数 组 了 数组 
人 
3.3 9 17 17 
在 QU 上 [Ta 


了 站 
在 Q* 上 松弛 
4 了 路 


在 Cu 上 松 好 [BrzT > ] 人 rzTzT > | 
在 ov 上 求 狂 国 CTzT 
在 Qw 上 修正 和 松弛 [OILzT[ > | 
在 Qu 上 修正 和 松弛 


攻关 


在 上 修正 和 松弛 [TIzTxzT yy | 
BE 村 到 本 四 表示 当前 步 的 数据 
睫 过 _] 表示 不 变 的 数据 
亡 9] 表示 零 


图 13.21 
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先 初始 化 每 层 网 格 的 解 向 量 , 即 置 数组 w 为 零 ,最 细 网 格 上 的 
右边 数组 了 是 已 知 的 ,其 余 层 的 了 也 置 为 零 . 当 V 循环 往 粗 网 方 
向 下 降 时 ,每 层 网 格 上 的 松弛 把 该 层 解 向 量 数组 填 满 ,同时 把 余 项 
转移 到 下 一 层 粗 网 ,把 该 层 的 右 端 数组 填 满 . 当 V 循环 往 细 网 方 
向 上 升 时 ,右边 数组 不 变 ,但 在 每 层 网 格 上 又 进行 松弛 , 重 写 该 层 
的 解数 组 段 ,同时 把 前 一 层 粗 网 上 的 解数 组 段 冲 成 零 ,目的 是 为 执 
行 另 一 个 V 循环 提供 零 初始 值 . 

二 维 问题 的 数据 结构 和 一 维 类 似 , 仅 仅 每 层 网 格 上 的 数据 段 
比 一 维 情况 长 些 . 


13.6.2 存储 量 


考虑 d 维 岂 层 网 格 , 每 层 网 点 为 N4,N=2". 每 层 存储 w 和 上 了 
两 个 数组 . 存储 量 
AM 一 ZN 十 2CNV2)34 十 … 十 2(CN7V2")4 
一 2N4(1 十 2 十 2-24 十 … 十 24) 一 2N4/C1 一 2-). 
当 d=1 时 ,Mi 一 2(2N) ,不 足 2 倍 细 网 存储 量 . 


当 d=2 时 ,M: 一 地 (2N?) ,不 足 4/3 倍 细 网 存储 量 . 


当 d 一 3 时 ,M, 一 亏 (2N5) 不足 8/7 倍 细 网 存储 量 . 
因此 ,多 重 网 格 法 的 存储 量 随 问题 维 数 的 增加 而 相对 地 下 降 . 
13.6.3 计算 量 


记 WU(Cwork unit) 为 工作 单位 , 即 一 个 WU 为 细 网 上 执行 一 
次 松弛 所 需 的 算术 运算 量 ,m 一 呈 =1 的 一 个 V 循环 多 重 网 格 法 
的 工作 量 为 


有 % 一 2WUGI 十 2 十 2 十 … 二 2) < 
则 有 


WU 





2-4 
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Www <4WU， 了 rw < 三 WU， 允 mw 二 王 WU. 


由 一 内 一 1 的 一 个 FMYV 多 重 网 格 法 的 工作 量 为 


本 Fwva 一 人 0 十 2- 十 2-2a 十 … 十 2-) 一 可 一 





WU 


则 有 

Wrwv 一 8WU，Wrwv 一 了 WU， Wewvs << 孔 WU. 

设 户 为 微分 方程 的 阶 ,M 是 一 个 常数 ,se 是 一 个 小 量 为 解 的 计 
算 精 度 , 则 在 一 (e/(2M))" "条件 下 ,多 重 网 格 法 收 贫 到 截断 误 
差 级 所 需 的 运算 量 为 : V 循环 多 重 网 格 法 的 总 运算 量 为 
OCN"logN),FMYV 多 重 网 格 法 的 总 运算 量 为 OON?). 这 比 求解 线 
性 代数 方程 组 的 直接 方法 的 计算 速度 还 要 快 ， 
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14 积分 方程 数值 解法 


14.1 引言 


积分 方程 (integral equation) 
6 
光 动 二 让 K(Cz,s)y(s)ds 十 FCz) (14.1.1) 


称 为 第 二 类 ( 弗 雷 德 霍 姆 )(Fredholm) 积分 方程 (Fredholm 
integral equation of the second kind) ,其 中 y 为 未 知 函 数 , 开 为 积 
分 方程 的 核 (kernel of the integral equation) , 广 为 右 端 项 或 称 自 
由 项 ,) 为 参数 .1, 氏 和 上 了 了 均 为 已 知 . 积分 方程 (14. 1. 1) 的 数值 解 
法 即 是 求 未 知 函 数 y 的 近似 解 . 

积分 方程 


[KezoyCod 一 ky(Zz) (14.1.2) 


有 非 零 解 ,此 时 x 为 核 的 特征 值 (eigenvalue of the kernel) ,而 y 
为 对 应 于 特征 值 < 的 特征 函数 (eigenfunction). 方程 (14. 1. 2) 的 
数值 解法 即 是 求 < 和 > 的 近似 解 . 

积分 方程 


y(z) 一 让 KGz,ayGods 二 Faz) (14.1.3) 
0 


称 为 第 二 类 ( 沃 尔 泰 拉 ) 积 分 方程 (Volterra integral equation of 
second kind). 其 数值 解法 即 为 求 近似 解 y. 
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14.2 ”第 二 类 弗 雷 德 去 姆 积分 方程 的 数值 
求 积 方法 
14.2.1 方法 的 一 般 描 述 
求解 第 二 类 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 
2(z) 一 让 KGz,9y(9Dds+ 7z) 


的 数值 求 积分 方法 (quadrature method) 或 称 有 限 和 方法 (method 
of finite sums) 是 : 取 某 一 数值 求 积 分 公式 


Fear= 闷 AFdrn)， G14. 2.1) 
下 二 mm1 


其 中 zj 各 [a,b] 是 求 积 分 的 节点 ,A， 是 不 依赖 于 开 的 求 积 分 公式 


的 系数 . 
把 第 二 类 癌 雷 德 堆 姆 积分 方程 中 的 定 积分 用 数值 求 积分 公式 
来 代替 ,于 是 积分 方程 变 为 一 个 近似 式 


y(z) s 12)AKCzyzt)y(ze) 十 FCz)， (14.2.2) 
业 一 ] 
如 果 把 上 式 写 为 
7(z) 一 42>)AK(Czzi) 7(zt) 十/Cz)， (14.2.3) 
夫 一 1 


则 7y 为 > 的 近似 解 . 令 zx 一 ziyz,…，,zw, 并 采用 记号 浆 =yCze)， 
天 一 开 (ziyzt) 太一 FCzi) ,由 式 (14. 2.3) 得 线性 代数 方程 组 


六 = AKa 到 十 搬 (一 127)。 (14.2.4) 
二 一 1 


如 果 方 程 组 (14. 2. 4) 的 行列 式 
| 工 一 全 | 天 0， (14.2.5) 
那么 方程 组 有 惟一 解 六 yz,… yo 其 中 
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AIK A:Kb … A 开 in 


AIK2 A: 天 2 A, 开 2。 


Ai 天 A: 天 。 AAA, 天。 
7 ,yz ,7 就 是 积分 方程 (14. 1. 1) 的 解 y 在 求 积 分 公式 的 节点 
ziyr,…yz 上 的 近似 值 . 利用 这 些 值 可 以 求 出 任意 zxE[a, 约 的 
积分 方程 (14.1. 1) 的 近似 解 
y(z) 一 FGz) 十 ATAIKCzyzi) 丈 。 (14.2.6) 


例 14. 2. 1 用 辛普森 求 积分 公式 和 三 点 高 斯 - 勤 让 德 
(Gauss-Legendre) 求 积分 公式 并 解 积分 方程 


CD 计 5 一 3m)y(s)ds 十 (1 一 3z). 
解 ”辛普森 求 积 公式 为 
[Fadz 吉 雪 [ Fo +4F( 寺 钱 FG) |]， 
应 用 此 公式 到 积分 方程 得 线性 代数 方程 组 
[区 二 二 六 十 天 了 于 三 





?21 一 1 

郊 = 埋 [六 十 浆 一 去 郊 ] 一 去 ， 

浆 一 言 [六 一 2 天 一 2 六 ] 一 2 
44 


解 这 个 方程 组 ,得 丈 一 子 ,元 一 一 于 ,六 一 一 六. 
利用 近似 解 表 达 式 (14. 2. 6) 可 以 得 出 

| 3 

和 (全 ) 一 一 全 


三 点 高 斯 - 勤 让 德 求 积 公式 为 
*。767 。 


| Feedz ~ 吉 [5Fo) 二 SF( 序 ) 5F(p) ]， 


其 中 


< 一 到 一 V0-6) = 0. 112702， 


8= 计 (1+V0 6) = 0.887298， 
应 用 此 积分 公式 到 积分 方程 得 线性 代数 方程 组 
0.732807 太 一 0. 369310 记 一 0. 194444 记 一 0. 661895， 
一 0.230819 太 十 0.888889 7 十 0.091930 7 一 一 0.5， 
一 0. 194444 十 0. 147088 3 十 1. 378304 克 一 一 1. 661894. 


解 之 ,得 
忆 一 0.441264， yz 一 一 0.333333， 加 一 一 1.107929. 


利用 近似 解 表达 式 可 得 


请 (0) = 0. 666667， > 人 (二 )= 0. 166667， 


了 ( 卫 )= 一 0.833334， (1) 一 1.333333. 
秋 


本 例 的 解析 解 为 y(z) = 二 (1 一 3z), 可 以 看 出 求解 是 很 精 


确 的 . 

由 于 在 求 积分 方程 的 近似 解 的 过 程 中 都 要 解 线性 代数 方程 组 ， 
而 方程 的 个 数 与 数值 求 积 分 公式 的 节点 数 相同 ,因此 不 宜 靠 增加 节 
点 数 来 提高 求 积 公式 的 精度 , 故 采用 高 斯 求 积 分 公式 是 较为 合 
适 的 . 
14.2.2 乘积 积分 法 

在 积分 方程 (14,. 1. 1) 中 要 计算 积分 

人 (ys)y(s)ds。 
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如 果 固 定 z, 并 令 
W() 一 儿 (zs)，5E[a, 0， 
那么 上 述 积分 就 化 为 通常 的 乘积 积分 


| wcoycods 


由 此 可 以 采用 生 积 积分 的 方法 (method of product integration) 来 
计算 . 

在 区 间 [a, 0 上 取 ”个 不 同 的 节点 (通常 取 等 距 节点 )s， 
S2 9 93Sn ,构造 求 积 分 公式 


[Kez,oecodss 袜 hnpDm， 
其 中 系数 依赖 于 z. 选取 Ak(z) 使 求 积 分 公式 的 代数 精度 为 mn, 即 
要 求 对 wp(9) 一 %(L 一 0,1，…sm 一 1) 有 
Ang 一 [Keepwd (一 0, 1 一 1)， 
k=1 4 


(14. 2.7) 


这 是 一 个 线性 代数 方程 组 ,其 中 
Ai(Czr),A:(Zz)，…A,(Z) 
是 未 知 函 数 . 当 Ak(z)(R 一 1,2,…，7) 求 出 之 后 ,可 以 用 近似 式 


y(Cz) sA>)Ak(Cz)y 十 FCz) 
二 m】 


来 代替 积分 方程 (14.1. 1). 
如 果 令 z= 一 ms，…s， 则 得 线性 代数 方程 组 


天 一 > As) 头 十 Fi) G 一 12 0)， (14.2.8) 
下 一 1 


由 此 可 以 求 出 解 的 近似 值 记 ,7 ，…,7. 
为 了 计算 Ai(s)(k,i 一 1,2,…,z2) ,一 般 要 求 核 K(Cz,s) 有 解 
析 表 达 式 . 
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例 14. 2. 2 ”用 乘积 积分 法 解 积分 方程 


| Cs 
2(z) L| i 全 二 让 1 


解 采用 11 个 等 距 节点 ,得 出 11 个 未 知 数 的 11 个 方程 所 构 


成 的 方程 组 , 解 之 得 
六 (0) = 0. 65741， 了 ( 士 0.2) = 0. 66151， 
了 ( 士 0.4) 一 0.67389， 了 ( 士 0.6) 一 0. 69448， 
了 ( 士 0.8) 一 0.72249， 7( 士 1) 一 0.75572. 
这 个 结果 是 相当 精确 的 . 
乘积 积分 方法 可 以 用 来 求解 其 核 K(Cz,y) 为 奇异 的 情况 ,其 
奇异 性 的 含义 是 核 的 一 阶 导数 或 多 阶 导数 在 积分 区 域内 无 定义 的 


情况 . 例如 ， 
开 (z,s) 一 ln lz 一 | 产 (z,5)， 
其 中 并 (z,s) 是 其 变量 的 光滑 函数 . 


14.2.3 修正 的 数值 求 积 方法 


使 用 数值 求 积 方法 时 ,已 假定 核 函 数 K 是 充分 光滑 的 . 如 果 
K 有 奇异 性 质 , 则 要 进行 一 些 辅助 工作 以 抵消 奇异 性 质 的 影响 . 
而 乘积 积分 方法 可 以 用 于 求解 具有 奇异 性 质 的 核 K 的 积分 方程 . 
如 果 当 z=s 时 ,K 具有 奇异 性 质 , 则 先 把 积分 方程 (14. 1. 1) 
改写 为 
y(Cz) 一 j(z)| KGz,sds 


一 由 Kcz,o[y(9) 一 >(z)]ds+ jz)， (14.2.9) 
等 号 左边 的 积分 是 不 含 未 知 函 数 的 ,因而 可 以 计算 出 来 . 而 等 号 右 
边 的 积分 ,由 于 当 z=* 时 ,有 [y(s) 一 >(z)]=0, 因 此 可 以 消除 或 
减弱 奇异 性 质 . 
利用 数值 求 积 公 式 (14. 2. 1) ,并 令 7 为 积分 方程 的 近似 解 , 则 
可 写 出 
。770 。 


3(z)[ 一 MB(z)] 一 42) AKCzsoDL7(Gs) 一 X(z)] 十 7Cz)， 
业 =1 
其 中 
[ 
B(z) 一 | 天 (zys)ds。 
如 果 记 
A(z) = >)AiK(Czyst) 一 BCz)， 
下 m】 
并 令 zx=5 ,就 得 到 
(Co)L1 十 MA(5 一 > AKCys) Ca) 十 Fo) 
1 4 
了 一 1，2 yy。 (14. 2. 10) 
公式 (14. 2. 10) 称 为 修正 的 数值 求 积 方法 (morjified quadrature 


method), 
例 14. 2.3 求 积分 方程 


y(Cz) 一 一 |Kcr,oycod+ 2 


的 近似 解 ,其 中 
1 当 0 入 zxz 入 s* 近 1， 
政 (Z5) 下 
SC(1 一 z)， 当 0 过 :过 zx 近 1. 
积分 方程 的 精确 解 为 y(z)=2coshz 一 0.07335sinhz 一 2. 

解 ” 先 用 一 般 数 值 求 积 方法 来 求解 . 利用 两 个 节点 的 高 斯 - 
勒 让 德 求 积 分 公式 ,节点 为 % 一 0. 21132,s: 王 0.78868. 相应 的 求 
积 系数 为 A, 一 4: 一 读 ,那么 可 以 求 得 线性 代数 方程 组 

08333 万 十 0. 02233 7。 一 0. 04466， 


0.02233 六 十 1.08333 7 = 0. 62202. 
解 此 方程 组 ,得 其 解 
克 一 0.02940， 丈 一 0. 57357. 
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将 此 解 与 积分 方程 的 解 在 相应 的 节点 上 的 值 相 比较 有 
ys ) 一 六 一 一 0.00020， y(sz) 一 ae 三 0.01732. 

由 于 此 例 中 积分 方程 的 核 久 在 z=s 处 一 阶 导数 不 连续 ,为 
此 应 采用 修正 的 数值 求 积 方法 ,把 积分 方程 写 为 式 (14. 2. 9) 的 形 
式 (一 一 1): 

yz 十 |.Kcz,pds]= 一 |Kcz,o[y(9) 三 央 遇 王后 
由 于 
| gcr,ods 一 到 (1 一 工 )， 


上 面 的 积分 方程 可 以 写 为 
>(z)[1 十 到 (1 一 局 二 | Keep[yCn) 6 古 二 :就 


仍 利 用 两 个 节点 高 斯 - 勤 让 德 求 积 公 式 代 替 上 述 积分 ,并 令 
Zz 一 5tvsz ,就 得 到 线性 方程 组 
1. 06100 放 十 0.02233 7 = 0. 04466， 
02233 太 十 1.06100 思 = 0. 62202. 
解 这 个 方程 组 ,得 
放 一 0.02976， 刀 = 0.58564. 
再 用 积分 方程 的 精确 解 y(z) 在 求 积 节点 上 的 值 与 其 比较 ,可 以 
得 到 
y(5) 一 太一 一 0.00056， y(s) 一 罗 一 0.00525. 
由 此 可 以 看 出 ,采用 修正 的 数值 求 积 方法 得 到 的 数值 结果 更 
精确 . 


14.2.4 重 竺 核 方法 


当 积分 方程 的 核 KE 有 奇 点 ,而 又 能 够 算出 重 码 核 (iterated 
kernel) 
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分 二 [KeepKcesod 


时 ,可 以 把 积分 方程 (14. 1.1) 化 为 如 下 形式 : 
3(zr) 一 好 | cz,pycods+ 让 KGz,p7cods+ yn， 


(14.2.11) 
其 中 积分 


K(Czys)FCs)dz 


不 包含 未 知 函 数 , 因 而 可 以 计算 出 来 . 而 含 重 和 亚 核 开 ， 的 积分 用 数 
值 求 积 会 比 含 K 的 积分 更 有 效 , 这 个 方法 称 为 重叠 核 方法 
(Citerated kernel method). 
例 14. 2. 4 用 重 杰 核 方法 求 例 14. 2. 3 中 积分 方程 的 近 
似 解 . 
解 ”积分 方程 的 重 亚 核 为 
工 (zs 十 io 一 322 二 2x5 一 i)， 0 委 工 系 二 1， 


天 :( 工 ,5) 一 


于 Csr 十 ma 一 3sr? 十 2sr 一 )， 0 二 5 去 zx 


此 例 中 ,= 一 1,FCz) 一 z2 ,并 且 
让. K(z,p7(ods+ Foz) 一 卫 一 古 z 十 十 
记 等 式 右边 部 分 为 F(Cz) , 则 相应 于 式 (14. 2.9) 有 
3(z) 一 | KGzyoy(9ds 二 FCz)， 


对 此 积分 方程 应 用 数值 求 积 方法 , 仍 采用 两 个 节点 的 高 斯 - 勒 让 
德 求 积 公式 ,有 

开 :(sisl) 一 开 (s ysz) 三 0.00926， 

并 :sisz) 一 天:(s3) 一 0.00678， 

F(Cs) 一 0.02722， F(Gs ) 一 0.58854. 


人 


1. 


。，773 。 


由 此 得 线性 代数 方程 组 
99537 7 一 0. 00339 7。 一 0.02722， 
一 0. 00339 十 0. 99537 yz = 0. 58854. 


解 这 个 方程 组 ,得 出 
六 一 0.02936， 六 一 0.57138， 


此 解 与 积分 方程 的 精确 解 ? 在 求 积 的 节点 上 的 值 相 比较 有 
3?(C5) 一 太一 一 0.00016， 3y(sz) 一 天 一 0.00049， 
可 以 看 出 ,这 是 相当 精确 的 . 


14.3 近似 退化 核 蔡 代 法 


对 于 第 二 类 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 (14. 1. 1) : 
y(z) 一 让 KGz,ey(9ds 二 (z)， 
如 果 其 核 玉 可 以 表示 为 
K(z,s) 一 习 scopc， 


则 称 其 核 是 退化 的 ,其 中 假定 函数 系 {ui (Cz)} 是 线性 无 关 的 ， 


{8 (5)} 也 是 线性 无 关 的 . 


近似 退化 核 替 代 法 (method of replacing approximatejly the 
kernel by a degenerate one) 是 基于 退化 核 积分 方程 求 其 精确 解 的 
方法 . 设 积分 方程 (14. 1.1) 的 核 玉 可 以 近似 地 用 一 个 退化 核 来 替 


代 , 即 


K(z,s) 汪 > ai(z)B(s)， (14.3.1) 
1 一 ] 


并 设 寻求 的 方程 (14. 1. 1) 的 近似 解 y 形 如 


(z) 一 MA cai(z) 十 Fr)， (14. 3.2) 


一 】 
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其 中 
6 
E | ae 六 Cs)ds (14.3.3) 


把 表达 式 (14. 3.2) 代 人 式 (14. 3. 3) ,得 到 
攻 汪 epreod+ 台 pp omcod 全 12 区 
人 4 11 
引入 记号 
[9 沪 
廊 = | py7Gd，4 = | wo8od， (14.3. 和 9 
从 而 得 出 
ci 一 MA>1cAiy 一 矿 0 一 112 (14.3.5) 
ij=1 


这 是 关于 c; 的 线性 代数 方程 组 , 解 此 方程 组 就 可 得 到 cl ,cz,…， 
cv 把 这 些 数 代 人 表达 式 (14. 3. 2) 就 得 到 第 二 类 弗 雷 德 堆 姆 积分 
方程 (14. 1. 1) 的 近似 解 . 

通常 , 取 开 的 按 某 一 标准 正 交 函数 系 {w'} 的 傅 里 时 级 数 的 部 
分 和 或 K 的 泰勒 级 数 的 部 分 和 作为 近似 退化 核 . 

例 14.3.1 用 近似 退化 核 蔡 代 法 求 积 分 方程 


y(Cz) 一 | sahceycods+ 1 一 六 
的 近似 解 . 
解 ” 对 积分 方程 的 核 KK(Cz,s) 王 sinh(xzs), 用 其 Taylor 级 数 
的 前 三 项 的 部 分 和 


《zs)? ，(Ts)5 


sinh(xzs ) 、z 7Z5 3 5 
来 替代 ,可 取 
ar(Z) 一 立 ， zakCz) 一 xz ias(z) 一 25， 
PCD = sy， (5) = 林 ?， Cs) 一 站 w， 
Cz) 一 1 一 并 


*。775。 


把 近似 解 7 取 为 式 (14,. 3. 2) 的 形式 : 
六 (z) = 一 ciz 十 cz 十 cz 十 1 一 zz， 


利用 公式 (14. 3.4) 计 算出 线性 代数 方程 组 的 系数 及 右 端 项 ,有 
广 = | acoreod = 工 ， 


1 
太一 [aero 一 元， 
1 A 
亢 去 | acoreous = 也 0， 
AAA =|.* 由 = 于 A =| “4 = 志 
j 站 训 12 民 5 
一 6 到 二 = | 下 二 贞 ， 
13 民 ds 7 旦 A2 35 ds 30， 
2 = 上 | 大 ” 志 生 : 
42 58 4 一 本 5， 人 4: 一 ,3 d= 一 ， 
人 = |. 熙 * 三 三 业 < 
4 一 55 业 0，4 一 ,53 粳 一 各 50， 
做 
4 一 外 林业 一 再 50 
于 是 得 到 线性 代数 方程 组 
ca 一 二 oa 十 二 十 了 oa 十 二， 
-= es L 上 
Ce 2 309 十 苔 2 十 烈士 亢 ， 
5 -村 本 [二 本 al | 1 


”8404 1080 13832092 ”23580 
用 和 迭代 法 求解 ,可 得 c 王 0. 3833,cz 一 0. 0273,cs 一 0. 0008 ,由 此 得 
近似 解 y(z) : 

yCz) 一 0.3833z 十 0.0273z2: 十 0.0008z5 十 1 一 妆 ， 
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14.4 基于 解 的 展开 方法 


对 于 积分 方程 (14. 1. 1) 的 解 y(z), 如 果 写 成 
_N 
3(Cz) syw(z) 一 21afmhii(zr)， (14.4.1) 
1 一 1 


其 中 {A(z)} 是 在 天 (a,p) 内 完备 的 . 那么 对 于 充分 大 的 N 以 及 
afw 的 某 种 选择 ,可 以 得 到 方程 (14.1.1) 解 y(z) 的 相当 好 的 近似 
yN( 工 ). 


14.4.1 最 小 二 乘 近似 

根据 一 般 的 最 小 二 乘 近似 (least squares approximation) 原 
理 , 对 于 固定 的 N, 令 

Ta ) 一 | cx (Z) 一 F(z) 一 | Kecz,pywcodq'dr， 
求 yw(z) ,使 其 满足 


minT(acv ). 
CN) 

1 

其 中 am 王 (eftm ,agm ya )T 


根据 式 (14. 4. 1)yw(z) 的 形式 , 置 


9 了 一 ” = 
了 一 0，1i 一 1,2,， 入， 
得 到 关于 af 的 线性 方程 组 


Lpacm 一 和 ， (14. 4.2) 
其 中 


由 
(L 入 )， 一 | 1 


小 
Cj 各) = | rczpcnpdr， i 一 1,2，,N， 


3 





Liz) 一 帮 ( 一 [KGzo9509d， = 12，vN 
方程 组 (14. 4. 2) 是 线性 方程 组 ,但 形成 矩阵 工 全 时 ,需要 计算 多 重 
积分 . 特别 地 , 工 合 包含 了 如 下 的 项 ， 

[ [gc,oncod] [Ke ,poco2ay ]dz. 


这 样 的 项 有 六 个 . 这 样 ,积分 近似 计算 关系 到 最 小 二 乘法 的 工 


作 量 . . 
例 14. 4.1 用 最 小 二 乘法 计算 积分 方程 


y(CZz) 一 Sinz 一 了 zx 十 于 | ycod 


的 近似 解 . 
解 取 六 (z) 一 zj(z) 一 Zi, 有 
y(Cz) sy (CTZ) 一 aa 工 十 aa 


和 
1 [和 
商 六 让 三 感 6 三 于 | 7 
人 


由 此 可 得 到 
了 二 z 一 卫 | rd =zll 一 副 )， 


人 和 4 ee 5 并 
了 (zz) 一 了 二 = ds 一 工 5 文 1278 
这 样 可 以 得 出 线性 方程 组 的 系数 矩阵 及 右 端 向 量 . 
(Ps 了 六 mw， (z))2ds sz 0.59215955， 


和 
(Ps = 和 7 亿 二 上 CLANCz))CLAs(Cz))dzr se 0.87665709， 
和 
(La 可 上 (Li(z))zdz 1.83717689， 


(7 一 ， CU Cz) (sinr 一 了 zjdz 0.45835330， 
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(而 一 [ae 人 (sinz 一 了 zjdz > 0. 60032751. 


把 这 些 代 人 方程 组 (14. 4.2) , 解 出 QrlyQzr2 ,有 
arl 0.9887922， ax 六 一 0. 1450618. 


此 例 中 积分 方程 的 解析 解 为 y(z) 一 sinz, 取 展开 式 的 前 两 项 有 
Sinz 和 1.0 一 过 一 1.0 一 0.166667z:. 


14.4.2 适量 法 


用 和 矩 量 法 (method of moments) 求 积分 方程 (14. 1. 1) 的 近似 
解 时 , 仍 设 {t 思 (z),i 一 1,2,…} 在 2:(a,b) 中 是 完备 的 ,并 假定 它 
们 是 正 交 的 . 设 7(z) 为 方程 (14. 1. 1) 的 近似 解 ,那么 
r(z) = /(z) 一 [5(z) 一 让 Kcz,a >cod] 
称 为 yX(z) 的 剩余 函数 . 一 般 要 求 剩余 函 数 为 零 . 由 于 { 访 )} 在 
42:(a,0) 中 完备 、 正 交 , 因 此 r(z)=0 等 价 于 r(z) 与 六 (z)(i 一 1， 
2,…) 正 交 ， 


在 求 方程 (14.4. 1) 的 求 反 似 解 中 , 仅 涉 及 到 N 个 参数 am (i= 
1,2,…，,N) ,因此 最 好 使 得 


[ 
mvCz) = Foz) 一 [>wCa) 一 让 KCz,oywCs)ds] 
与 前 N 个 函数 请 (z)，…,jwv(z) 正 交 ， 即 
3 
| 六 cepmvcopaz 一 0，L 工 一 1 2,…， 和 N. 


上 面 N 个 式 子 就 导出 了 线性 方程 组 
La 一 jg ， (14.4.3) 


其 中 
6 [ 
CE&p )， = | 六 Czdz 一 | | 放 CzKGzo 访 Godzdr， 
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(jc)， = | 六 (z)7Gz)dr， zi 一 1 2 和 N (14.4.4) 


方程 组 (14. 4. 3) 与 用 最 小 二 乘法 导出 的 方程 组 相似 ,但 矩 量 法 在 
结构 上 更 简单 . 

一 般 函 数 系 { 妨 } 是 完备 的 ,但 不 正 交 . 此 情况 可 以 用 格拉 姆 - 
施 密 特 过 程 正 交 化 . 

假定 { 户 } 是 线性 无 关 的 ,4 )} 是 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 形成 的 正 
交 函 数 系 . 

及 (z) 一 > Th， (14.4.5) 

其 中 了 是 一 个 (三 角形 ) 正 交 化 和 矩阵. 

函数 系 {( 六 ii 一 1,2,…,N 和 (及 一 1,2,…,N)} 张 成 同样 的 
空间 . 令 


NM N 只 下 
3yw(z) 一 2)ahi(z) 一 2 Cr) 一 2) 02) Tihi(z) 
二 站 im ti 一 1 fei 
= 也 ( 袜 二 mo)， (14.4.6) 
= fm 
所 以 有 
可 
Qi 22 21T Gi， 
即 导 


2 一 人 75. 
现在 使 剩 会 函数 rv (z) 正 交 于 { 及 } 中 每 一 函数 ,如 前 面 推 
导 有 
天 gw TCV 一 7 ， 
其 中 
(Ego)， = 人 | 天 cz[ 天 Cn | K(z,9 玉 (9ds]dz 


三 亲人 汪 TaTz| dz) [we -| (zin(s)ds]dz 


二 一 1 1 一 1 
本 和 

一 之 21Ta(CLS)u- 
三 1 1L 一 1 
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由 此 可 知 ， 
了 im 一 ITLITT， 
7 = TH 如 . 
最 后 得 到 
TEA 一 TF 下 Sacm 一 JE 


可 以 看 出 ,此 方程 组 是 与 前 面 一 样 的 . 
例 14. 4. 2 ”用 和 扼 量 法 求 例 14. 4. 1 中 的 问题 . 
解 ”用 例 14.4.1 中 同样 的 近似 解 形式 


yc (z) 一 ac Z 十 ac， 
其 系数 cc ,ac, 用 方程 组 (14. 4. 3) 来 求解 函数 
小 
忆 (z) -| 天 人 国生 二 LRCzy， ET 

已 在 例 14. 4. 1 中 给 出 ,把 它们 代 和 人 式 (14.4.4), 有 

(Le) = 0.8746586， (Le)。 = (Le)n 1.2948801， 

(Loc): 一 2.4563313; 

Je 一 0.6770180， Js 0.9240475. 


求解 线性 方程 组 (14. 4. 3) 得 
ac 0.9887920， ac, 一 一 0. 1450620. 


2 


可 以 看 出 ,其 解 与 最 小 二 乘 近似 得 到 的 解 相当 符合 . 
14.5 ”特征 值 问题 


用 数值 方法 求解 积分 方程 
[Kezpycods = Ky(z) (14.5.1) 


的 特征 值 < 和 特征 函数 . 其 中 ao ,2 为 有 限 的 常数 , 开 (zys) 为 给 定 
。781 。 


的 核 . 

求解 方程 (14. 5. 1) 的 数值 方法 将 会 产生 有 限 个 近似 特征 值 
5ca En 以 及 相应 的 特征 函数 . 由 于 方程 (14. 5. 1) 将 有 可 数 
的 无 限 多 个 解 ,因此 我 们 不 能 完全 地 求解 .通常 可 以 得 到 模 最 大 的 
特征 值 及 相应 的 特征 向 量 . 如 果 两 个 或 多 个 特征 值 相互 靠近 ,或 有 
多 重 特征 值 ,那么 求 相 应 的 近似 特征 函数 将 很 困难 . 

数值 积分 方法 来 求解 方程 (14. 5. 1) 的 近似 特征 值 和 近似 特征 
向 量 并 不 是 很 好 的 方法 ,但 此 方法 是 最 直接 和 最 简单 的 . 

选取 适当 的 数值 求 积 公 式 


| F(z)dzx y AIF(z) (14.5.2) 
。 k=1 
代 人 方程 (14. 5. 1) 中 的 积分 ,得 
AKCryrt) Cre) 一 有 7(z)， 
二 王 】 


其 中 上 ,7 分 别 是 积分 方程 (14.5.1) 中 的 < 和 > 的 近似 值 . 特别 地 ， 
令 z= 一 Ziyzz yz, 则 得 到 一 个 代数 特征 值 问题 


AKCzyzo 7Cz) 一 ECz) (0 一 1,2，v7). 
业 一 1 


(14. 5.3) 
此 式 可 以 写成 矩阵 形式 
天 卫 广 一 上 了 ， (14.5.47) 
其 中 
开 (zlyzi) 天 (zz) … 下 (ziyzo) 
及 并 (zzyzi) KK(zoz) … 天 (zayzs) 
zy) … 天 (zozo) 


也 一 diag(4A, 4: ，…,A4,)， 


方 一 (7 ys， 太一 六 (zi). 
如 果 核 狼 是 实 对 称 的 ,那么 可 以 把 式 (14. 5. 4) 改 写 为 
(DtKDt) 太一， (14.5.5) 
其 中 z 一 D+7. 由 于 矩阵 D+KDt 是 实 对称 和 矩阵, 因此 特征 向 量 和 
特征 值 容 易 求 出 . 
例 14.5$.1 求 积 分 方程 
[fa 一 3xrs)y(s)ds 一 ky(z) 


的 近似 特征 值 和 相应 的 近似 特征 函数 . 
解 ” 取 求 积 公 式 (14. 5. 2) 为 梯形 公式 ,并 把 它 代 人 积分 方程 ， 
那么 对 每 个 工 得 


了 7(0) 十 去 G 一 3z) 3(1) = E7(z)。 〈14.5.6) 


特别 地 , 取 z=0,1, 则 得 方程 组 

开 
2 y(0) 
(1) 


y(0) 
(1) 


< 














记 
1 
到 一 1 
容易 求 出 特征 值 为 一 了 十 YL3 ,相应 的 特征 函数 了 可 由 (0)， 


7(1) 及 式 (14. 5. 6) 得 到 ， 
由 于 梯形 公式 误差 较 大 ,因此 所 得 到 的 特征 值 及 相应 的 特征 
函数 误差 也 较 大 . 


取 夏 一 亏 的 复 化 梯形 公式 ,可 以 得 到 


于 3(O) 十 去 (1 一 总 z)7( 去 ) 十 二 1 一 3z) 51) = 7(z). 
取 z=0, 冯 ,1, 则 得 线性 代数 方程 组 
， 783 。 


直人 
4 2 4 |f 7(00) 方 (0) 
1 1 _ 工 |>f( 寺 | -=|>1 工 
4 8 8 了 (过 ) 人 了 (去 ) 
了 7(D) 
44 4 2 
或 可 以 写 做 对 称 形式 
1 娄 工 
4 4 4 |fz(0) 字 (0) 
刀 工 _ 迪 |zf2|-=|z/ 工 
证 -人 z( 翅 ) 这 (去 ) ， 
1 W2 1 过 (1) 元 《 六 
浅 2 


其 中 

(so ,z( 去 ),zCD) = (这 > Fo), 吉 了 (去 ), 去 3G)) 
可 以 求 出 其 特征 值 为 一 志士 Y88 ,0, 仿 照 前 面 方法 可 以 求 出 相应 
的 特征 函数 


14.6 第 二 类 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 的 数值 积分 法 


考虑 第 二 类 线性 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 (linear Volterra integral 


equation of second kind) 
y(Cz) 一 [|KczpyCods+Fen)， (14.6.1) 


假定 其 解 是 要 求 在 有 限 区 间 [a, 妇 上 , F(z) 在 [ca, 妇 上 连续 ,KCz,s) 
在 o 委 :和 z 私 9 上 连续 . 
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14.6.1 用 多 步 法 解 第 二 类 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 
设 zx=, 采 用 等 臣 节点 ze 一 0,zr 一 钠 , 大 一 1,2,…，. 相应 
求 积 公式 记 为 
「Feou= AsFzn = 六 AsF( 有 大)，(14.6.2) 
把 公式 (14.6. 2) 代 人 积分 方程 (14. 6. 1) 的 积分 中 ,可 以 得 到 


(Ci) 一 》 4 区 (Cj 及) 广 ( 硕 ) 十 Fa 大) 


业 =0 


把 上 式 改 写 为 多 步 法 的 一 般 公 式 , 有 
[1 一 AKC 大 )] 7Cz) 
一 AKC 及 ) (大 ) 十 Co) (14.6. 3) 


二 一 0 


特别 地 ,把 等 距 求 积 公 式 (14. 6.2) 取 为 复 化 梯形 公式 ,那么 , 公 
式 (14.6.3) 简 化 为 


| 
站 一 二 AKCah ah) ]7Cnh) 一 六 Kah 类 ) 5 大 ?十 


二 一 工 
到 AKCnh ,0) 方 (0) 十 FCzj). 


(14. 6.4) 
由 于 从 积分 方程 可 以 得 到 y(0)= .六 0), 因 此 这 个 公式 开始 计算 特 
别 容 易 ,y(h) ,7y(2A)，…, yi) 都 可 从 公式 (14. 6. 4) 递 推 地 
求 出 ， 
例 14.6.1I 在 区 间 [0,2] 上 ,使 用 ”=20 的 复 化 梯形 公式 求 
积分 方程 


yCr) 一 人 豆 ry(s9)ds 十 z， 下 2 


的 近似 解 . 
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解 ”首先 ,由 于 y(0) 王 0, 利 用 公式 (14. 6.4) 有 


D 一 0.05xX 二 (0. 0D:]7co. 1) 
1 


一 0.1 十 0.05 义 言 X0.1X0X7(0) 一 0.1， 


因此 
y(0. 1) 一 0. 10001. 

同样 可 以 得 出 

(0.2) 一 0.20012， 7(0.3) 一 0.30057，…， 
. y(1.9) 一 3.00564， 7(2) = 3.41463. 
此 例 积分 方程 的 精确 解 为 

y(CZ) 一 zexp( 到 ). 

因此 可 以 得 到 误差 估计 


广 (0. 3) 一 y(0.3) 一 0.30057 一 0.30054 = 0.00003， 
y(1.9) 一 y(1.9) 一 3.00564 一 3.00152 = 0.00412. 
为 了 更 精确 地 计算 ,必须 用 高 阶 求 积 公式 来 代替 复 化 梯形 公 
式 , 但 是 ,使 用 高 阶 求 积 公 式 必 须 有 一 个 特殊 的 开始 方法 . 最 常用 
的 是 戴 依 方法 (Day method) ,计算 y(h) ,7(2h),7(C3A) 的 公式 有 : 


方 (有 一 站 [ 天 (40)7CO) 十 


4K(A ,二 ij KCahayn ] 十 FiD， 
〈14. 6.5) 


其 中 
2 一 AK (0)7CO) 十 Ch)， 


oa = 到 hCKCLO)7(0) 二 FA7， 


2 = 卫 [ 天 ( 羡 4,0) Fo) 十 
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K( 坟 (全 ro+ 吉 + 


(21) 一 于 hi[LK (2h,0)7C0) 十 4K(2h,) 了 Ch) 十 


玉 C2h,2j)ya ] 十 FC27)， (14.6.6) 


其 中 
32t 一 2AK (2j, 关 ) (Ah) 十 jC2A)， 


(3j 一 号 A[KC3h,0)7C0) 十 3K(3hj) (CD) 十 


3K(3j,21) 了 (21) 十 下 (3h,3A) ya | 十 FC37)， 


(14.6.7) 
其 中 


yal 一 羡 hLKC3A) 3(h) 十 天 (3h,2A) 7(2 关 十 大 31). 


戴 依 方法 与 复 化 辛普森 求 积 公式 的 联合 使 用 ,改善 了 求解 的 
精度 . 但 是 ,由 于 复 化 辛普森 求 积 公式 仅 适 用 于 总 数 个 等 距 节点 ， 
所 以 ,对 偶数 个 节点 的 情况 ,可 采用 3/8 辛普森 求 积 公式 . 

例 14.6.2 在 区 间 [0,2] 上 使 用 节点 距 h=0. 1 的 辛普森 求 
积 公式 和 3/8 辛普森 求 积 公式 计算 积分 方程 


yz 一 | 于 zy(9ds 十 z， 并 二 0 
的 近似 解 . 
解 由 于 /=0.1,K(z,5) 一 二 zs, 所 以 首先 采用 戴 依 方法 来 


确定 y(h) ,得 
Dll 一 0. 1， 


加 一 0.1 各 0 05[0 十 言 (0. 5"]= 0. 10001， 


yu 一 0.05 于 员 025[ 0 十 言 (0. 05)2: X (0 十 0. 05) ] 0.05， 


y(h) 一 y(0.1) 
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一 0.1 十 言 (0.D[o+4X 吉 X0.1X0.05X0.05 十 


去 xo.1X0.1X0.10001] 


一 0. 10001. 

利用 辛普森 公式 计算 ,有 

六 (2A) 一 (0. 2) = 0. 20011, 
再 用 3/8 辛普森 公式 计算 ,有 

7(3A) 一 了 (0.3) 一 0. 30054， 

在 整个 求解 过 程 中 ,7(0.4),7(0.6),…,7(2.0) 是 用 辛普森 
公式 计算 ,而 7(0. 5),7(0.7),…,7(1.9) 则 皆 用 3/8 辛普森 公式 
进行 计算 . 

为 进行 比较 ,在 表 14. 1 中 列 出 了 本 例 的 数值 结果 、 积 分 方程 
的 精确 解 以 及 用 复 化 梯形 求 积 得 到 的 结果 . 


表 14.1 











0. 00000 0. 00000 0. 00000 








































0.1 0. 10001 0. 10001 0. 10001 
0.2 0. 20011 0. 20012 0. 20011 
0. 3 C. 30054 0. 30057 0. 30054 
0.6 0. 60870 0. 60883 0. 60870 
0.9 0. 94482 0. 94514 0. 94482 
1.2 1. 34652 1. 34720 1]1. 34652 
1.5 .57849 1.87993 1.87849 
1.8 2. 65538 2. 65582 2. 65538 
1.9 3. 00152 3. 00564 ” 3.00154 
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表 14. 1 虽然 没有 把 全 部 计算 结果 列 出 ,但 可 以 看 出 ,采用 辛 
普 森 公式 比 复 化 梯形 公式 要 精确 得 多 . 
"788 
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0 一 . (zl) 十 于 KCzo ya) 5 十 


2K(Czh yzst 了 360 十 2 区 (ztlyZot)28 ”十 


天 (zi ZL)ycG (14. 6.9) 
那么 ,第 二 类 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 在 z 一 ref 的 近似 解 7 可 以 表示 为 
CzohH) 一 y%9. (14. 6. 10) 


例 14.6.3 ”用 龙 格 - 库 塔 型 方法 求 积分 方程 
y(C) 一 于 rsy(s)ds 十 z， 工 二 .0 


的 解 在 z 一 心 一 认 (h 一 0.1, 一 0,1,2,…，,20) 的 近似 值 . 
解 ” 按 公式 计算 ,得 
3 一 0， 


wp = 0.05 十 0.05X 坦 X0.05X0X0 一 0.05， 


yi2 一 0.05 十 0.05 义 喜 义 0.05， A 0.05， 


yo 一 0.1 二 0.1X 土 X0.1X0.05: ~ 0.10001， 


5 
于 是 有 


(0.1D) sy 一 0.1 十 工 


于 xx0.1X( 言 x0.1X0X0+ 


2x 幸 xo.1X0.05X0.05 十 2X 癌 xo.1x 


0.05X0.05 十 于 xo.1Xx0.1X0.10001) = 0.10001. 


类 似 地 ， 
yt 一 0.10001， 3 = 0.15002， 


y2 一 0.15004， 3 = 0.20010， 


于 是 有 
7(0.2) > yi 一 0.20010. 
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14.6.2 用 龙 格 - 库 塔 型 方法 解 第 二 类 沃 尔 泰 拉 积分 方程 


积分 方程 
y(Z) 一 ce 一 Z)y(s)ds 十 wa 十 Brz 


等 价 于 常 微分 方程 的 初 值 问题 
y(z) 十 y(z) 一 0，y(0) = 一 a，yY(0) 一 及 
由 此 可 以 采用 类 似 于 求解 常 微分 方程 的 办 法 来 求解 积分 方 
程 .采用 高 阶 求 积 公 式 的 多 步 法 必须 使 用 特别 的 开始 步 又 ,这 是 很 
不 方便 的 . 此 外 ,改变 步 长 也 不 容易 . 采用 龙 格 - 库 塔 型 方法 来 求 
解 积分 方程 


y(z) = [eze,pycods+ Fn， 


可 以 克服 多 步 法 的 缺点 ,用 龙 格 - 库 塔 型 方法 来 求解 ,有 不 同 的 形 
式 . 例如 ,使 用 布 泽 公式 (Pouzet formula). 令 


《n) 《4)》 


Da 一 yn-; (3597 Se (xzo)) - 


《0) 


3 一 忆 (zot) 十 去 MK (zivzo)o9 ， 
《14.6.8) 


(1) 


52 = 已 (zet4) 十 二 MK (Crotf szott)35， 


35 一 FE (zerl) 十 AKCzoriyZa+)302 ， 


其 中 
1 一 ] 
F,(z) = FCz) 十 于 4 人 RE 光 OL 
70 
2K(zyzi+ 寺 )27 十 2K(zyzi+ 二 )32 十 
天 (> ,区间 呈 夫 3 
Fo(z) 一 大 (z). 
设 
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其 余 近 似 值 仿 此 可 求 出 . 在 一 些 点 上 计算 的 结果 见 表 14. 2. 


表 14.2 






1.06894 
1.06894 










[| 
oo | 

由 数值 结果 可 以 看 出 ,这 个 方法 相当 精确 ,但 是 在 计算 过 程 
中 ,函数 值 计 算 次 数 多 , 耗 时 也 多 . 
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附录 数学 软件 Matlab 简介 


Matlab 是 Matrix Laboratory( 和 矩阵 实验 室 ) 的 缩写 , 它 是 由 美 
MathWork 公司 于 1967 年 推出 的 数学 软件 , 现 已 发 展 成 为 适 
用 于 多 种 类 型 计算 机 的 软件 平台 ,而 且 是 集 数 值 计 算 功 能 、 符 号 计 
算 功 能 和 计算 机 可 视 化 为 一 体 的 最 强大 的 .最 有 吸引 力 和 最 广泛 
的 科学 计算 语言 . 这 里 仅 给 出 与 本 手册 内 容 有 关 的 函数 命令 及 注 
释 ,使 用 时 需 深 入 了 解 每 条 命令 的 输入 、 输 出 参数 或 格式 ,可 借助 


于 Matlab 软件 的 “help” 功 能 或 参考 有 关 资 料 . 
1 矩阵 和 矩阵 分 析 


ZeTOS 
ones 
eye 
hilb 
toeplits 
vander 
jordan 
rand 
randn 
Size 
length 
ndims 
diag 
tril 
triu 
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零 矩 阵 

全 1 和 扼 阵 

单位 矩阵 

希 尔 伯 特 矩阵 

特 普 利 茨 和 矩阵 
范 德 蒙 和 矩阵 

若 尔 当 标准 型 
均匀 分 布 随机 阵 

正 态 分 布 随机 阵 

和 矩阵 大 小 

和 矩阵 长 度 

维 数 
生成 对 角 阵 和 和 矩阵 对 角 向 量 
产生 (提取 ) 下 三 角 部 分 
产生 (提取 ) 上 三 角 部 分 


rank 

trace 

norm 

cond 
condest 
rcond 

det 

inV 

2 反 值 和 氢 合 
interp1l 
interp2 
interp3 
interp4 
interp5 
interft 

icubic 

spjline 

ppval 

polyfit 
leastsq 

3 数值 积分 
quad 

quad8 
dblquad 

4 方程 求 根 
roots 

fzero 

fmin 


矩阵 的 秩 

矩阵 的 迹 
矩阵 或 向 量 范 数 

和 矩阵 的 条 件数 
矩阵 的 1- 条 件数 

条 件数 的 倒数 

和 矩阵 行列 式 的 值 
非 奇 异 方 阵 的 道 矩 阵 


一 维 插值 

二 维 插 值 

二 维 双 调 和 数据 插值 
二 维 双 线 性 插值 

二 维 双 三 次 插值 
一 维 FFT 插值 

一 维 三 次 插值 

三 次 样 条 插值 

分 段 多 项 式 插值 

多 项 式 曲 线 拟 合 


非 线性 最 小 二 乘 曲线 拟 合 


自 适应 辛普森 法 
自 适应 牛顿 - 科 英 法 
二 重 积分 


求 多 项 式 的 根 ( 实 和 复 ) 
单 变 量 函 数 的 根 


单 变量 画 数 的 局 部 极 小 值 


fmins 


多 变量 函数 的 局 部 极 小 值 


5 线性 方程 组 的 直接 法 


A\b,b/A 


nnls 

lu 
luinc 
chol 
cholinc 
qr 


列 主 元 高 斯 消去 法 求 方程 组 hx 一 疙 的 解 
向 量 x 

在 最 小 二 乘 意义 下 求 方程 组 hx 一 的 解 
高 斯 消去 法 对 和 矩阵 作 LU 分 解 - 

矩阵 的 不 完全 LU 分 解 

对 称 正定 矩阵 的 楚 列 斯 基 分 解 

对 称 正 定 矩 阵 的 不 完全 楚 列 斯 基 分 解 
矩阵 的 QR 分 解 


6 线性 方程 组 的 选 代 法 


PCcg 

bicg 
bicgstab 
cgs 
gmres 


gDT 


预 处 理 共 配 梯度 法 

Bi 共 印 梯度 法 

了 稳定 共 斩 梯 度 法 

二 次 共 配 梯度 法 

广义 极 小 残余 法 即 GMRES 法 
准 最 小 残余 量 


7 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 计 算 


poly 

eig 

eigs 

eig(A,B) 
[u, 口 =eig(A,B) 


svd 
svds 


hess 
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特征 多 项 式 

特征 值 和 特征 向 量 

特征 值 

(4 ,如 ) 的 广义 特征 值 

矩阵 & 的 列 为 (4,B) 的 广义 特征 向 量 ,/ 
为 广义 特征 值 

奇异 值 分 解 

奇异 值 

对 和 气 阵 4, 生 成 一 个 海 森 伯 格 形式 的 矩阵 
互 及 一 个 酉 阵 忆 ,使 4 一 PHP.4 和 百 有 


schur 


相同 的 特征 值 

Schur 分 解 . 产 生 一 个 Schur 形 和 矩阵 T 和 
一 个 酉 阵 避 ,使 4==UTUT. 若 4 是 复 的 ,得 
到 一 个 复 的 Schur 上 三 角 阵 T, 其 对 角 线 
元 素 为 4 的 特征 值 . 若 4 是 实 的 ,得 到 一 
个 实 的 Schur 形 矩 阵 , 对 角 线 为 1 阶 和 2 
阶 块 矩阵 


8 非 线 性 方程 组 的 数值 解法 


fsolve 


numjac 


非 线性 方程 组 数值 解 
数值 计算 雅 可 比 和 矩阵 


9 常 微分 方程 数值 解 


ode23 


ode23s 
ode45 


odel13 


odel5s 
bvp4c 
odephas2 
odephas3 


用 2 阶 和 3 阶 龙 格 - 库 塔 法 求解 非 刚性 常 
微分 方程 初 值 问题 

同 ode23 且 给 出 结果 的 图 形 

用 4 阶 和 5 阶 龙 格 - 库 塔 法 求解 非 刚 性 常 
微分 方程 初 值 问题 

用 变 阶 方法 求解 非 刚 性 常 微分 方程 初 值 
问题 

同 odel13 且 给 出 结果 的 图 形 

用 配置 法 求解 常 徽 分 方程 边 值 问题 

二 维 相 平 面 输出 函数 

三 维 输出 本 数 


注 : 如 果 没 有 判定 问题 是 否 为 刚性 的 , 则 首先 试用 ode45 , 然 


后 再 试用 odel15s, 


10 ” 偏 微分 方程 数值 解 


poisolv 


二 维 泊 松 方程 的 数值 解 


详 见 Matlab PDE 工具 箱 
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11 其 他 软件 包 和 软件 


Mathematic 
Maple 
Linpack 
Eispack 
LApack 
Netiib 
Arpack 


Svdpack 


Pcgpack 
王 LLpack 


Fishpack 
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长 于 符号 计算 

长 于 符号 计算 

线性 代数 方程 组 的 数值 解 

数值 计算 稠密 特征 值 问 题 

基于 Linpack 和 Eispack 且 吸 收 了 更 多 现 
代 算 法 . 达到 更 高 精度 ,更 健壮 , 有 更 多 
功能 

有 计算 大 型 稀 朴 特征 值 问 题 的 兰 乔 斯 算 
法 软件 

有 计算 大 型 稀 朴 非 对 称 特 征 值 问题 的 
Arnoldi 算法 软件 

有 计算 大 型 稀 朴 矩阵 的 奇异 值 和 向 量 的 
兰 乔 斯 法 和 子 空间 选 代 法 

线性 方程 组 的 预 处 理 共 斩 梯 度 法 

求解 各 种 二 维和 三 维 椭圆 型 边 值 问 题 的 
专用 软件 包 

在 各 种 坐标 下 快速 求解 二 维 亥 姆 霍 兹 解 
算 器 


外 国人 名 表 
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外 文 一 中 文 名 词 索 引 
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A-stable/A- 稳 定 10.9.2 

4o-stable/A,- 稳 定 10.9.2 

A(a)-stable/A(c)- 稳 定 10.9.2 

absolutely stable/ 绝 对 稳定 10.4.8 10.5.7 

absolute error/ 绝 对 误差 1.2.2 

acceleration convergence parameter/ 加 速 收 伍 参 数 7.7.2 

Adams method/ 亚 当 斯 方法 10.5.2 

Adams-Bashforth method/ 亚 当 斯 - 巴 什 福 思 法 10.5.2 

Adams-Moulton method/ 亚 当 斯 - 莫 尔 顿 法 10.5.2 

Adams fourth-order predictor-corrector method/ 亚 当 斯 四 阶 预 测 -校正 法 
10. 6. 2 

Adaptive Simpson quadrature/ 自 适应 辛普森 方法 4.9.1 

adaptive quadrature/ 自 适应 积分 法 4.9 

adjoint injection/ 伴 随 映 射 13.4.S 

Aitken's extrapolation acceleration method/ 艾 特 肯 外 推 加 速 法 ”8.3.2 

Aitken A? method/ 艾 特 肯 加 速 方法 ( 即 A: 加 速 方法 ) 5.3.1 

alternating direction implicit iteration method/ 交 替 方 向 隐 式 迭代 法 (简称 
ADI 法 ) 7.7.3 

alternating direction implicit scheme/ 交 替 方 向 隐 式 格式 12.4.2 

ampljification factor/ 增 长 因子 12.2.2 

analytic treatment of singularity/ 奇 异性 的 解析 处 理 4. 10.3 

approximately factored scheme/ 近 似 因 子 分 解法 12.2.4 

area coordinate/ 面 积 坐 标 12.4.3 
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Arnoldi algorithm/ 阿 诺尔 德 算法 “7.11.3 

Arnoldi fuli orthogonalization method/ 阿 诺尔 德 完全 正 交 化 法 (简称 阿 诺 尔 
德 -FOM 法 ) 7.11.3 

Arnoldi incomplete orthogonaljization method/ 阿 诺尔 德 不 完全 正 交 化 法 ( 简 
称 阿 诺尔 德 -IJOM 法 ) 7.11.3 

asynchronous algorithm/ 异 步 算 法 1.5.1 

average convergence rate/ 平 均 收敛 率 7.1 


ball Newton method/ 球 形 牛 顿 法 9.10 
backward difference/ 向 后 差分 2.5.1 
backward error analysis/ 向 后 误差 分 析 1.3.3 6.9.4 
Baistow method/ 贝 尔 斯 托 法 ( 劈 因 子 法 ) $.11 
basic convergence/ 基 本 收敛 ”8.4.1 
basis function/ 基 函数 12.4 2.2.1 
一 of bilinear interpolation/ 双 线性 插值 一 12.4.4 
of biquadratic interpolation/ 双 二 次 插值 一 12.4.4 
一 of cubic interpolation/ 三 次 捅 值 一 12.4.3 
一 of linear interpolation/ 线 性 插值 一 12.4.2 
一 of quadratic interpolation/ 二 次 插值 一 12.4.3 
Beam-Warming scheme/ 比 妈 - 沃 明 格 式 12.2.3 
Bernoulli method/ 伯 努 利 方法 “5. 19 
Bessel formula/ 贝 塞 尔 公 式 ”2.5.5 
best rational approximation/ 最 佳 有 理 和 逼 近 3.11 
bisection method/ 二 分 法 5S.1.2、 
boundary condition/ 边 界 条 件 12.1.1 
boundary-value problem/ 边 值 问 题 12.1.1 
Brent method/ 布 伦 特 方法 9.4.2 
Brouwer fixed point theoremy/ 布 劳 维尔 不 动 点 定理 9.2.2 
Brown method/ 布 朗 方法 9.4.1 
Broyden method/ 布 罗 依 登 法 9.7.2 


1 
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Broyden-FletcherGoldfarb-Shannon algorithm/BFGS( 布 罗 依 登 - 弗 菜 彻 - 哥 德 
法 布 - 香 诺 ) 算 法 ”9.12.5 

了 -spline of degree &/R 次 忆 样 条 2.9.2 

Bui method/ 布 意 方法 10.9.3 

Butcher method/ 布 特 切 尔 方法 10.4.7 


C 


change of the variable of integration/ 积 分 变量 替换 4.10.1 
Chebyshev polynomial/ 切 比 雪夫 多 项 式 8.9 
Chebyshev polynomial/ 切 比 雪 夫 多 项 式 3.4.3 
一 of second kind/ 第 二 类 一 3.4.4 
Chebyshev series/ 切 比 雪夫 级 数 3.6.2 
Chebyshev theorem/ 切 比 雪夫 定理 3.2.2 
Cholesky factorization method/ 楚 列 斯 基 分 解法 6.6.3 
circular iteration method/ 圆 盘 和 迭代 法 ”5.13 
closed Newton-Cotes formulas/ 闭 型 牛顿 - 柯 茨 公式 ”4.2.5 
coarse-grid correction/ 粗 网 修正 (简称 CGC) 13.1.3 
compjlete LU factorization/ 完 全 LU 分 解 ( 即 杜 利 特 尔 分解 ) 7.6.2 
complete block factorization/ 完 全 块 因 子 分 解 7.8 
completely labeled simplex/ 全 标号 单纯 形 9.9 
composite numeriral integration/ 复 合 求 积 方法 4.3 
composite Simpson rule/ 复 合 辛普森 公式 ”4.3.2 
composite trapezoidal rule/ 复 合 梯形 公式 4.3.1 
conjugate gradient method/ 共 斩 梯 度 法 (简称 CG 法 ) 7.9.3 
precondition 一 / 预 处 理 一 (简称 PCG 法 ) 7. 10.1 
consistency/ 相 容 性 10.2 12.2.2 
condition number/ 条 件数 6.9.1 
matrix 一 /矩阵 一 6.9.1 
spectral 一 / 谱 一 6.9.1 
continuation/ 延 拓 法 9.8.1 
continued fraction/ 连 分 式 3.10 
contraction mapping/ 压 缩 映 射 ”9.2.2 
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Courant-Friedrichs-Lewy condition/ 库 翩 - 弗 里 德里 希 斯 - 勒 维 条 件 12.2.2 
convection equation/ 对 流 方程 12.2.1 
convection diffusion equation/ 对 流 扩 和 散 方程 12.3.1 
convection-diffusion equation difference scheme/ 对 流 - 扩 散 方 程 差分 格式 
12.3.3 
convergence/ 收 敛 性 10.2 12.2.2 
convergence factor/ 收 敛 因 子 9.2.1 
Crank-Nicolson scheme/ 克 拉克 - 尼 科 尔 森 格式 12.3.2 
cycjle reduced method/ 循 环 约 简 法 6.7.1 
partitioned 一 / 块 一 6.7.2 


D 


DavidomrFletcherPowell algorithm/DFP( 达 维 顿 - 菜 菲 彻 -鲍威尔 ) 算 法 
9. 12.5 

Day method/ 戴 方法 14.6.1 

defect/ 亏 损 量 13.1.1 

descent algorithm/ 下 降 算法 ”9.12.2 

diagonal form of partitioned tridiagonal matrix/D- 型 分 块 三 对 角 和 矩阵 7.4.2 

diagonalizable matrix/ 可 对 角 化 矩阵 8.I.4 

difference operator/ 盖 分 算 子 12.4.1 2.5S.1 

diffusion equation/ 扩 散 方 程 12.3.1 

discrete Fourier transformation/ 离 散人 很 里 叶 变 换 ( 简 称 DFT) 3.9.1 

discrete Newton method/ 离 散 牛 顿 法 9.3.3 

domain of dependence/ 依 赖 区 域 12.2.2 

Doolittle factorization method/ 杜 利 特 尔 分 解法 6.6.1 

DuFortrFrankel scherme/ 杜 福特 -弗兰克 尔格 式 12.3.2 

D'Alemberts formula/ 达 朗 贝 尔 公 式 12.2.1 


下 


efficiency/ 效 率 和 2.1 

eigenfunction/ 特 征 函 数 14.1 

eigenvalue/ 特 征 值 8.1.1 
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eigenvalue of the kernel/ 核 的 特征 值 14.1 
elementary matrices/ 初 等 矩阵 6.2.3 
elliptic edquation/ 椭 贺 型 方程 证 汪 -和 
embedding method/ 由 人 法 9.8.1 
envelope storage/ 包 络 存储 6.8.3 
error/ 误 差 1.2 
~ bound/ 一 界 1.2 1.3.1 1.3.2 
essential boundary condition/y 本 质 边 界 条 件 11.4.1 
Euler method/ 欧 拉 方 法 “10.2 
Backward 一 /后 退 一 10.3.2 
Implicit 一 / 隐 式 一 10.3.2 
Modified 一 /改进 的 一 10.3.2 
expjlicit scheme/ 显 式 格 式 12.2.2 


F 


fast Fourier transformation( 简 称 FEFT)/ 快 速 傅 里 时 变换 3.9.2 
Filon method/ 菲 隆 方法 4.11.2 

finite element method/ 有 限 元 方法 11.5 

fixed point/ 不 动 点 S$.2.14 9.2.1 

fixed-point iteration method/ 不 动 点 选 代 法 5$.2.1 
forced boundaryy 强 加 边界 条 件 11.4.1 

forward difference/ 向 前 差分 2.5.1 

forward error analysis/ 向 前 误差 分 析 1.3.3 6.9.4 
Frechet derivative/ 弗 雷 坎 导数 (下 -导数 ) 9.1.3 

fu multigrid/ 完 整 的 多 重 网 格 法 (简称 FMG 法 ) 13.3 
fuil approximation storage melthod/FAS 法 13.5.2 


G 


Gateaux derivative/ 吉 托 导 数 (( 导数 ) 9.1.3 
Gaussian elimination/ 商 斯 消去 法 6.3 
seduential 一 /顺序 一 6.3 
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partial 一 /部 分 选 主 元 一 6.4 
complete pivoting 一 /完全 选 主 元 6.4 
partial 一 for band system of equations/ 带 型 方程 组 的 部 分 选 主 元 一 6.7.3 
Gauss forward difference formula/ 高 斯 向 前 差分 公式 2.5.3 
Gauss backward difference formula/ 高 斯 向 后 差分 公式 2.5.3 
Gauss-Jordan elimination/ 高 斯 - 若 尔 当 消 去 法 6.5 
Gauss-Hermite formula/ 高 斯 - 埃 米 尔 特 公式 ”4.5.5 
Gauss-Laguerre formula/ 高 斯 - 拉 盖 尔 公 式 4.5.4 
Gauss-Legendre formula/ 高 斯 - 勒 让 德 公 式 ”4.5.2 
Gauss-Lobatto formula/ 高 斯 - 洛 巴 托 公 式 4.6.2 
Gauss-Newton method/ 高 斯 -牛顿 法 9.13 
Gauss-Radau formula/ 高 斯 - 拉 道 公式 ”4.6.1 
Gauss quadrature formula/ 高 斯 求 积 公式 ”4.5.1 
Gauss-Seidel iteration method/ 高 斯 - 赛 德 尔 选 代 法 (简称 GS 法 ) 7.3 
Gear method/ 吉 尔 方 法 10.9.3 
generalized Fourier series/ 广 义 傅 里 叶 级 数 3.6.1 
generalized Laguerre formula/ 广 义 拉 盖 尔 公 式 ”4.12.3 
generalized Richardson iteration method/ 广 义 里 查 森 法 (简称 GRF 法 ) 7.2 
generalized minimasl residual algorithm/ 广 义 极 小 残余 算法 (简称 GMRES 法 ) 
7. 12 
generalized eigenvalue problemy 广 义 特征 值 问题 8 
Gil method/ 基 尔 方法 10.4.4 
global truncation error/ 整 体 截 断 误 差 10.2 10.5.1 
Gragg extrapolation method/ 格 拉 格 外 推 方法 10.7.2 
Gram determinant/ 格 拉 姆 行列 式 3.4.1 


Hear condition/y 哈 尔 条 件 3.2.2 3.8.2 
HammerHollingsworth method/ 哈 默 - 荷 令 斯 沃 思 法 10.4.7 
Hamming method/ 汉 明 方法 10.4.5 
Hamming predictor-corrector method/ 汉 明 预 测 -校正 方法 “10.6.2 
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Hermite interpolation polynomial/ 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 2.6.1 
Heun method/ 休 恩 方 法 10.4.2 

Heun third-order method/ 休 恩 三 阶 方法 10.4.3 

Hilbert matrix/ 希 尔 伯 特 矩阵 3.5 6.9.2 

Halder continuation/ 赫 尔 德 连续 9.13 

homotopy mapping/ 同 伦 映射 9.8.1 

Horner algorithm/ 秦 九 妆 算法 (Horner 算法 ) 1.4.3 5.8.1 
Householder change/ 豪 斯 堆 尔 德 变换 8.2.2 

Huta method/ 休 塔 方法 10.4.5 

hyperbolic equation/ 双 曲 型 方程 12.2.1 


工 


训 -conditioned matrix/ 病 态 矩 阵 6.9.1 
ij-conditioned polynomials/ 病 态 多 项 式 5.14 
ii-conditioned system of equations/ 病态 方程 组 6.9.1 
implicit scheme/ 隐 式 格 式 12.2.3 
implicit method/ 隐 式 方 法 10.1.2 
incomplete LU factorization/ 不 完全 LU 分 解法 7.6.2 
incompilete block factorization/ 不 完全 块 因子 分 解 7.8 
incomplete Cholesky conjugate gradient/ 不 完全 楚 列 斯 基因 子 分 解法 (简称 
ICCG 法 ) 7.10.2 
initial condition/ 初 始 条 件 10.4.1 
initial value problem/ 初 值 问题 10.1.1 
inner product/ 内 积 3.4.1 
instability/ 不 稳定 性 5.14 
interpolation operator/ 捅 值 算 子 13.1.2 
interpolated function/ 被 播 函 数 2.1.2 
一 of cubic spline/ 三 次 样 条 一 2.9.3 
interpolation polynomial/ 插 值 多 项 式 2.1.2 - 
interval analysis method/ 区 间 分 析 法 1.3.3 
interval iteration method/ 区 间 和 迭代 法 9.10 
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interval of absolute stability/ 绝 对 稳定 区 间 10.4.8 10.5S.7 
inverse interpolation/ 反 播 值 法 2. 10 

inverse power method/ 反 畦 法 8.3.4 

inverse divided difference/ 倒 差 商 2.11.2 

irreducible matrix/ 不 可 约 矩 阵 7.2 

isoparametric element/ 等 参数 单元 12.4.5 

iterated kernel/ 重 倒 核 14.2.4 

iteration function/ 选 代 函 数 5.2.1 

iteration matrix/ 选 代 和 矩阵 7.1 


了 


Jacobi iteration method/ 雅 可 比 迭 代 法 7.2 
Jacobi matrix/ 雅 可 比 和 矩阵 9.1.3 
Jacobi over relaxation method/ 雅 可 比 超 松弛 法 (简称 JOR 法 ) 7.2 


和 


kernel of the integral equation/ 积 分 方程 核 14.1 
Kontorovich method/ 康 托 洛 维 奇 方法 4. 10.6 
Krawczyk operator/ 克 拉夫 楚 克 算 子 9.10 

Krylov subspace/ 克 雷 洛 夫子 空间 7.31.1 
Kutta-Nystr6n method/ 库 塔 - 尼 斯 特 龙 方法 ”10.4.5 
Kutta third-order method/ 库 塔 三 阶 方法 10.4.3 


EL 


工 -stable/ 工 -稳定 10.9.2 
label matrix/ 标 号 矩阵 9.9 
Laguerre polynomials/ 拉 盖 尔 多 项 式 3.4.4 
Laguerre iteration method/ 拉 盖 尔 迭代 法 ”5.8.2 
Lanczos algorithm/ 兰 乔 斯 算法 8.10.2 
Laplace equation/ 拉 普 拉 斯 方程 12.1.1 
Lax equivalence theoremy/ 拉 克 斯 等 价 原理 12.2.2 
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Lax-Friedrichs scheme/ 拉 克 斯 - 弗 里 德里 希 斯 格式 12.2.3 
Lax-Wendroff scheme/ 拉 克 斯 - 温 德 罗 夫 格 式 12.2.3 
leap frog scheme/ 蛙 跳 格 式 12.2.3 
least square approximation/ 最 小 二 生 近 似 ( 最 佳 平 方 通 近 ) 
14. 4.1 
least square method/ 最 小 二 乘法 3.8 
Legendre polynomials/ 勒 让 德 多 项 式 3.4.2 
linear convergence/ 线 性 收敛 ”5.2.2 9.2.1 
linear multistep method/ 线 性 多 步 法 10.1.2 
Lipschitz condition/ 利 普 希 蒋 条 件 10.1.1 
load-vector/ 荷 载 向 量 11.5.1 12.4.2 
element 一 /单元 ~ 11.5.1 12.4.2 
local minimum point/ 局 部 极 小 点 9.12.1 
local coordinate/ 局 部 坐标 12.4.4 
local truncation error/ 局 部 截断 误 益 ”10.2 10.5.1 
Principal 一 / 主 ~ 11.5.1 12.4.2 
locally one dimensional scheme/ 局 部 一 维 格式 12.3.4 
Levenberg-Marguarte/ 阻 尼 最 小 二 乘法 ( 即 LM 算法 ) 9.13 


M 


mr-simplex/mn 维 单纯 形 9.9 
Maehly approximation/ 梅 利 下 近 3. 13 
AM-matrix/AM- 和 矩阵 7.6.1 
matrix norm/ 和 矩阵 范 数 6.2.2 
Frobenius 一 / 弗 罗 贝 尼 乌 斯 一 6.2.2 
induce 一 /诱导 一 6.2.2 
subordinate 一 /从 属 一 6.2.2 
operator 一 / 算 子 ~ 6.2.2 
method of subtracting singularity/ 削 减 奇异 性 方法 4.10.S 
method of finite sums/ 有 限 和 法 
method of product integration/ 乘 积 积分 法 “14.2.2 
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3.1.2 3.5 


method of interpolation/ 插 值 法 2.1.3 
method of moments/ 和 矩 量 法 14.4.2 
method of replacing approximatly kernel by a degenerate one/ 近 似 退 化 核 赫 
代 法 14.3 
midpoint rule/ 中 点 公式 ”4.2.5 
midpoint numerical differentiation formula/ 中 点 微分 公式 4.14.3 
midpoint method/ 中 点 方法 10.4.2 
implicit 一 / 隐 式 一 10.4.7 
Milne method/ 米 尔 恩 方法 10.5.1 
minimax error/ 最 佳 偏 差 ”3.2.2 
minimax uniform approximation/ 最 佳 一 致 逼近 3.1.2 3.2.2 
model error/ 模 型 误差 1.2.1 
modified Newton method/ 修 正 牛 顿 法 9.3.3 
modified quadrature method/ 修 正 的 数值 求 积 法 14,2.3 
modified explicit centered difference scheme/ 修 正 显 式 中 心 格 式 12.3.3 
Moore test/ 稳 尔 检 验 9.10 
multiple root/ 重 根 5.11 5.7 
multiple iteration method/ 多 重 友 代 法 ”5.6 
multiple grid method/ 多 重 网 格 法 ”13 
maultisplitting method/ 多 分 裂 方法 9.11.1 
mujltistep method/ 多 步 法 9.2.1 14.6.1 
multi instruction stream multiple data stream/ 多 指令 流 多 数据 流 系统 (简称 
MIMD) 1.S.1 


N 


natural boundary condition/ 自然 边界 条 件 11.4.1 

Newton-Cotes integration rule/ 牛 顿 - 科 茨 积分 公式 4.2.1 

Newton-Cotes rule of six point/ 牛 顿 - 科 茨 六 点 公式 4.2.4 

Newton-Cotes rule of seven point/ 牛 顿 - 科 茨 七 点 公式 4.2.4 

Newton backward difference formula/ 牛 顿 向 后 差分 公式 ”2.5.2 

Newton divided difference interpolation polynomial/ 和 牛顿 均 益 插值 多 项 式 2.4.2 
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Newton method/ 牛 顿 法 5$.4.1 9.3.1 
Newton type iteration method/ 牛 顿 型 迭代 法 9.3.1 
Newton-descent method/ 牛 顿 下 山 法 (牛顿 下 降 法 ) S.4.2 9.3.4 9.12.3 
Newton-Steffensen method/ 和 牛顿- 斯蒂芬 森 法 9.3.3 
Newton-Steidel iteration method/ 和 牛顿- 赛 德尔 迭代 法 9.5.1 
nine-point finite difference scheme/ 九 点 差分 格式 12.1.4 
nonlinear system of equations/ 非 线性 方程 组 9.1.1 
nonlinear least squares method/ 非 线性 最 小 二 乘法 9.1.2 9.13 
nonjinear multisplitting methods/ 非 线性 多 分 裂 方法 9.11.2 
nonsymmetrizable iteration method/ 不 可 对 称 选 代 方 法 
norm/ 范 数 3.1.1 3.4.1 
norm of a matrix/ 和 矩阵 范 数 6.2.2 
Frobenius 一 / 弗 罗 贝 尼 乌 斯 一 6.2.2 
“one" 一 (or column 一 )/ 1? 一 (或 列 ~) 6.2.2 
“two"~ (or spectral 一 )/ “27 一 (或 谱 一 ) 6.2.2 
“infinite" 一 (or row 一 )co? 一 (或 行 一 ) 6.2.2 
norm of a vector/ 向 量 范 数 6.2.1 
“one"” 一 /1 一 6.2.1 
“two” 一 /2”~ 6.2.1 
“infinite” 一 “cc 一 6.2.1 
normal equation/ 法 方程 3.5 3.8.2 
normal matrix/ 正 规 阵 8.1.4 
numerical analysis/ 数 值 分 析 .11 1.1.2 
numerical method/ 数 值 方法 1.1.3 
numerical differentiation/ 数 值 微分 “4.14.1 
一 of using cubic spline/ 用 三 次 样 条 的 ~ 4.14.4 
一 of using Richardson extrapolation/ 用 里 查 森 外 推 的 一 4.15 
numerical differentiation by interpolating polynomial/ 用 插值 多 项 式 求 数值 微 
分 4.14.2 
numerical integration by cubic spline function/ 三 次 样 条 函数 求 积 法 4.8 
Nystrsn methods/ 尼 斯 特 龙 方法 10.5.3 
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product quadrature/ 乘 积 积分 法 4.10.4 
product trapezoidal method/ 乘 积 梯形 法 ”4.10.4 
prolongation operator/ 延 拓 算 子 13.1.3 
property 次 /性 质 从 7.4.2 

pseudo elimination/ 拟 消去 法 (简称 P 己 法) 7.8 


Q 


quadratic convergence/ 平 方 收 剑 5$.2.2 9.2.1 
quadrature method/ 数 值 求 积 方法 14.2.1 


R 


R-stage/ 有 级 10.4.1 
rational function interpolation/ 有 理 函 数 插值 2.11.1 
rectangujar finite element/ 和 矩形 单元 12.4.4 
reducible matrix/ 可 约 和 矩阵 7.2 
region of absolute stability/ 绝 对 稳定 区 域 10.4.8 10.5.7 
regular splitting/ 正 则 分 裂 7.6.1 9.11.1 
relative error/ 相 对 误差 1.2.2 
rejlative stable/ 相 对 稳定 10.5.7 
relaxation factor/ 松 弛 因子 7.4.1 
optimum 一 /最 优 一 7.4.3 
over 一 / 超 一 7.4.1 
under 一 / 低 一 7.4.1 
Remes algorithms/ 列 梅 兹 算法 3.3.2 
Richardson extrapolation algorithm/ 里 查 森 外 推算 法 4.4.1 
Richardson scheme/ 里 查 森 格式 12.3.2 
Richardson iteration method/ 里 查 森 法 (简称 REF 法 ) 7.2 
Ritz variational problem/ 里 茨 变 分 问题 11.4.1 
Robinson method/ 重 宾 示 方 法 4.5.2 
Romberg integration/ 龙 贝 格 积分 4.4.2 
root condition/ 根 条 件 10.5.5S 
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rounding error/ 舍 人 误 善 1.2.1 
Rung-Kutta method/ 龙 格 - 库 塔 方法 10.4.1 
Classical 一 /经 典 一 10.4.4 
Implicit 一 / 隐 式 一 10.4.7 
Semi-explicit 一 / 半 显 式 的 一 10.4.7 
Rung-Kutta-Fehiberg method/ 龙 格 - 库 塔 - 费 尔 贝 格 方法 10.4.6 
Ruth theorem/ 重 思 定 理 5.12 
Ruth table/ 鲁 思 表 格 5.12 


S 


Samarskii scheme/ 萨 马尔 斯 基 格 式 12.3.3 

Schur factorization/ 舒 尔 分 解 8.2.1 

Schur vector/ 舒 尔 向 量 8.2.1 

secant method/ 弦 截 法 ( 割 线 法 ) 5.5.1 9.6 11.2.2 

shift of origin/ 原 点 平移 法 8.3.4 

shooting method/ 打 靶 法 11.2.1 

significant digits/ 有 效 数 字 1.2.3 

simplical algorithm/ 单 纯 形 算法 9.9 

simplical subdivision/ 单 纯 形 前 分 9.9 

Simpson method/ 辛 普 森 方法 10.5.1 

Simpson rule/ 辛 普 森 公式 4.2.3 

Simpson 3/8 rule/ 辛 普 森 3/8 公式 4.2.4 

Simpson numerical differentiation formula/ 辛 普 森 微分 公式 4.14.3 

simultaneous iteration method/ 同 时 选 代 法 8.7 

single instruction stream single data stream/ 单 指令 流 单数 据 流 系统 (简称 
SISD 型 ) 1.5.1 

single instruction stream multiple data stream/ 单 指令 流 多 数据 流 系统 (简称 
SIMD 型 ) 1.5$.1 

smoothing factor/ 光 滑 因 子 13.1.4 

solution of 训 -conditioned system of equations/ 病 态 方程 组 的 解法 6.9.3 

Sobolev space/ 索 伯 列 夫 空间 12.4.4 
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O 


observational error/ 观 测 误差 1.2.1 

one-step method/ 单 步 法 9.2.1 10.1.2 

open Newton-Cotes formulas/ 开 型 牛顿 - 科 菊 公式 ”4.2.5 
order/ 阶 10.2 

order 户 convergence/ 访 阶 收敛 5$.2.2 9.2.1 
orthogonal system of functions/ 正 交 函 数 族 ”3.4.1 


P 


packing storage wen 压缩 存储 形式 6.8.3 

Pade approximation/ 帕 德 通 近 3. 12 

Pade table/ 帕 德 表 3.12 

parabolic equation/ 抛 物 型 方程 12.3.1 

parabolic method/ 抛 物 线 法 ”5.5$.3 

Parallel algorithm/ 并 行 算法 1.5.1 

Peaceman-Rachford scheme/ 皮 斯 曙 - 瑞 奇 福 尔 德 格式 12.3.4 
Peaceman-Rachford implicity method/ 皮 斯 昌 - 瑞 奇 福 尔 德 法 ADI 法 7.7.3 
periodical spline function/ 周 期 样 条 函数 2.9.3 

piecewise linear approximation/ 分 片 线性 通 近 9.9 

piecewise linear interpolation function/ 分 段 线性 插值 西数 2.8.1 
piecewise Hermite interpolation function/ 分 段 埃 尔 米 特 插值 函数 2.8.2 
point of attraction/ 吸 引 点 9.2.1 

point of Gaussian quadrature/ 识 斯 点 4.5.1 

Poisson equation/ 泊 松 方程 12.1.1 

post-smoothing/ 后 光滑 13.1.3 

Pouzet formula/ 布 泽 公 式 14.6.2 

power method/ 和 守法 8.3.1 

pre-smoothing/ 前 光滑 13.1.3 

precondition/ 预 处 理 6.8.2 

predictor-corrector method/ 预 测 -校正 法 “10.6.1 


*， 813。 





SOR method/ 逐 次 超 松 弛 法 7.4.1 

SSOR method/ 对 称 逐 次 超 松弛 法 7.5S 

sparse matrix/ 稀 政 矩阵 6.8.1 

sparse System of equations/ 稀 朴 方 程 组 6.8.1 

spectral radius/ 谱 半径 6.2.2 7.1 

splitting method/ 分 列 法 7.1 

split precondition(GMRES)/ 分 裂 预 处 理 (简称 CMRES 法 ) 7. 12.5 
square root method/ 平 方 根 法 ”6.6.3 

stability/ 稳 定性 12.2.2 

standard eigenvalue problem/ 标 准 特征 值 问题 8 
steepest descent method/ 最 速 下 降 法 7.9.2 9.12.3 
Steffensen iteration method/ 斯 蒂 芬 森 选 代 法 5S.3.2 S.5.2 
stiffness matrix/ 刚 度 和 矩阵 11.5.1 12.4.2 

element 一 /单元 一 11.5.1 12.4.2 

stiff systems/ 刚 性 方程 组 10.9.1 
stiffly-stable/ 刚 性 稳定 10.9.2 

stiffness ratio/ 刚 性 比 10.9.1 

SOR-Newton method/ 逐次 超 松弛 -牛顿 法 9.5.2 
straight injection/ 直 接 映射 13.4.5 

strongly 4-stable/ 强 4- 稳 定 10.9.2 ， 

Sturm sequence/ 施 图 姆 序列 ”5.9.2 
“Subspace iteration/ 子 空间 迭代 法 ”8.7 

super linear convergence/ 超 线性 收敛 $.2.2 9.2.1 
symmetric Lanczos algorithm/ 对 黎 兰 乔 斯 算法 7.11.4 
synchronization algorithm/ 间 步 算 法 1i.S.1 


T 


three level scheme/ 三 层 格式 12,.2.3 
trapezoidal method/ 梯 形 方法 10.3.2 

trapezoidal ruie/ 梯 形 公式 4.2.2 

trigonometric polynomials/ 三 角 多 项 式 3.9.1 
*，816。 


truncation error/ 截 断 误 差 1.2.1 12.1.4 

two-grid method/ 双 网 格 法 13.1.3 

two-level difference scheme/ 两 层 差 分 格式 12.2.2 
two-point boundary value problerm/ 两 点 边 值 问 题 11.1 


U 


unconditional stability/ 绝 对 稳定 12.2.3 

unconstrained optimizationy/ 无 约束 最 优化 91.2 9312.1 
uniform approximation polynomial/ 一 致 逼近 多 项 式 3.2.1 
unitary matrix/ 西 矩阵 冲 .2.2 

upwind scheme/ 迎 风格 式 12.2.3 


V 


variable metric method/ 变 尺度 法 9.12.5 
variation principle/ 变 分 原理 7.9.1 
variation problemy/ 变 分 问题 11.4.1 12.4.1 
approximztion 一 /近似 一 12.4.2 
Ritz 一 /里 茨 一 11.4.1 12.4.1 
Galerkin 一 / 伽 辽 金 一 11.4.1 12.4.1 
vector norm/ 向 量 范 数 6.2.1 
“one" 一 / 1" 一 6.2.1 
“two” 一 / 2" 一 6.2.1 
“infinite” 一 /co?" 一 〈 对 称 最 大 一 ) 6.2.1 
Volterra integral equation of the second kind/ 第 二 类 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 14.1 
von-Neumann scheme/ 冯 诺 伊 名 格式 12.2.5 


W 


wave equation/ 波动 方 程 12.2.1 
weight function/ 权 函数 3.4.1 
well-conditioned matrix/ 良 态 矩 阵 6.9.1 
well-conditioned systerm of equations/ 良 态 方程 组 6.9.1 
*，817 。 


well-posed problem/ 适 定 的 问题 10.1.1 
也 


Zero-stable/ 零 稳定 10.5.6 

Msrcoackai theoremy/ 梅 索 夫 斯 基 定 理 9.3.2 
Kontorovich theorem/ 康 托 洛 维 奇 定 理 9.3.2 
Bepamreiin polynomial 伯 恩 斯 坦 多 项 式 3.2.1 
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中 文 一 外 文 名 词 索引 
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A- 稳 定 /A-stable 10.9.2 

A(a)- 稳 定 /A(Ca)-stable 10.9.2 

A4,- 稳 定 /Au-stable 10.9.2 

阿 诺 尔 德 算法 /Arnoldi algorithm 7.11.3 

阿 诺 尔 德 完全 正 交 化 法 (简称 ArnoldrFOM 法 )/Arnoldi full 
orthogonajlization method 7.11.3 

阿 诺 尔 德 不 完全 正 交 化 法 (简称 Arnoldi-IOM 法 )/Arnoldi incomplete 
orthogonalization method 7.11.3 
艾 特 肯 法 /Aitken method 2.3.2 

艾 特 肯 加 速 方法 ( 即 A' 加 速 方法 )/Aitken A" method  S.3.1 

艾 特 肯 外 推 加 速 法 /Aitken?s extrapolation acceleration method 8.3.2 

埃 尔 米 特 多 项 式 /Hermite polynolnial 3.4.4 

埃 尔 米 特 插值 多 项 式 /Hermite interpolation polynomial 2.6.1 


不 可 约 矩 阵 /irreducible matrix 7.2 

BFGS( 布 罗 依 登 - 弗 莱 菲 彻 - 哥 德 法 布 - 香 诺 ) 算 法 /Broyden-FletcherGoldfarb- 
Shannon algorithm 9. 12. 5 

伴随 映射 /adioint injection 13.4.5 

贝 塞 尔 公 式 /Bessel formula 2.5.5 

贝尔 斯 托 方法 ( 臂 因 子 法 )/Bairstow method 5.11 


包 络 存储 /envelope storage 6.8.3 
本 质 边 界 条 件 /essential boundary condition ”11. 4.1 
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变 分 问题 /variational problem 11.4.1 12.4.1 
伽 辽 金 一 /Galerkin~ 11.4.1 12.4.1 
近似 一 /approximation 一 12.4.2 
里 世 ~/Ritz~， 11.4.1 12.4.1 
变 分 原理 /variation principle 7.9.1 
边 值 问 题 /boundary vaiue problem 12.1.1 
边界 条 件 /boundary condition 12.1.1 
变 尺 度 法 /variable metric method ?3.12.5 
比 姆 - 沃 明 格式 /Beam-Warming scheme 12.2.3 
标号 矩阵 /label matrix 9.9 : 
标准 特征 值 问 题 /standard eigenvalue problem 8 
不 动 点 /fixed point 5.2.1 9.2.1 
不 动 点 选 代 法 /fixed-point iteration method 5.2.1 
不 稳定 性 /instability 5S.14 
不 完全 LU 分 解 /incomplete LU factorization 7.6.1 
不 完全 块 因子 分 解 /incomplete block factorization 7.8 
不 完全 楚 列 斯 基因 子 分 解 的 PCG 法 (简称 ICCG 法 )/incomplete Cholesky 
conjugate gradient 7.10.2 
布 意 方法 /Bui method 10.9.3 
布 特 切 尔 方法 /Butcher method 10.4.7 
布 泽 公 式 /Pouzet formula 14.6.2 
布 劳 维 尔 不 动 点 定理 /Brouwer fixed point theorem 9.2.2 
布朗 方法 /Brown method 9.4.1 
布 伦 特 方 法 /Brent method 9.4.2 
布 罗 伊 登 方 法 /Broyden method 9.7.2 
闭 型 牛顿 - 科 欧 公式 /closed Newton-Cotes formulas 4.2.5 
皮 斯 昌 - 瑞 奇 福 尔 德 格式 /Peaceman-Rachford scheme 12.3.4 
皮 斯 曼 - 瑞 奇 福 尔 德 隐 式 法 ADI 法 /Peacemar-Rachford implicity method 7.7.3 
被 插 函 数 /interpolated function 2.1.2 
伯 努 利 数 /Bernoulli number 4.4.2 
伯 努 利 方法 /Bernoulli method 5. 10 
伯 因 斯坦 多 项 式 /Bepaturg polynomial 3.2.1 
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波动 方程 /wave equation 12.2.1 

泊 松 方程 /Poisson equation 12.1.1 

并 行 算法 /parallel algorithm 1.5S.1 

病态 多 项 式 /ill-condirional polynomial 5. 14 

病态 方程 组 / 训 -condition system of equation 6.9.1 


C 


超 线 性 收敛 /superlinear convergence 5.2.2 9.2.1 
初始 条 件 /initial condition 10.1.1 
初 值 问 题 /initial value problem 10. 4.7 
初等 矩阵 /elementary matrix 6.23.3 

一 消 元 矩阵 /一 elimination matrices 6.2.3 

一 排列 阵 /~ 一 permutation matrices 6.2.3 
粗 网 修正 (简称 CGC)/coarse-grid correction 13.1.3 
乘积 求 积 法 /product quadrature ”4. 10. 4 
乘积 积分 法 /me*hod of product integration 14. 2.2 
乘积 梯形 法 /product trapezoidal method -4. 10.4 
善 分 算 子 /difference operator 2.5.1 12.1.4 
重 登 核 /iterated kernel 14.2.4 
重 根 /multiple root 5.1.1 5.7 
捅 值 多 项 式 /interpolation polynomial 2.1.2 
揪 值 法 /method of interpolation 2.1.3 
反 值 算 子 /interpolation operator 13.1.3 


D 


DFP( 达 维 顿 - 弗 莱 菲 彻 -鲍威尔 ) 算 法 /Davidon-FletcherPowell algorithm 
9. 12. 5 
D- 型 分 块 三 对 角 阵 /diagonal form of partitioned tridiagonal matrix 7.4.2 
打靶 法 /shooting method 11.2.1 
戴 法 /Day method 14.6.1 
单 步 法 /one-step method 9.2.1 10.1.2 
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单 指令 流 单 数据 流 系 统 ( 简 称 SISD 型 )/single intruction stream single data 
Stream  .S. 工 

单 指令 流 多 数据 流 系 统 ( 简 称 SIMD 型 )/single intruction stream multiple 
data stream 1.5.1 

单纯 形 算法 /simplicial algorithm 9.9 

单纯 形 剖 分 /simplicial subdivision 9.9 

倒 差 商 /inverse divided difference . 2. 11.2 

等 参数 单元 /isoparametric element 12.4.5 

第 二 类 弗 雷 德 堆 姆 积分 方程 /Fredholm integral equation of the second kind 14.1 

第 二 类 话 尔 素 拉 积分 /Volterra integral equation of second kind 14.1 

第 二 类 线性 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 /linear Volterra integral equation of second 
kind 14.6 

第 二 类 对 流 方程 /convection equation 12.2.1 

第 二 类 切 比 雪夫 多 项 式 /Chebyshov polynomials of second kind。 3.4.4 

选 代 函数 /iteration function 5S.2.1 

迁 代 矩阵 /iteration matrix 7.1 

对 流 扩散 方程 /convection diffusion equation 12.3.1 

对 称 兰 乔 斯 算法 /symmetric Lanczos algorithm 7.11.4 

达 朗 贝尔 公式 /D'Alembert's formula 12.2.1 

杜 福特 - 佛 兰 克 尔 格式 /DuFortrFrankel scheme 12.2.3 

杜 利 特 尔 分 解法 /Doolittle factorization method 6.6.1 

多 步 法 /multistep method 9.2.1 14.6.1 

多 指令 流 多 数据 流 系 统 ( 简 称 MIMD 型 )/multiple intruction stream mujtiple 
data stream 1.S.1 

多 重 和 迭代 法 /multiple iteration method  s.6 

多 分 裂 方法 /multisplitting method 9.11.1 

多 重 网 格 法 /multigrid method 8.9 


下 


二 分 法 /bisection method 5.1.2 11.2.2 
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F 


FAS 法 /fuli approximation storage method 13.5.2 

法 方程 /normal equations 3.5 3.8.2 

反 插 值 法 /inverse interpolation 2. 10 

反 禾 法 /inverse power metrhod 8.3.4 

范 数 /norm 3.11 3.4.1 

复合 求 积 方法 /composite numerical integration 4.3 

复合 梯形 公式 /composite trapezoidal rule 4.3.1 

复合 辛普森 公式 /composite Simpson's rule 4.3.2 

弗 雷 歇 导 数 (F- 导 数 )/Frtchet derivative 9.1.3 

冯 诺 伊 曙 格式 /von Neumann scheme 12. 2.5S 

菲 隆 方法 /Filon method 4.11.2 

非 线 性 方程 组 /nonjlinear system of equation 9.1.1 

非 线性 最 小 二 乘法 /nonlinear least square method 9.1.2 9.12.1 
非 线 性 多 分 裂 方法 /nonlinear multisplitting method 9.11.2 

分 段 插值 函数 /piecewise linear interpojlation function 2.8.2 
分 片 线性 还 近 /piecewise linear approximation 9.9 

分 裂 法 /splitting 7.1 

分 裂 预 处 理 GMRES 法 /split preconditioning algorithm 7. 12.S 
非 膨 胀 映 射 /nonexpansive ntapping 9.2.2 


G 


放 度 矩阵 /stiffness matrix 11.S.1 12.4.2 
单元 一 [element 一 11.5.1 12.4.2 

刚性 方程 组 /stiff system 10.9.1 

刚性 比 /stiffness ratio 10.9.1 

刚性 稳定 /stiffly-stable 10.9.2 

割 线 法 /secant method 11.2.2 

格拉 格外 推 法 /Gragg extrapolation method 10.7.2 

根 条 件 /root condition 10.5.5 
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高 斯 求 积 公式 /Gaussian guadrature rule 4.5S.1 
高 斯 点 /point of Gaussian quadrature 4.5.1 
高 斯 - 勒 让 德 公 式 /Gauss-Legendre formula 4.5.3 
高 斯 - 切 比 雪夫 公式 /Gauss-Chebyshev formula 4.5.3 
高 斯 - 拉 盖 尔 公式 /Gauss-Laguerre formula 4.5.4 
高 斯 - 埃 尔 米 特 公式 /Gauss-Hermite formula 4.5.5 
高 斯 - 洛 巴 托 公式 /Gauss-Lobatto formula 4.6.2 
高 斯 - 拉 道 公式 /Gauss-Radau formula 4.6.1 
高 斯 向 前 差分 公式 /Gauss forward difference formula 2.5.3 
高 斯 向 后 差分 公式 /Gauss backward difference formula 2.5.3 
高 斯 -牛顿 法 /Gauss-Newton method 9.13 
高 斯 消去 法 /Gauss elimination 6.3 
顺序 一 /sequential~ 6.3 
部 分 选 主 元 一 /partial pivoting~ 6.4 
完全 选 主 元 一 /complete pivoting 汪 6.4 
高 斯 - 若 尔 当 消去 法 /Gauss-Jordan elimination 6.5 
高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 (简称 G-S 法 )/Gauss-Seidel iteration method 7.3 
格拉 姆 行列 式 /Gram determinant 3.4.1 
共 酌 梯度 法 (简称 CG 法 )/conjugate gradient method 7.9.3 9.12.4 
预 处 理 ~ (简称 PCG 法 )/precondition~ 7. 10.1 
广义 拉 盖 尔 公 式 /generalized Laguerre formula 4.12.3 
广义 傅 里 时 级 数 /generalized Fourier series 3.6.1 
广义 贝 塞 尔 不 等 式 /generalized Bessel inequality 3.6.1 
广义 里 查 森 法 (简称 GRF 法 )/generalized Richardson iteration method 7.2 
广义 极 小 残余 算法 (简称 GMRES 法 )/generalized minimal residual algorithm 
7. 12 
广义 特征 值 问题 /generalized eigenvalue problem 8 
观测 误 盖 /observational error 1.2.1 
光滑 因子 /smoothing factor 13.1.4 


了 


哈 默 - 荷 令 斯 沃 思 方法 /Hammer-Hoillingsworth method 10.4.7 
汉 明 方法 /Hamming method 10.5.4 
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汉 明 预测 -校正 方法 /Hamming predictorcorrector method 10.6.2 
哈 尔 条 件 /7Hear condition 3.2.2 3.8.2 
豪 斯 堆 尔 德 变换 /Householder change 8.2.2 
荷载 向 量 /load vector 11.5.1 12.4.2 
单元 一 /element~ 11.5.1 12.4.2 
替 尔 德 连续 /Huolder continuation 9.1.3 
核 的 特征 值 /eigenvalue of the kernel 14.1 
后 光滑 /post-smoothing 13.1.3 


J 


基 尔 方法 /Gill method 10.4.4 
基 画 数 /basis function 2.2.1 12.4 
二 次 插值 一 /一 of quadratic interpolation 12.4.3 
三 次 插值 一 /一 of cubic interpolation 12.4.3 
双 二 次 插值 一 /一 of biquadratic interpolation 12.4.4 
双 线 性 插值 一 /一 of bilinear interpolation 12.4.4 
基本 收敛 /basic convergence 8.4.1 
线性 插值 一 /一 of linear interpolation 12. 4.2 
加 速 收 和 敛 参数 /acceleration convergence parameter 7.7.3 
加 托 导 数 (G- 导 数 )/Giteaux derivative 9.1.3 
伽 辽 金 变 分 问题 /Galerkin variational problem 11.4.1 
伽 辽 金 原 理 /Galerkin principle 7.311.1 
吉尔 方法 /Gear method 10.9.3 
阶 /order 10.2 
局 部 坐标 /local coordinate 2.4.4 
局 部 截断 误差 /local truncation error 10.2 10.5.1 
主 一 /principal~ 10.2 10.5.1 
局 部 一 维 格式 /locally one dimensional scheme 12.3.4 
局 部 收敛 性 /local convergence S253N 9. 2. 1 
局 部 极 小 点 /local minimum point 9.12.1 
矩形 单元 /rectangular finite element 12.4.4 
* 825 。 


和 矩 量 法 /method of moments 14.4.2 
和 矩阵 范 数 /matrix norm 6.2.2 
弗 罗 贝 尼 乌 斯 一 /Frobenius~ 6.2.2 
诱导 一 /induce~ 6.2.2 
从 属 一 /subordinate~- 6.2.2 
算 子 一 /operator 一 6.2.2 
绝对 稳定 /absolutely stable 10.4.8 10.5.7 
绝对 误差 /absolute error 1.2.2 
绝对 稳定 区 间 /interval of absolutely stability 10.4.8 10.5.7 
绝对 稳定 区 域 /region of absolutely stability 10.4.8 10.5.7 
积分 变量 替换 /change of integral variate 4. 16.1 
积分 方程 核 /kernel of the integral equation 14.1 
九 点 差分 格式 /nine point difference scheme 12.1.4 
截断 误差 /truncation error 12.1.4 1.2.1 
近似 因子 分 解法 /approximately factored scheme 12.2.4 
近似 退化 核 蔡 代 法 /metihod of replacing approximately kernel by degenerate 
one 14.3 
交替 方向 隐 式 格式 /alternating direction implicit scheme 12.2.4 
交 蔡 方向 隐 式 方法 (简称 ADI 法 )/alternating direction implicity method 7.7.3 
均 差 /divided difference 2.4.1 


开 


炎 次 样 条 郴 数 /spline of degree 友 2.9.1 

大 次 瑟 样 条 /B-spline of degree 2.9.2 

康 托 洛 维 奇 定理 /Kontorovich theorem 9.3.2 

可 约 矩 阵 /reducible matrix 7.2 

可 对 角 化 的 矩阵 /diagonalizable matrix 8.1.4 

快速 傅 里 叶 变 换 ( 简 称 FFT)Vfast Fourier transformation 3.9.2 

库 塔 -尼斯 特 龙 方法 /Kutta-Nystrom method 10.4.5 

库 塔 三 阶 方法 /Kutta third method 10.4.3 

库 朗 - 弗 兰 德里 希 斯 - 勒 维 条 件 /Courant-Friedrichs-Lewy condition 12.2.2 
*， 826 。 


科 蔬 公式 /Cotes rule 4.2.4 

开 型 牛顿 - 科 英 公式 /open Newton-Cotes formulas 4.2.5 
康 托 洛 维 奇 方法 /Kontorovich method 4. 10.6 

克拉 克 - 尼 科 尔 森 格式 /Crank-Nicolson scheme 12.3.2 
克拉 夫 楚 克 算 子 /Krawczyk operator “9. 10 

克 雷 洛 夫子 空间 /Krylov subspace 7.11.1 
亏损 量 /defect 13.1.1 


L 


LM 算法 ( 即 阻尼 最 小 二 乘法 )/Levenberg-Marquavdt algorithm 9. 13 
工 -稳定 /L-stable 10.9.2 
离散 傅 里 叶 变换 (简称 DFT)/discrete Fourier transformation -3.9.1 
离散 牛顿 法 /discrete Newton method 9.3.3 
利 普 希 茨 常数 /Lipschitz constant 10.1.1 
利 普 希 茨 条 件 /Lipschitz Condition 10.1.1 
里 查 森 法 (简称 RF 法 )/Richardson iteration method 7.2 
里 查 森 格式 /Richardson scheme 12.3.2 
里 查 森 外 推 午 法 /Richardson extrapolation algorithm 4.4.1 
两 点 边 值 问题 /two-point boundary value problem 11.1 
两 层 差 分 格式 /two-level difference scheme 12. 2.2 
和 良 态 方程 组 /well-condition system of equations 6.9.1 
连 分 式 /continued fraction 3.10 
列 梅 兹 算法 /Remez algorithms 3.3.2 
零 稳定 /zero-stable 10.5.6 
零 模型 /zero pattern 7.6.2 
龙 格 - 库 塔 方法 /Runge-Kutta method 10.4.1 

半 显 式 的 一 /semirexplicit~ 10. 4.7 

经 典 一 /classical~ 10.4.4 

隐 式 一 /implicit 一 10.4.7 
龙 格 - 库 塔 - 费 尔 贝 格 方法 /Runge-Kutta-Fehlberg method 10.4.6 
龙 贝 格 积分 /Romberg integration 4.4.2 

人 


鲁 宾 逊 方法 /Robinson method ”4. 5.2 

拉 普 拉 斯 方程 /Laplace equation 12.1.1 
拉克 斯 等 价 定理 /Lax equivalence theorem 12.2.2 

拉克 斯 - 弗 兰 德里 希 斯 格式 /Lax-Friedrichs scheme 12.2.3 
拉克 斯 - 温 德 罗 夫 格式 /LaxWendroff scheme 12.2.3 

拉 格 朗 日 插值 多 项 式 /Lagrange interpolation polynomial 2.2.2 
拉 盖 尔 多 项 式 /Laguerre polynomials 3.4.4 

拉 盖 尔 和 迭代 法 /Laguerre iteration method 5.8.2 

勒 让 德 多 项 式 /Legendre polynomials 3.4.2 

兰 乔 斯 算法 /Lanczos algorithm 8. 10. 2 

和 鲁 思 定理 /Ruth theorem 5$. 12 

鲁 思 表 格 /Ruth table 5. 12 


mn 维 单纯 形 /m-simplex 9.9 

M 矩阵 /M-matrix 7.6.1 

梅 利和 逼 近 /Maehly approximation 3. 13 
米尔 恩 方 法 /Milne method 10.5.1 
面积 坐标 /area coordinate 12.4.3 
模型 误差 /model error 1.2.1 

穆 尔 检验 /Moore test 9. 10 
埋 法 /power method 8.3.1 


N 


尼斯 特 龙 方法 /Nystrm method 10.5.3 

拟 牛 顿 法 /quasi Newton method 9.7.1 

拟 消去 法 (简称 PE 法 )/pseudo eininatoan 7.8 

牛顿 法 /Newton's method 5.4.1 5.5.2 

牛顿 下 山 法 /Newton-descent method 5.4.2 9.3.4 

牛顿 - 科 茨 求 积 公式 /Newton-Cotes integration rule 4.2.4 

牛顿 - 科 英 六 点 公式 /Newton-Cotes rule of six point 4.2.4 
*，828 。 





牛顿 - 科 黄 七 点 公式 /Newton-Cotes rule of seven point 4.2.4 

牛顿 均 差 插值 多 项 式 /Newton divided difference interpolation polynomial 
2. 4.2 

牛顿 向 前 差分 公式 /Newton forward difference formula 2.5.2 

牛顿 向 后 差分 公式 /Newton backward difference formula 2.5.2 

牛顿 型 迭代 法 /Newton type iteration method 9.3.1 

和 牛顿- 斯蒂芬 森 方 法 /NewtonrSteffensen method 9.3.3 

牛顿 -逐次 超 松弛 和 迭代 法 /Newton-SOR iteration method 9.5.1 

牛顿 - 赛 德尔 选 代 法 /Newton-Seidel iteration method 9.5.1 

牛顿 下 降 法 /Newton descent method 9.12.3 

内 积 /inner product 2.4.1 


OD 


欧 拉 方法 /Euler method 10.2 
改进 一 /modified~ 10.3.3 
后 退 一 /backward~ 10.3.2 
隐 式 一 /impiicit 一 10.3.2 


了 


帕 德 逼近 /Pade approximation 3. 12 
帕 德 表 /Pade table 3.12 

旋 阶 收敛 /order 户 convergence 5.2.2 9.2.1 
平方 收敛 /quadratic convergence 5.2.2 9.2.1 
平方 根 法 /square root method 6.6.3 

平均 收 伍 率 /average convergence rate 7.1 
抛物 线 方 程 /parabolic equation 12.3.1 

抛物 线 法 /parabolic method 5.5.3 

谱 半径 /spectrai radius 6.2.2 7.1 


Q 


强 A- 稳 定 /strongly A-stable 10.9.2 
*。 829 。 





三 角 多 项 式 /trigonometric polynomials 3.9.1 
双 曲 型 方程 /hyperbolic equation 12.2.1 
双 网 格 法 /two-grid method 13.1.3 
萨 马 尔 斯 基 格 式 /Samarskii scheme 12.3.3 
数值 求 积 方法 /quadrature method 14.2.1 
数值 分 析 /numerical analysis 1.11 1.1.2 
数值 方法 /numerical method 1.1.3 
斯 特 林 公式 /Stirling formula 2.5.4 
斯 蒂 芬 森 和 迭代 法 /Steffensen iteration method 5.3.2 5.5.2 
斯 特 姆 特 序列 /Sturm sequence 5.9.2 
松弛 因子 /rejaxation factor 7.4.1 
低 一 /under 一 7.4.1 
超 一 /over~， 7.4.1 
最 优 一 /optimum 一 7.4.3 


了 


梯形 方法 /trapezoidal method 10.3.2 
梯形 公式 /trapezoidal rule 4.2.2 
椭圆 形 方 程 /elliptic equation 12.1.1 
条 件 稳定 /conditional stability 12.2.2 
条 件数 /condition number 6.9.1 

矩阵 一 /matrix 一 6.9.1 

谱 一 /spectral~ 6.9.1 
填 人 /fil-in 6.8.2 
特征 函数 /eigenfunction 14.1 
同步 算法 /synchronization algorithm 1.5.1 
同 伦 映射 /homotopy mapping 9.8.1 
同时 迭代 法 /simultaneous iteration 8.7 
托马斯 算法 /Thomas algorithm 6.7.1 

块 一 /partitioned 一 6.7.2 
特征 值 /eigenvalue 8.1.1 

*。831 。 


强加 边界 条 件 /forced boundary condition 11.4.1 

奇异 性 的 解析 处 理 /analytic treatment of singularity 4. 10.3 
区 间 分 析 法 /interval analysis method 1.3.3 

区 间 移 代 法 /interval iteration method 9. 10 

切 比 雪夫 定理 /Chebyshev theorem 3.2.2 

切 比 雪夫 和 多项式/Chebyshev polynomials 3.4.3 8.9 

切 比 雪夫 级 数 /Chebyshev series 3.6.2 

切 比 雪夫 求 积 法 /Chebyshev quadrature 4.7 

楚 列 斯 基 分 解法 /Cholesky factorization 6.6.3 
素 九 韶 算 法 (Horner 法 )/Horner algorithm 1.4.3 5.8.1 
权 函 数 /weight function 3.4.1 

报信 法 /embedding method 9.8.1 

前 光滑 /pre-smoothing 13.1.3 

全 标号 单纯 形 /completely labeled simplex 9.9 

球形 牛顿 法 /ball Newton method 9.10 


R 
及 级 /R-stage 10.4.1 
S 


舍 尔 分 解 /Schur factorization 8.2.1 

舒 尔 向 量 /Schur vectors 8.2.1 

SOR- 牛 顿 法 /SOR-Newton method 9.5.2 

适 定 的 问题 /wel-poced problem 10.4.1 

收敛 性 /convergence 10.2 12.2.2 

收敛 因子 /convergence factors 9.2.1 

索 伯 列 夫 空间 /Sobolov space 12.4.1 

售 人 误差 /roundoff error 1.23.1 

三 次 样 条 函数 求 积 法 /numerical integration by cubic spline function 4.8 
三 次 样 条 捅 值 函 数 /interpolation function of cubic spline 2.9.3 
三 晨 格 式 /three level scheme 12.2.3 


"。，830 。 


一 代数 重 数 /一 algebraic multiplicity 8.1.1 
一 几何 重 数 /一 geometric multiplicity 8.1.1 
一 亏损 的 /一 defective 8.1.1 


U 
西 矩 阵 /unitary matrix 6.2.2 
W 


完全 LU 分 解 ( 即 Doolittie 分 解 )/complete LU factorization 7.6.1 
完全 块 因 子 分 解 /complete block factorization 7.8 

完整 的 多 重 网 格 法 (简称 FMG 法 )/full multigrid 13.3 

五 点 差分 格式 /five point difference scherme 12.1.3 

无 条 件 稳定 /unconditional stability 12.2.3 

无 约束 最 优化 /unconstrained optimization 9.1.2 9.12.1 
稳定 性 /stability 12.2.2 

蛙 跳 格式 /leap-frog scheme 12.2.3 

误差 /error 1.2 

误差 界 /error bounds 1.2 1.3.1 1.3.2 


愉 


稀 朴 矩阵 /sparse matrix 6.8.1 
稀疏 方程 组 /sparse systems of linear equations 6.8.1 
显 式 方法 /explicit method 10.1.2 
显 式 格式 /explicit scheme 12.2.2 
线性 多 步 法 /linear mujltistep method 10.1.2 
线性 无 关 函 数 族 /linear independent systems of functions 3.4.1 
线性 收敛 /linear convergence linear convergence S$.2.2 9.2.1 
吸引 点 /point of attraction 9.2.1 
下 降 算 法 /descent algorithm 9. 12.2 
相对 稳定 /relatively stable 10.5.7 
相对 误 盖 /relative error 1.2.2 
。832 。 


相 容 性 /consistenucy 10.2 12.2.2 
相 容 次 序 /consistently ordered 7.4.2 

/~ 7 了 .7.2 
向 量 范 数 /vector norm 6.2.1 

“1 一 人 “one” 一 6.2. 开 

“2? 一 / two" 一 6.2.1 

“co" 一 (又 称 最 大 一 )/“infinite” 一 6.2.1 
向 前 误差 分 析 /forward error analysis 1.3.3 6.9.4 
向 前 差分 /forward difference 2.5.1 
向 后 误差 分 析 /backward error analysis 1.3.3 6.9.4 
向 后 差分 /backward difference 2.S.1 
辛普森 方法 /Simpson method 10.5.1 
辛普森 公式 /Simpson rule 4.2.3 
辛普森 3/8 公式 /Simpson 3/8 rule 4.2.4 
辛普森 微分 公式 /Simpson numerical differentiation formula 4.14.3 
性 质 鹤 /property NA 7.4.2 
休 塔 方法 /Huta method 10.4.5 
休 恩 方法 /Heun method 10.4.2 
休 恩 三 阶 方法 /Heun third-order method 10.4.3 
削减 奇异 性 方法 /method of subtracting singularity 4. 10.S 
修正 显 式 中 心 格式 /modified explicit centered difference scheme 12.2.3 
修正 的 数值 求 积 法 /modified quadrature method 14.2.2 
修正 牛顿 法 /modified Newton method 9.3.3 
希 尔 伯 特 矩阵 /Hilbert matrix 3.5 6.9.2 
效率 /efficiency 9.2.1 
弦 截 法 ( 割 线 法 )/secant method 5.5.1 9.6 
循环 约 简 法 /cycjle reduced method 6.7.1 

块 一 /partitioned~ 6.7.2 


Y 


亚当 斯 方法 /Adoms methods 10.5.2 
*，833 。， 


亚当 斯 - 巴 什 福 思 方 法 /Adoms-Bashforth method 10.5.2 

亚当 斯 - 莫 尔 顿 方 法 /Adoms-Moulton method 10.5.2 

亚当 斯 四 阶 预 测 -校正 方法 /Adoms fourth-order predictor-corrector method 
10. 6.2 ” 

压缩 映射 /contraction mapping 9.2.2 

压缩 存储 形式 /packing storage scheme 6.8.3 

约翰 逊 算 法 /Johnsson algorithm 6.7.2 

延 拓 法 /continuation 9.8.1 

延 拓 算 子 /prolongation operator 13.1.3 

雅 可 比 矩 阵 /Jacobi matrix 9.1.3 

雅 可 比 和 迭代 法 /Jacobi iteration method 7.2 

雅 可 比 超 松弛 法 (简称 JOR 法 )/Jacobi over relaxation method 7.2 

一 次 插值 多 项 式 /uniform approximation polynomial 3.2.1 

隐 式 方法 /implicit method 10.1.2 

隆 式 格式 /implicit scheme 12.2.3 

有 理 函 数 捅 值 /rational function interpolation 2.111 

有 限 元 方法 /finite element method 11.5 

有 限 体积 法 /finite volume methods 12.1.3 

有 限 差分 格式 /finite difference scheme 12.1.3 

有 效 数字 /significant digits 1.2.3 

预测 -校正 方法 /predictorcorrector method 10.6.1 

预 处理 /precondition 6.8.2 

用 插值 多 项 式 求 数值 微分 /numerical differentiation by interpolating polynomial 

4.14.2 

依赖 区 域 /domain of dependence 12.2.1 

异步 算法 /asynchronous algorithm 1.5.1 

辛普森 公式 /Simpson rule 4.2.3 

迎风 格式 /upwind scheme 12.2.3 

映射 /mapping 9.1.1 

圆 盘 和 迭代 法 /circular iteration method 5.13 

原点 平移 法 /shift of origin 8.3.4 
。， 834 。 


也 


整体 截断 误差 /global truncation error 10.2 10.5.1 

中 点 方法 /midpoint method 10.4.2 
际 式 一 /implicit 一 10.4.7 

中 点 公式 /midpoint rule 4.2.5 

中 点 微分 公式 /midpoint numerical differentiation formula 4.14.3 

中 心 关 分 /central difference 2.5.1 

周期 样 条 郴 数 /periodic spline function 2.9.3 

直接 映射 /straight injection 13.4.5 

自然 边界 条 件 /natural boundary condition 11.4.1 

自 适 应 辛普森 方法 /adaptive Simpson quadrature 4.9.1 

自 适应 积分 法 /adaptive quadrature 4.9 

指数 格式 /exponential scheme 12.3.3 

增长 因子 /amplification factor 12.2.2 

正规 阵 /normol matrix 8.1.4 

正 交 郴 数 族 /orthogonal systems of functions 3.4.1 

正则 分 裂 /regular splitting 9.11.1 

正则 分 解 /regular splitting 7.6.1 

逐次 超 松弛 法 (简称 SOR 法 )/successive over relaxation method 7.4.1 
对 称 一 (简称 SSOR 法 )/symmetric~， 7.5 

最 小 二 生 近 似 /least square approximation 14.4.1 

最 佳 一 致 逼近 /minimax uniform approximation 3.1.2 3.2.2 

最 佳 有 理 和 逼 近 /best rational approximation 3.11 

服 佳 平方 逼近 /least square approximation 3.1.2 3.5 

最 佳 偏 差 /minimax error 3.2.2 

最 小 二 乘法 /least square method 3.8 

最 速 下 降 法 /steepest descent method 7.9.2 9.12.3 

子 空间 迭代 法 /subspace iteration 8.7 
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